
AND-EXOR論 理式の性質とその最小化

に関する研究

神田 徳夫



概 要

LSIが 複雑 にな るにつれて,論 理回路を人手で設計することが極めて困難 とな り,論 理回

路の設計を 自動 的に行 う論理 自動合成 システムが必須 とな っている.現 在使用 されてい る

論理 自動合成 システムは,AND,OR,NOTを 基本論理素子 とした設計 に基づいて開発

されて いる.し か し,算 術演算回路や誤 り訂正回路な どでは,AND,OR,NOTの みで

構成す るよ りも,EXORゲ ー トを併用す ると,ゲ ー ト数を大 幅に削減で きる.そ のため,

これ らの回路 を 自動合成す るためには,AND,OR,NOTの ほかに,EXORを 効果 的

に活用 した論理回路の設計法 を確立す る必要がある.EXORを 用いた論理回路 の設計の基

本は,EXORを 用 いた論理式 の簡単化であ る.本 研究は,EXORを 用いた論理式 の表現

の うち,最 も一般的なAND-EXOR二 段論理式(ESOP)を 取 り上 げ,こ のESOPの 性質 お

よび これを用 いたESOPの 最小化手法 につ いて検討 し,こ れ によって,EXORを 用 いた

論理 回路 の設計法 の確立の一助 とす ることを 目的 とす る.

第1章 では,本 研 究の背景 と目的を示 し,本 研究で得 られた新 しい成果 について概観 し

てい る.

第2章 で は,論 理 関数の基本的性質及びAND-EXOR論 理式 の種 々の クラスを定 義 し,

それ らの 間の関係 について述べてい る.

第3章 では,4変 数 関数の最小ESOP(MESOP)を 網羅 的方法によって求め,任 意の4変

数 関数 は,積 項数 が高 々6のESOPで 表現で きることを示す.ま た,4変 数MESOPの 表

か ら得 られ るMESOPの 一般 的な性質 を検討 し,こ れ らがESOPの 簡単化に利用で きるこ

とを示 して いる.

第4章 で は,変 数 の置換 とリテ ラルの変換 に基づ くLP同 値 関係を提案す る.こ の 同値

関係 の もとではMESOPの 積項数は不変であ るので,ESOPの 分類 に便利であ る.関 数群

を効率 よ く五P同 値類 に分類す る方法を示 し,こ れを用いて5変 数関数 を6936個 のLP同 値

類 に分類す る.ま た,任 意の5変 数 関数 は,積 項数 が高 々9のESOPで 実現 できる ことを

示す.つ ぎに,論 理 関数のLP特 徴ベ ク トルを定義 し,そ れが5変 数以 下のLP同 値類 と一
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対一 に対応す ることを示す.ま た,こ れを用 いて任意の5変 数関数 のMESOPを 高速に得

る方法を提案す る.

第5章 では,与 え られた関数を表現す るESOPの 積項数の下界を評価す る方法 を示 し,

これを用 いたESOPの 簡単化 アル ゴ リズムを与えている.こ のアル ゴ リズムの特徴は,1)

与え られ た関数を表現す るESOPの 積項数の下界を評価す る.2)簡 単化結果 の最小性が保

証 された らアルゴ リズムを停止す る.と い う点にある.こ のアル ゴ リズムを用いて,種 々

の関数のESOPを 簡単化 して,一 部 の関数 については,簡 単化結果 の最小性が保証 でき る

ことを示 してい る.

第6章 で は,任 意 の η変数関数をESOPに よって実現す るため に必要 な積項 数 Ψ(η)

について述べている.η ≦5の 場合 は,テ ーブル探索 によ り,容 易に最小解 が得 られ る

が,η ≧6の 場合 は,関 数の個数が非常 に多いので,全 ての関数 を素直 に簡単化す るこ

とは現 実的ではない.そ こで,Ψ(η)の 効率のよい評価アルゴ リズムを与 える.こ のアル

ゴ リズムを用 いて,Ψ(6)=15で あることを示す.ま た,こ の結果を用 いて,Ψ(η)≦

15・10几一6(η ≧6)で あることを示 してい る.ま た,η ≦6の とき,最 も複雑な関数のな

か に対称関数 が含 まれ ることを示 してい る.

第7章 では,本 研究で得 られた成果をま とめ,結 論お よび今後の課題 につ いて述べてい

る.
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第1章

序論

1.1本 研 究 の 目的

最近 の1SIは 回路が非常 に複雑 にな ってお り,論 理 回路 を人手 で設計す る ことが極 め

て 困難 とな ってい る.従 って,論 理 回路の設計を 自動的 に行 う論 理 自動合成 システ ムが

必須 の設計 ツール となっている.

一 般の論理 回路 は
,AND,OR,NOTを 基本論理素 子 と して設計 す る.任 意 の積項

をORで 結合 した式をAND-OR論 理 式 とい う.AND,OR,NOTを 基本 論理素子 とす

る論理 自動 合成 システムにおいて は,AND-OR論 理式 の簡単 化 プ ログラムが必要 とな

る.SOPの 簡単化手 法については,効 率の良い アル ゴ リズムが開発 されてい る.こ れを

用 いたAND-OR二 段論理 回路の設計手法 は確立 されてお り,PLA構 造でLSI上 に効率良

く実現で きるため,広 く利用 されている[39].

さて,任 意 の論理 関数 は,積 項 をEXORで 結合 したAND-EXOR二 段 論理 式で も表

現で き る[29,34].算 術 演算 回路,誤 り訂正 回路,通 信 用回路な どにおいて は,AND,

ORNOTの みで構成す るよ りも,EXORを 併 用す る方が ゲー ト数 を大 幅 に削減 で き

ることが経験 的に知 られてい る.例 えば,η 変数パ リテ ィ関数 ∫=¢1㊥ ¢2① … ㊥賜

を表 現す る場合,AND-OR論 理 式を用いて表現す ると2η一1個 の積項が必要 であ るが,

AND-EXOR論 理式の場合 は,η 個 の積項 で実現 で きる.従 って,こ の 関数 の場合 は ,

EXORを 用 いて表現 した方 が非常 に コンパ ク トに表現で きる.ま た,任 意 の η(=2γ)変

数対称 関数 は・積項数 が高 々3・2TのAND-EXOR論 理式で実現 で きる[40].『 対称 関

数を実現す る最小のAND-EXOR論 理式 の積項数 は,最 小 のAND-OR論 理式の積 項数 を

越 えない』 ことが,π ≦7の 場合 に確かめ られ,η ≧8の 場合 も成立す ると推 測 されて

いたが[40],最 近,こ の推論 が任 意の ηで成立 す るこ とが証明 された[36].対 称 関数 は

計数 の基本 演算 で あ り,計 数 はあ らゆ る算術演算 回路の基本 とな る.従 って,算 術 演算
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回路の設計 にはEXORの 利用 が有効 であることが,理 論的 にも裏 付け られた といえ る・

また,従 来か ら,任 意の論理 関数 をAND-EXOR論 理 式 によって実現す るための積項数

は,平 均す る と,AND-OR論 理式 によって実現す る場 合 よりも少 な くて よいと推測 され

てい る[4,8,40].

以上 の ことか ら,EXORゲ ー トを有効 に活用す ると,多 くの場合,よ りコ ンパ ク トな

論理 回路が実現で きる.し か し,EXORゲ ー トを用 いた回路 設計 は,ま だ広 く実用 化 さ

れていない.そ の原 因の第一点 は,EXORゲ ー トが,AND,OR,NAND,NORゲ ー

ト等 に比較 して高価 な ことが考え られ る.例 え ば,CMOSに よってゲー トを実現 す る場

合,NANDゲ ー トは4個 のMOSト ラ ンジスタで実現で きるが,EXORゲ ー トは6個 の

MOSト ランジスタが必要であ る.第 二点は,AND-EXOR論 理 式の効率 のよい最小 化法

が確立 されて いない ことで ある.与 え られた論理 関数をで きるだ け簡単 な論理 式で表 現

す る問題 は,論 理設計 の基本であ る.AND-OR論 理式の最小化 は,主 項 の生成 と最 小被

覆 問題 に帰着で きる[30,51].し か し,AND-EXOR論 理 式には,主 項 に相 当す る概 念 は

な く,変 数 の個数が多 くな ると,最 小解 に含 まれ ると予想 され る積項 の候補 が非常 に多

くなる.こ れが,AND-EXOR論 理式 の最小化 の困難 な点の一つであ ると考え られ る.

しか し,将 来 は,EXORを 用いた論理設計が実際の回路で用 い られ るよ うにな ると考

え られ る.そ の第一 の理 由は,FPGA(FieldProgra㎜ableGateArray)の 出現 であ る

[50].FPGAで は,EXOR素 子 とANDやOR素 子の コス トは同 じであ る.従 って,コ

ス トの点でEXORが 不利 とな ることはない.現 在,FPGAは,試 作や多 品種少量 生産で

利用 されて いるが,21世 紀 には,半 数以上のゲー トア レイがFPGAに 置 き代 る とい う

予測が ある.第 二 の理 由は,論 理回路の設計が完全 に 自動化 され ると予想 され る ことで

あ る.完 全 な設計 自動 システムで は,設 計者 は使用 してい る素 子を特 に意識 せず に回路

を設計 で きる.ま た,安 価で高性能な回路が得 られ るな らば,回 路 の詳細 は問題 で はな

くなる・AND-EXOR回 路 は,平 均 す るとAND-OR回 路 よ りも素 子数 が少な くて よい.

従 って,AND,ORの 他 にEXOR素 子 を用い た回路の多用化が予想 で きる.特 に,通 信

用や演算系の回路では,EXOR素 子 の利用は必須 と思われ る.

EXORを 用 いた論 理式 の表現 と して,正 極性Reed-Muller論 理 式 ,固 定極 性Reed.

Mulller論 理式,一 般化Reed-Muller論 理式 ,擬 似Reed-Muller論 理式,Kronecker論

理 式・ 擬似Kronecker論 理 式が提案 されて いるが[7,29,34,44,46,52],こ れ らの論理

式 の表現 法 には種 々の制 限が あ る。 これ に対 して,任 意 の積 項 をEXORで 結合 した式
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をAND-EXOR二 段論理 式(ESOP:Exclusive-ORSumOfProductsexpression)と い

う[40].ESOPは,こ れ らの 中で最 も一般 的な論 理式 であ るため,任 意 の論理 関数 を

EXORを 用 いて表 現 した場 合,ESOPの 積項 数が最 も少 ない[30,39,51].本 論文 では,

EXORを 用 いた論理 式 の表 現 と して,ESOPを 取 りあげ る.EXORゲ ー トを含 む論理

回路 自動合 成 システムを実現 す るためには,ESOPの 最小 化あ るい は簡単化 プ ログラム

が必須 とな る.ESOPの 簡単化 に関 しては,従 来は ヒュー リステ ィ ックな アル ゴ リズ ム

[3,4,8,9,12,40,47]し か知 られてい なか った.従 って,得 られた解 の最小性 に関 して

は,何 ら保証 が得 られなか った.本 論文では,ESOPの 性質 とその最小化,簡 単化 の手

法 について述べている.ま ず,4変 数最小ESOPを 網羅的方法 によ って求め,こ の結果 か

ら,ESOPの 簡単化 に寄与す る最小ESOPの 一般 的性質を明 らかにす る.次 に,LP同 値

関係の概念 を導入 し,こ れを用いて,5変 数以 下の関数を表現す る最小ESOPを 高速 に得

る方法を提案す る.次 に,与 え られた関数 を表現す る最 小ESOPの 積項数 の下界を評価

す る方法 を提案 し,こ れを用 いたESOPの 最小化法 を提案す る.最 後 に,任 意 の関数を

ESOPで 表現す るための積項数 の上界 を評価 し,こ れ によって,EXORを 用 いた論理回

路設計 の有効性 を明 らかにす る.本 論文 でi提案す る簡単化法 は,多 くの場合,得 られた

解の最小 性を保証 できるのが特徴であ る.

1.2本 論 文 の 構 成

本 論文 は,7章 か らなる.本 章以 降の各章 の内容 は以下の通 りで ある.

1)第2章 諸定義お よび論理 関数の基本 的性質

本章 で は,ま ず,論 理 関数 の基本 的性質 につ いて述 べ る.次 に,AND-EXOR二 段論

理式 の種 々の クラスを定義 し,そ れ らの間の関係 について述べ る.本 論文で は,こ れ ら

の クラスの うち,ESOPを 取 り上 げ る.ま た,後 章 の議論 で必要 とな る事項 の諸定 義 を

行 う.

2)第3章4変 数MESOPと その性質

ESOPの 最 小化 は極 めて 困難な 問題 で あ るが ,変 数 の数が 少 ない場合 は最 小ESOP

(MESOP:MinimumESOP)を 網羅 的方 法 によ って求 め るこ とがで き る.本 章 で は,4
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変数 関数 をNP同 値類 に分類 し,そ の代表関数 のMESOPの 表を示す.MESOPは,ま ず

第1に 積項数 が最 小,次 に,ESOP中 の リテ ラル数が最小 の ものを求 めて い る.そ の結

果,任 意の4変 数 関数 は積項数 が高 々6のESOPで 実現で きることを示す.ま た,4変 数

関数をESOPで 実現 す る場合,SOPで 実現す る場 合よ りも,平 均す る と少 ない積項 数で

実現で きることを示す.次 に,4変 数MESOPか ら得 られるMESOPの 一般的な性質 につ

いて述べ る.こ れ らの性質はESOPの 簡単化に利用で きる.4変 数以 下のMESOPは 本章

で求め た表 によ り,直 ちに得 られ る.ま た,4変 数MESOPは,5変 数以上のESOPの 簡

単化や複雑度の解析 に有用な情報 とな る.

3)第4章LP同 値関係 とその応用

第3章 においては,4変 数関数をNP同 値類 に分類 して検討 したが,5変 数 関数 の場 合,

NP同 値 類の個数 は,約1.2×106と な り,非 常に多い.こ のため,5変 数以上 の 関数 を

NP同 値類 に分類 して検討す ることは現実的ではない.本 章では,変 数 の置換 と リテ ラル

の変換 に基づ くLP同 値関係 を導入す る.こ の同値関係 の基では,MESOPの 積項数 は不

変で あるため,ESOPの 分類 に有用であ る.次 に,関 数群 を効率良 くLP同 値類 に分 類す

る方法 を示 し,こ れを用いて5変 数関数 を6936個 のLP同 値類 に分類 す る.次 に,5変 数

関数 のLP同 値類代表 関数 のMESOPを 求め,任 意 の5変 数 関数 は,高 々9積 項 のESOP

で実現 で きる ことを示す.次 に,論 理 関数 のLP特 徴 ベ ク トルを定 義 し,そ れが η 変数

関数(η ≦5)のLP同 値類を一意 的に分類で きることを示す.ま た,こ の性質 を用 いて,

任意 の関数 のMESOPを 高速 に得 る方法 を提案 し,こ の方法 を5変 数 関数 に適用 し,そ

の有用性 を確認す る.5変 数以下のESOPは 本方法 に よって高速 に最小化 でき る.5変 数

MESOPは6変 数以上 のESOPの 簡単化 に利用で きる.ま た,論 理 関数 のLP特 徴 ベ ク ト

ルは,η ≦14の 場合,通 常の計算機で容易 に求め られるため,他 の応 用 も期待で きる.

4)第5章 下界定理 を用 いたESOPの 簡単化法

5変 数 以下 のESOPは 第4章 の方法 に よ り,容 易 に最 小化 で きる.し か し,6変 数 以

上 の場合 は,一 般 にESOPの 最 小化 は困難 であ り,ヒ ュー リステ ィクなアル ゴ リズムに

よ って簡単化 を行 うことによ り,準 最小解 を得てい る。 しか し,ヒ ュー リステ ィ ックな

簡単化 アル ゴ リズムは,そ の簡単化 結果の最小性 を保証 しない.本 章で は,与 え られ た

関数 を表現 す るESOPの 積項数 の下界 を評価す る方 法を示 し,こ れ を用 いたESOPの 簡
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単化 アル ゴ リズムを与え る.こ のアルゴ リズムの特徴は,1)与 え られ た関数 を表現す る

ESOPの 積項数 の下界を評価す る.2)簡 単化結果 の最小性が保証 された らアル ゴ リズム

を停止 す る,と い う点にあ る.本 アル ゴ リズ ムを5変 数 関数 に適用 した結果,全5変 数関

数 の約98%に 対 して,簡 単化結果 の最小性 を保証で きる ことを示す.ま た,1出 力 関数

の場合,10変 数で積項数が15程 度 のESOPな らば,ほ とん どの場合,最 ノ」Y性の保 証が可

能 であ る.ま た,多 出力関数の場合,算 術演算 回路 の一部 について は,簡 単 化結果 の最

小性 が保証で き ることを示す.本 アル ゴ リズムに よって得 られた簡単化結果 は,従 来 の

ヒュー リステ ィックなアルゴ リズムによ って簡単化 された結果 よ りも信頼性が高い.

5)第6章MESOPの 積項数 の上界

任意 の論理関数 はSOPで もESOPで も実現で きる.任 意の η変数 関数 をSOPま た

はESOPに よ って実現す るために必要 な積項数を,そ れぞれ,Φ(η),Ψ(η)で 表す.

Φ(η)=2η 一1で あ る ことが知 られて いる.SOPに よって関数 を実現す る場 合,η 変 数

パ リテ ィ関数 は,Φ(η)個 の積項 を必要 とす るので ,最 も複雑 な関数 と言 え る,本 章 で

は,ESOPに よ って実現す る場合 の最 も複雑 な関数 について検 討 して い る.ESOPの 場

合,η ≦5の ときは,Ψ@)個 の積項 数 を必要 とす る関数 は得 られて い るが,η ≧6

の ときは,最 も複雑 な関数の一 般形 は知 られてい ない.6変 数 関数 は264側1。8×1019

個 存在 し,非 常 に多 いので,こ れ らを全 て簡 単化 して検 討 す る ことは不可 能 で あ る.

対 象 とす る関数 の個数 を 削減す るため に,6変 数 関数 をLP同 値類 に分 類 す る と,少

な くと も5.5×1011個 存在 し,こ れ らの同値類 の代表 関数 を簡単 化す る こと も現 実 的

で はな い.本 章 で は,ま ず,Ψ(η)の 効率 の良 い評価 アル ゴ リズムを与 え る.こ の ア

ル ゴ リズ ムに よ り,Ψ(6)=15で あ る ことを証 明す る.次 に,こ の結果 を用 い て,

Ψ(η)≦15・10π 一6(η ≧6)で あ ることを示す.Ψ(6)=15を 証明す るた めに考慮 した関

数 の個 数 は約3×108で あ る.ま た,η ≦6の とき,最 も複雑 な関数 の 中に対称 関数 が

含 まれ る ことを示す.

6)第7章 結論

本章 では,本 研究 で得 られた成果 をまとめ ると共 に,今 後の課題 について述 べ る.
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第2章

諸定義および論理関数の基本的性質

2.1ま え が き

本 章 で は,本 論 文 で 用 い る 基 本 事 項 の 定 義 及 び論 理 関 数 の 基 本 的 性 質 に つ い て 述 べ

る.ま た,任 意 の 論 理 関 数 はAND-EXOR二 段 論 理 式 で 表 現 で き る こ と を 示 す,つ ぎ

に,AND-EXOR二 段 論 理 式 の クラ スを 定義 し,こ れ らの 間の 関係 につ い て述 べ る.

2.2論 理 関 数 の 基 本 的 性 質

[定義2.1]∬ と 露を変 数 躍の リテ ラル とい う.

[定義2.2]亀 ⊆{0,1},3♂ φ σ=1,2,…,η)の と き,T=¢ 亨1ぢ2… ∬矛 を 積 項 と

い う.こ こで,∬!o}=亀,ω!1}=ω1,¢!o'1}=1,ぜ=0で あ る.¢!o}=婿,コ じ!1}=∬},

∬!o4}=姥 と略記 す る こ とが あ る.

[定義2.3]η 変数 関数 につ いて考え るとき,η 個の リテ ラルの論理積 で,各 変数 の リテ

ラルが1個 だ け含 まれている ものを最小項 とい う.関 数 ∫に包含 され る最小項 を ∫の最

小項 とい う.関 数 ∫の最小項の個数 を げ1で 表す.げ1を ∫の重 み ともい う.

【定義2.4]積 項 の論理和

V・f1・ 身2… ・露・(2.1)
(31β2,… β π)

をSOP(SumOfProductsexpression)と い う.

[定義2・5]関 数 ∫ を 表現 す る積 項 数 最 小 のSOPを 最 小SOP(MSOP:MinimumSOP)と

い う.
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[定理2.11[10]任 意 の η変 数 関数 ∫@1,勉,…,∬.)は,次 の よ うに 一 意 的 に展 開 で き

る.

∫(コり1,二じ2,● ●・,2コπ)=〉 ノ(α1,α2,・ 一,α π)コじ窒1∬睾2… ∬窺π(22)

(α1μ2,…,α π)

こ こで,α`∈{0,1},∫(α1,α2,…,α の ∈{0,1}で あ る.式(2.2)を,最 小 項 展 開 とい

う.

[定義2.61η 変 数 論 理 関 数 ∫(苅,晦,…,¢ η)を 最 小 項 展 開 し,

∫=Pη ・∬・∬2… 賜Vp,.、 ・∬、∬2… 歴。V…Vp。 ・記、諺2・一露。

そ の 係 数 の列pηpη 一1…Poを2π ビ ッ ト2進 数 と見 た とき,こ れ を論 理 関数 ノ の2進 表

現 とい い,α(∫)で 表 す.ま た,2進 表 現 を16進 に変 換 した もの を論 理 関数!の16進 表

現 とい い,んe∬(の で表 す.こ こで,η=2π 一1で あ る.

[例2.1]表2.1に 示 す3変 数 関数 ∫ にお い て,

α(∫)=01101101,んe⑳(∫)=64

で あ る.(例 終)

表2.13変 数 関数

∬1∬2∬3∫

0001

0010

0101

0111

1000

1011

1101

1110

[定 理2・2][10]任 意 の η 変 数 関 数 ∫(ω1,ω2,…,飢.)は,次 の よ う に 展 開 で き る.

ノ(¢・,ω2,…,勾=諺r∫(0,∬2,…,∬ η)V… ∫(1,・ 、,…,・ 。)(2.3)
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式(2.3)を,変 数 苅 に 関す る シ ャノ ン展 開 とい う.

排 他 的論 理和(EXOR:exclusive-OR)㊥ は,

ω㊥ ツ=⑳V吻

で定 義 され る.論 理 定 数0,1,及 び,排 他 的 論 理 和(D,論 理 積 ・で構 成 され る代 数 は,

次 の公 理 を 満足 す る.

[公理2.1]

(ω㊦ の ㊦z=⑳ ①@㊥z)(結 合 律)

ひ(y(D2)=伽y㊦ 蝕Z(分 配 律)

妖D〃=ッ ㊦ 置(交 換 律)

¢㊥0=τ(排 他 的論 理 和 に関す る単 位 元)

伽1=¢(論 理 積 に 関す る単 位 元)

認㊥1=置(否 定)

論 理 積 ・は,省 略す る こ とが あ る.

[補題2・1]記 ツ=0⇔ τVツ=記 ㊥ ツ.

(証 明)(⇒)∬yニ0と 仮 定 す る と,コ じey=⑳V吻=(鈎Vコ じッ)V(勿V∬ ッ)=

価Vの 〃V¢ ⑦Vy)=ンV認 を得 る.

(〈=)η ≠0と 仮 定 す る と,∬=y=1と な る.こ れ よ り,¢ ㊦ 〃=0,

①Vシ=1を 得 る.従 って,∬Vy≠ 妖 助 を 得 る.(証 明 終)

[例2.2]任 意 の2変 数 関数 は,次 の よ うに最 小 項展 開で き る.

∫(・・,・・)一 ∫(0,0)・ 諺・1・Vノ(0,1)・ 語…Vノ(1,0)… 記・V∫(1,1)・ ・、・、(2.4)

ここで,ノ(0,0),∫(0,1),∫(1,0),∫(1,1)∈{0,1}で あ る。 式(2.4)中 の 積 項 は互 い に排 他

的 で あ るか ら,補 題2.1よ り,Vは(Dで 置換 で き る.従 って ,式(2.4)は 次 の よ う に表 現

で き る.

∫(・・,・・)一 ∫(0,0)・ 記・記・㊦ ノ(0,1)・ 重… ㊦ ノ(1,0)・ ・、記、㊦ ∫(1,1)・ 解2

(例 終)

任 意 の論 理 関 数 は,AND-OR二 段 論理 式,ま た は,AND-EXOR二 段 論 理 式 で 表 現 で

き る.
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2.3AND-EXOR論 理 式 の 種 々 の ク ラ ス

EXORを 用 い た 論 理 式 の表 現 法 と して,種 々の クラ ス が 提 案 され て い る.本 節 で は,

AND-EXOR論 理 式 の い くつ か の ク ラ ス を 定 義 し,そ れ らの 間 の 関 係 に つ い て 述 べ る

[4,7,40,44,46].

[補題2.21[2,7]任 意 の η変数 関数 ノ(z1,∬2,…,妬)は,変 数 銑 につ いて,

ノ=1・1b(1)∬`∫2(2.5)

∫=1・ ∫1㊥ 憂…づ∫2(2.6)

∫=置 歪1b① τ乞∫1(2.7)

の 形 で 展 開可 能 で あ る.こ こで,あ=∫@`=0),∫1=∫ 似=1),∫2=あe∫1で あ

る.

(証 明)式(2.7)は シ ャノ ン展 開(定 理2.2)で あ る.式(2.7)に 轟=le¢`を 代 入 す る と,

∫=(1㊥ 勾 ん ㊥ η∫1

=あ ㊦ ¢`(ゐ ① ∫1)

=ん ㊥ 堀2

が得 られ る.ま た,式(2.7)に ¢ゴ=1㊥ 勾 を 代 入 す る と,

∫=記 論 ㊥(1㊥ 勾 ∫1

=露 歪(ゐ① ∫1)㊦ ∫1

=堀2㊥ ノ、

が 得 られ る.こ れ よ り,補 題 を 得 る.(証 明終)

式(2.5)を 正 極 性 ダ ビオ展 開,式(2.6)を 負 極 性 ダ ビオ展 開,式(2.7)を シ ャノ ン展 開 とい

う.

AND-OR論 理 式 の 場 合 に は,一 般 に シ ャ ノ ン展 開 の み が 可 能 で あ るが,AND-EXOR

論 理 式 の 場 合 に は,三 つ の タ イ プ の い ず れ の 展 開 も可 能 で あ る た め,以 下 の よ うな 種 々

の ク ラ スの 論 理 式 を 生 成 で き る[7,34,29,44].
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2・3・1正 極 性Reed-Muller論 理 式(PPRM)

全 て の変 数 に対 して,正 極 性 ダ ビオ 展 開 を適 用 す る と,肯 定 リテ ラル のみ の 論 理 式

α0∈Dα1τ1㊦ 。・・eα η∬π

㊦α12τ1∬2㊥ α13¢1∬3(D… ㊥ απ一1,π¢η一1賜

∈Dα12_π¢1偲2ω3… ∬π(2,8)

が 得 られ る.こ れ を正 極 性Reed-Muller論 理 式(PPRM:PositivePolarityReed-Muller

expressiol1)と い う.PPRMは 関 数 に 対 して 一 意 的 に定 ま るの で標 準 展 開で あ り,最 小 化

問題 も存 在 しな い.

[例2.3]∫=島12範 のPPRMを 求 め る.商=τ1㊦1,12=¢2㊥1,範=z3㊥1の 関

係 を 用 い て変 形 す る と,

∫=(∬1㊦1)・(∬2∈D1)・@3㊥1)

=1e¢1㊦ ¢2e¢3㊥ ∬1∬2(D⑳2∬3e¢1τ3eω1認2∬3

が得 られ る.全 て肯定 リテラルで表現 されてい る.(例 終)

2・3・2固 定極性Reed-Muller論 理式(FPRM)

全 ての変数 に対 して正極性 ダ ビオ展開 または負極性 ダ ビオ 展開を適用 す ると,式(2.8)

と同様 の形 を した論理 式が得 られ る.た だ し,各 変 数 に対 して,肯 定 リテ ラル か否 定

リテ ラル のいずれか一方が使用 されてい る.こ の論理式 を固定 極性Reed-Muller論 理式

(FPRM:FixedPolarityReed-Mullerexpression)と い う.η 変数関数 に対 してFPRME

は2η 個存 在す る.最 小化問題 は2η 個 のFPRM中 で積項 数が最小 の式 を求め る問題 とな

る.

2・3・3Kronecker論 理式(KRO)

全 て の変数 に対 して正極 性 ダ ビオ展 開,負 極 性 ダ ビオ展 開 また は シャノ ン展 開 を適

用 す る と,FPRMを 一 般化 した論理式 が生成 で き る.こ の論理 式 をKronecker論 理 式

(KRO:Kroneckerexpression)と い う.η 変数 関数 に対 してKROは3π 個存在す る.
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2.3.4擬 似Reed-Muller論 理式(PSDRM)

関数 ∫ に正 極性 ダ ビオ展 開また は負 極性 ダ ビオ展 開を適用す ると,二 つ の部分 関数

が得 られ る.こ れ らの部 分 関数 のそれ ぞれ に対 して再 び正 極性 ダ ビオ 展 開 また は負 極

性 ダ ビオ展 開 を適用 す る.た だ し,各 部 分 関数 で展 開の方 法 が異 な って もよい とす る

と,FPRMEを 一般化 した論理式が得 られる.こ れを擬似Reed-Muller論 理 式(PSDRM:

PseudoReed-Mullerexpression)と いう[44].PSDRMで は,同 じ変数の 固定 リテ ラル と

否定 リテラル の両方生ず ることもある.η 変数関数のPSDRMは22"-1個 存在 す る.

2・3.5擬 似Kronecker論 理式(PSDKRO)

関数 ∫に正極性 ダ ビオ展開,負 極性 ダ ビオ展開 または シャノ ン展開を適用す ると,二

つの部分 関数 が得 られ る.こ れ らの部分 関数 に対 して再 び正極性 ダ ビオ展開,負 極性 ダ

ビオ展 開または シャノン展 開を適用す るとKROが 得 られ るが,各 部分 関数 で展 開の方 法

が独立 に選べ るとす る と,KROを 一般 化 した論理式が得 られ る.こ れを擬似Krollecker

論理 式(PSDKRO:PseudoKroneckerexpression)と い う.PSDKROで は,同 じ変数 の

肯 定 リテラル と否定 リテ ラル の両方生ず ることがあ る.η 変数 関数 に対 してPSDKRO

は32H個 存在す る.

2.3.6一 般化Reed-Muller論 理式(GRM)

式(2.8)の 展開で,各 リテラルの極性を 自由に選べ るとす ると,PPRMを 一般化 した論

理式が得 られ る.こ れを一般化RME(GRM:GeneralizedReed-Mullerexpression)と い

う.η 変数 関数 に対 してGRMは2冗2洞 個存在す る.

2.3.7AND-EXOR論 理式(ESOP)

任意 の積項 をEXORで 結合 した論理 式をAND-EXOR論 理 式(ESOP:Exclusive-OR

SumOfProductsexpression)と い う[40].ESOPは 最 も一 般化 した論理 式で あ り,最 も

少 ない積項数 で実現 できる.積 項数 オの η変数関数 のESOPは3伽 通 り存在す る.

2.3.8各 ク ラスの関係

[例2.4]
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1)ω1ω2∬3㊦ ¢1∬2はPPRMで ある.

2)ω1z2亀e∬2鋳 はFPRMで あ るがPPRMで はない(∬3の リテラルが負で ある)・

3)∬1あ 鮪 ㊦ ∬3はPSDRMで あるがFPRMで はない(∬3は 正 と負の両方の リテ ラルを

含む).ま た,KROで もある.

4)∬1(助2e婿 あ はGRMで あ るがPSDRMで はない(PSDRMで は表現で きな い)・

5)∬1¢2τ3e商 あ鮪 はKROで あ るがGRMで はない(同 じ変数 か らな る積項 を2個 含

む).

6)1㊥ 絢∬2∬3㊥房1あ記3はESOPで あ るがGRMで もPSDKROで もない(同 じ変数 の

積項 を2個 含む.ま た,PSDKROで は表現できない).

7)∬1乃 鮪e¢r1・ 婿 ㊦1・τ2∬3㊥1・1・1はPSDRMで あるがKROで はない(∬2は3

個 の異 なる リテ ラル を含む).

8)¢1勉 ∬3eτ1あ 魂 ㊦勾 ・1・1㊦妨亀鮪 はPSDKROで あ るがGRMで もKROで もな

い(同 じ変数 の積項 を3個 含み,変 数z2は3個 の異な る リテラルを含む).

(例終)

[定理2.3]【44]7)7)π ル1,∫Pπ ル1,(P81)π ル1,κ π0,(P5つ κπ0,gπ ル1,

ε80Pを それぞれ,PPRM,FPRM,PSDRM,KRO,PSDKRO,GRM ,ESOPで 表 現

され る論理式 の集合 とす ると,次 の関係が成立す る.

7)二ρπル1⊂ ∫7)πル{⊂7)8Z)π ル{⊂9π ル1⊂ ε50P

∫7)7ヒ.ハバ ⊂κり巳0⊂7)5Z)κ7之0⊂ ε807)

7)5Z)π みイ⊂7)5の κπ0

図2・1は,種 々のクラスのAND-EXOR論 理式の関係 を示す.

以上 のよ うに・与 え られ た関数をAND-EXOR二 段論理式で表現 す場合 ,い くつ かの

方 法があ るが・ESOPが 最 も一般的であ り,最 も少な い積項数 で表現 で きる.本 論文 で

は・与 え られ た関数 をAND-EXOR二 段論理式で表現す る方法 と して ,ESOPを 取 り上

げ,こ れにつ いて検討す る.
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[定義2・7】 関数 ∫を表現す る積項数最小のESOPを ∫の最小ESOP(MESOP:Minimum

ESOP)と い う.ノ のMESOPの 積項数 を 丁(∫)で表す.ま た,∫ を表現す るESOPFの

積項数をT(F)で 表す.

ε50P

9π ル1

7)5Z)κ π0

7)5z)π ル1

κπ0

∫りρπル1

7η)7ヒル1

図2.1AND』XOR論 理式 のクラス とその関係

2.4む す び

本章 で は,論 理 関数 の基本的性質及 びAND-EXOR二 段論理 式の クラスを定義 し,そ

れ らの間の 関係 につ いて述べた.本 論文で は,AND-EXOR二 段論理式 と してESOPを

取 り上 げ る.ま た,後 章 の議論で必要 となる事項の諸定義 を行 った.
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第3章

4変 数MESOPと その性質

3.1ま え が き

前章 にお いて,与 え られた関数をAND-EXOR二 段論理 回路で実現す る方法 と して,

ESOPに よる方法 を提案 した.し か し,ESOPの 最小化 問題 は困難で あ り,最 小解 を能

率 よ く求 め る方 法 は確立 されて いない.一 般 に,最 小化手法 が確立 されて いない論 理設

計 問題で も,変 数 の個 数が少な い場合 には,最 小解 は網羅 的方法 に よ り求 め るこ とがで

きる.最 小 回路 をカ タログの形で求めて お くと設計 資料 と して利用 でき る.現 在 まで,

3変 数NOR,NAND回 路 【11],3変 数NOR-OR回 路[1],4変 数AND-OR回 路[5],4

変 数NAND[13]に つ いて最小 回路 が公表 されてい る.し か し,EXORを 用 いた 回路の

最 小形 は与 え られていない.

本章 では,4変 数NP同 値類代表 関数 のMESOPの 表 を示す.MESOPは,ま ず第1に

積項数が最小,次 にESOP中 の リテ ラル数 の総和が最小 の ものを求 めてい る.MESOP

を求 める方法 は網羅 的方法 を用 いてい る.ま た,4変 数MESOPか ら得 られ るMESOP

の一般 的な性質 について検討 し,簡 単化 に寄与す るい くつ かの興味 あ る性 質 を示 す.4

変数 以下 の論理 関数 は,本 章で求めた表 によ り直 ちに最小 形を得 る ことが 出来 る.5変

数以上 の 関数 の場合 は,4変 数MESOP及 びMESOPの 性質 を用 いる と効率 の よい簡単

化 が可 能 となる・ また,4変 数MESOPは,5変 数 以上の関数 をESOPで 表現 す る とき

の複雑度 を解析す るための有用な情報 とな る.

324変 数MESOPの 表 の 構 成 と そ の 使 用 法

4変 数MESOPは 網羅 的方 法 で求め た.4変 数 関数 は224=65536個 存在 す る.ま

ず・4変 数関数 の生成 状況 を管理す る65536個 の要素 か らな るテーブル を用 意す る.最

初 に 積 項数0で 表現 で きる関数を生成 し,テ ーブル 中の該 当す る要素 にマー クす る.
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これ は定数0で あ る.次 に,積 項数1で 表現で きる関数(全 部 で34=81個 存在す る)を 生

成 し,テ ーブル 中にマー クす る.順 次積項数 を増加 して テーブル 中の全 て の要 素が マー

クされた ら手続 きを終 了す る.最 小論理 式は,ま ず第一 に積項数 が最小,次 に論 理式 中

の リテ ラル数 の総和 が最小 の ものを求めて い る.な お,4変 数 関数 はNP同 値類 に分類

す ると402個 の 同値類 に分類 でき る[10,30],4変 数関数のMESOPをNP同 値 類 に分類

し,関 数 の否定のMESOPの 情報 を考慮 して コンパ ク トに表 した ものを付録Aに 示す・

[定義3.11関 数 ∫ とNP同 値な 関数の うち,16進 表現 の最小 の関数 をNP同 値 類の代表

関数 とい う.

MESOPの 表 は次の6個 の欄によ って構成 されて いる.

欄1:関 数の クラス

欄2:代 表関数 の16進 表現

欄3:積 項数

欄4:リ テラル数

欄5:関 数の否定のMESOPの タイプ

欄6:MESOP

また,関 数 の重み によってグループ分 けされてい る.

MESOPの 表 を用いて,与 え られた4変 数関数のMESOPを 求 める方法を示す.

1)与 え られた論理関数 ∫(ω1,皿2,∬3,¢4)の16進表現を求める.

2)関 数の重み によ り以下 の処理を行 う.

a)関 数 の重み ≦8の とき

i)変 数の置換 および否定の全ての組 合せ(4!×24=384通 り)を 行 い,代 表

関数 およびその組合わせを得 る.

ii)こ の代表 関数 によって表を引き,該 当す るMESOPを 得 る。

iii)得 られたMESOPに 対 してi)で 求めた置換 お よび否定 の逆 変換 を行い,

与え られた関数 に対す るMESOPを 得 る.

b)関 数の重み>8の とき

i)関 数 の否定 を求め る.
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ii)上 記 のa)-i),a)-ii)を 行 う.

iii)表 中の 関数 の否 定 形 の タ イ プ に応 じて以 下 の処 理 を行 う.

A)タ イ プ1:定 数1をEXORす る.

B)タ イ プ2:リ テ ラル数1の 積 項 の う ち,任 意 の奇 数 個 の積 項 の 変 数 の

否 定 を と る。

C)タ イ プ3:一 関数 番 号 のMESOPを と る.

iv)得 られ たMESOPに 対 してb)-ii)で 求 め た 置 換 お よ び否 定 の逆 変 換 を 行

い.与 え られ た 関数 のMESOPを 得 る.

[例3.1]表3,1のMESOPを 求 め る.

(1)こ の 関数 の重 み は6,16進 表 現 は8147で あ る.

(2)こ の 関 数 に対 して,変 数 の置 換 お よ び否 定 の す べ て の組 み合 わ せ を 行 い,代 表 関 数 を

求 め る.こ の場 合,

i)変 数 の 置 換 苅 → ∬3,勉 → ω1,ω3→ ∬2を 行 う.

ii)変 数 ¢2,τ4を 否定 す る.

こ とに よ り,代 表 関数06b2を 得 る.

(3)最 小 表 中の重 み6,16進 表現06b2の 行 よ り,

∫=盃 ・∬・㊥ 毎 ・e卸 ・① 元・∬・置・(3.1)

を得 る.

(4)式(3.1)に 対 して(2)の 逆 変換,す な わ ち

i)変 数 勉,∬4を 否 定 す る.

ii)変 数 の置 換 ω1→ ¢2,勉 → τ3,∬3→ ∬1を 行 う.

こ とに よ り,与 え られ た関 数 のMESOP

ノ=歪2元3㊦ 躍3eω3盃4eω 、記2ω4

を 得 る.(例 終)

[例3.2]表3.2のMESOPを 求 め る.

(1)こ の 関数 の16進 表 現 は5fc6,重 み は10で あ る ので,否 定 を と る と,16進 表 現aO39

(重 み6)を 得 る.
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表3.14変 数 関 数(そ の1)

¢1ω2ω3∬4/

00001

00011

00101

00110

01000

01010

01101

01110

10001

10010

10100

10110

11000

11010

11100

11111

(2)こ の 関 数 に対 して,

i)変 数 の置 換 ∬2→ ∬3,∬3→ ∬4,晦 → ∬2を 行 う.

ii)変 数 晦,ω3を 否 定 す る.

こ とに よ り,代 表 関数0359を 得 る.

(3)最 小 表 中の 重 み6,16進 表 現0359の 行 よ り,

αyl置2([)記1置4(1)記2∬3(3 .2)

を 得 る.

(4)(3)の 関 数 の否 定 形 の タ イ プ は3で あ るか ら,式(3.2)の 否 定 は 一関数 番 号 行(cla器80)

よ り,

ω2記3(D盃1¢4∈Dω1∬2(3.3)

を得 る.

(5)式(3.3)に 対 して(2)の 逆 変換 を行 うこ とに よ り,MESOP

∫=諺2ω4㊥ 卿3(D∬ 画



18第3章4変 数MESOPと そ の 性 質

表3.24変 数 関 数(そ の2)

∬、 ⑳2皿3∬4∫

00000

00011

00101

00110

01000

01010

01101

01111

10001

10011

10101

10111

11001

11010

11101

11110

を得 る.(例 終)

3.3MESOPの 性 質

本節 では,前 節で求 めた4変 数MESOPを 検討 し,こ れか ら得 られ るMESOPの 一般

的な性質 について検討す る.

[定義3.2]積 項

丁=恥 ゴ2… ㌶ ・

において,5、 ≠{0,1}で ある リテラルの個数 を積項 丁 の次数 とい う.

[定義3・3]ESOPに おいて,積 項 の次数の最大値をその論理式 の次数 とい う.

[補題3・1]あ る関数 ∫を表現す るESOPの 次数を た とす る.こ の とき,∫ のPPRMの

次数 は高 々 たで ある

(証明)任 意 のESOPは 記=1㊦zの 関係 を用いてPPRMに 変形で きる.ESOPの 最高 次
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の 次数 を もつ 積項 をTと す れ ば,

T=嬬1端2… の踏@2=0ま た は1)

と表 現 で き る.

T=(銑 、㊦ δゴ、)@乞2ea盛2)…(鞭 ㊦ 娠)

の 関係 を用 い てTを 展 開す る と,

T=勘 ¢`2… 鰯 ㊦((た 一1)次 以 下 の積 項)

とな る.つ ま り,Tを 展 開 して得 られ るPPRMの 次 数 は 高 々 た と な る.同 様 に,∫ の

PPRMの 次数 も高 々 ん とな る.(証 明 終)

[定理3.1]次 数 が 高 々 たのESOPで 表 現 可能 な η変数 関数 の個数 は

Ω(η,ん)=2η(π,ん)

で あ る.こ こで,

η(η,ん)=πOo十 π01十 。・・十 π0ん

で あ る。

(証 明)補 題3.1よ り,次 数 が 高 々 た のESOPで 表 現 で き る η 変 数 関数 は,次 数 が 高 々 た

のPPRMに 変 換 で き る・ 次 数 が 高 々 た のPPRMで は,第2章 式(2 。8)に お い て,高 々

η@,た)個 だ け の係 数 が 非 ゼ ロ とな る.こ れ よ り,

Ω(醐 ≦2η岡(3 .4)

を得 る・ 次 に・ESOPの 特 別 な例 と して ・ 次 数 が 高 々 たのPPRMを 考 え る.式(2.8)に

お いて,非 ゼ ロ とな る係数 の個 数 は η(η,初 で あ り,各 々の 係 数 の組 み合 わ せ に対 して 全

て異 な った 関 数 が 存在 す る ので,

Ω(η,た)≧2η 岡(3 .5)

を 得 る・ 式(3・4)と 式(3・5)よ り・ 定 理 を 得 る・(証 明終)
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[例3.3]

Ω(4,0)=21=2

Ω(4,1)=2(1+4)=32

Ω(4,2)=2(1+4+6)=2048

Ω(4,3)=2(1+4+6+4)=32768

Ω(4,4)=2(1+4+6+4+1)=65536

これ よ り,全 て の4変 数 関 数 をESOPで 実 現 す るた め に は次数4が 必 要 で あ る・(例 終)

[補題3.2]関 数 ∫ が

∫=9㊥ ん

の形 で表 現 で き る と き,

γ(∫)≦ ア(9)十 γ(ん)

で あ る.

(証 明)gと んを表 現 す るMESOPを それ ぞ れ σ,Eと す る.(7㊥Hは ∫ を 表 現 す る の

で,∫ を表 現 す る ため に は高 々 丁(G)+γ(E)個 の積 項 が あ れ ば十 分 で あ る.(証 明 終)

[定理3.21関 数 ∫が

∫=伽p㊦g(こ こで,pは 積項,gは 関数 で,pもgも 変 数 ¢を 含 ま な い)

と表 現 で き る と き,

γ(ノ)=Inin{7(9),r1'(P㊦9)}十1

で あ る.

(証 明)∫=蝕p①g=ゑp㊦(p㊦g)と 表 現 で き る ので,補 題3.2よ り,τ げ)≦1+7(g),

γ(ノ)≦1+γ(p㊦g)を 得 る。 これ よ り,

γ(ノ)≦min{7(g),τ(p㊥g)}十1(3.6)

が 成 立 す る.

次 に,∫ のMESOPをFと す る.ノ は 詔 に依 存 す る関数 な の で,∬ ま た は 諺 を リテ

ラル と して 含 む 積項 が少 な くと も一つ 存 在 す る.
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(A)∬ を リテ ラル と して 含 む積 項 が存 在 す る とき

Fに お い て ¢=0と お くと,少 な くと も一 つ の積 項 を 除去 で き る.ま た,こ の 式 は 関 数

gを 表 現 す る.こ れ よ り,

γ(g)≦ γ(F)-1(3.7)

を得 る.

(B)露 を リテ ラル と して含 む 積 項 が存 在 す る と き

Fに お い て ∬=1と お くと,少 な くと も一 つ の 積 項 を 除 去 で き る.ま た,こ の 式 は 関数

p㊦gを 表 現す る.こ れ よ り,

7-(p∈E)g)≦7(F)-1(3.8)

を得 る.式(3.7),(3.8)よ り,

丁(F)≧min{γ(9),丁(P㊦g)}十1(3.9)

を 得 る.式(3.6),(3.9)よ り,定 理 が 成立 す る.(証 明終)

定理3.2に お いてp=1と お くと,次 が成 立 す る.

[系3.1】 関数 ∫が ∫=¢ ㊦g(こ こで,gは ¢を含 ま な い関 数)と 表 現 で き る とき,

γ(∫)=min{丁(9),7(9)}+1

で あ る.

[補題3・3]∫=¢(Dg⇔ ノ(1勾 〉∫(ゆ)=1,ノ(1露)・ ∫(1の=0.

こ こで,gは ¢を含 ま な い関 数,∫q¢)は ∫の ∬ にお け る制 限で あ る[38].

(証 明)(⇒)仮 定 よ り,ノ=ω ㊥gと 表 現 で き る.制 限 の定 義 よ り,∫(同 二g,ノ(1勾=g

で あ る.9Vg=1,g・g=0で あ るか ら,

∫(1房)Vノ(1勾=1,ノ(1房)・ ∫(1ω)=0

が得 られ る.

(く=)仮 定 よ り,ノd勾 と ∫(1の は互 い に排 他 的 で あ るか ら,

∫(1勾V∫(1¢)=ノ(同eノ(1勾=1
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で あ る.∫(1勾=gと お くと,,川 の=1㊦g=〃 で あ る.任 意 の 関数 は,

記・∫(1置)V∬ ・∫(1の

と展 開 で き る.こ れ よ り,

∫=記 ・gV記 ・9=¢eg

を 得 る.(証 明終)

補 題3.3は 系3.1が 成 立 す る関数 の 検 出の際 に有 用 で あ る.

[例3.4】 図3.1で 表 され る4変 数 関 数 ∫ を考 え る.∫(1詑1)お よ び ∫(防)は そ れ ぞ れ 図

3.2,図3.3と な る.こ れ よ り,

∫(1置1)Vノ(1∬1)=1,∫(1記1)・ ∫(1¢1)=0

で あ るか ら,補 題3.3よ り,ノ=¢1(Dgと 表 現 で き る.ま た,∫(1歪1)=gで あ り,図

3.2よ り,ノ(h)=∬2τ3∬4で あ るか ら,g=¢2鮪z4を 得 る.従 って,∫ 二 苅 ㊥ ∬2∬3∬4

とな る.(例 終)

[補題3.4]丁(ノ)≦min{1∫1,2n-1∫1十1}.

(証 明)∫ の最 小項 展 開 を ∫=mlVm2V…Vmた とす る.砺 ・m2ニ0σ ≠ の で あ る か

ら,∫=m1(Dm2㊥ … ㊥ 臓 と表 現 で き る.こ れ よ り,

丁(∫)≦ げi(3.10)

を 得 る・ ま た,∫=∫ ㊥1な の で,補 題3・2よ り,丁(ノ)=7(∫)+1を 得 る.ま た,

丁げ)≦ げ1=2π 一 げ1で あ る.こ れ よ り,

7-(∫)≦2π 一1∫1十1(3 .11)

を得 る・ 式(3・10)・(3・11)よ り補 題 が 成 立 す る・(証 明 終)

[定理3・3]関 数 ∫ が ∫=♂ ・9(こ こで ・9は ∬を 含 まな い 関数,ガ は露ま た は勾 と表 現 で

き る と き,γ(∫)=γ(g)で あ る.

(証 明)

(1)gのMESOPを θ とす る.ガ ・(3は ∫ を 表 現 す る.こ れ よ り,丁(∫)≦ 丁(g)を 得
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∬1ω2011
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図3.1関 数 ∫の カ ル ノ ー 図

∬3皿4

00011110

00

∬1∬2011
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図3.2関 数 ∫(1房、)のカル ノー 図

ω3∬4

00011110

001111

∬1¢201111
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図3.3関 数fd¢1)の カル ノ ー 図
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る.

(2)∫ のMESOPをFと す る.Fに お い て,ゴ=ω の と き,∬=1と お き・ ま

た,♂=記 の とき,∬=0と お く.こ の と き,式 は 関 数9を 表 現 す る.こ れ よ り・

7(g)≦ τげ)を 得 る.

(1),(2)よ り,定 理 が 成 立 す る.(証 明終)

[補題3.5]∫=ゴ ・g⇔f*ぜ=0.

(証 明)(⇒)は 明 らか で あ る.

(く=)ゴ=の とす る.∫ を シ ャノ ン展 開 す る と,∫=伽90V¢ ・91と 書 け る ・ 蝕 ∫=0

よ り,90=0.こ れ よ り,!=飲91=伽9と 書 け る.が=露 の と き も同様 に証 明 で

き る.(証 明 終)

η変 数 関 数 ∫が ∫=∬*・gと 表 され る場 合,関 数 ∫ のESOPを 簡 単 化 す るに は,関 数

gのESOPを 簡 単 化 す れ ば よ い.gは(η 一1)変 数 関数 で あ るか ら簡 単 化 が容 易 で あ る.

補 題3.5に よ り,こ の よ うな 関数 は高速 に検 出で き る.

[定理3.4];丁(∫)-7(ノ)1≦1.

(証 明)g=∫ とす る.∫,gのMESOPを そ れ ぞ れ,-F,0と す る.g=∫(D1,

ノ=g(Dlが 成 立 す るの で,-F㊦1,Ge1な るESOPは,そ れ ぞれ,関 数g,∫ を 表 現

す る.こ れ よ り,

丁(9)≦ γ(F(Dl)≦T(!)十1

7'(∫)≦ 丁(σ ㊦1)≦ 丁(9)十1

を得 る.従 って,

丁(9)一 ア(∫)≦1,7(∫)一 丁(9)≦1

が成 立 す るの で ・定 理 が 成立 す る・(証 明終)

[定理3・5]9=∫ と し・ γ(∫)〈 γ(9)と す る・-Fが ∫のMESOPな らば_F㊦1は9の

MESOPで あ る.

(証 明)9のMESOPを σ とす る・題 意 と定 理3.4よ り,τ(G)=τ(F)+1が 成 立 す る.

つ ま り・ ∬le1は9のMESOPで あ る・(証 明終)
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ESOPを ヒ ュー リス テ ィ ック な方 法 で 簡 単 化 す る とき,一 般 に入 力 デ ー タの 最 小 項 の

個 数 が 少 な い 方 が簡 単化 が容 易 で あ る.従 って,π 変 数 関 数 ∫の 最小 項 の個 数 が2η 一1よ

り多 い 場 合 は,ノ を最 小化 した結 果 に定 数1をEXORし て,再 度最 小 化 す る方 法 が 考 え

られ る.こ の と き,定 理3.4よ り,ア(∫)とT(ノ)の 差 は高 々1で あ るか ら,1㊥ ノを最 小

化 して 減 少 す る積 項 数 は高 々1で あ る.

[例3.司4変 数 関 数

∫=ω 、謬2コじ3詔4V∬ 、謬2躍3語4V皿 、皿2記3¢4V忽1∬2記3諺4>∬1記2¢3¢4>ω ・房2∬3痂4>∬ ・記2露3∬4

>ω1歪2記3記4V記1∬2⑳3ω4V記1伍2¢3房4>房1諺2房3ω4

は最小項の個数が11で あ るので,否 定 を とって最小化す ると,

∫=諺1㊥ 記1堀3㊥ 露、諺2記3¢4

を得 る.従 って,

ノ=1㊦ ∫=1㊥ 訪1㊥ 記1∬2∬3㊥¢1諺2諺3τ4=∬1e記1ω2¢3㊥ 記1露2諺3¢4

を得 る.(例 終)

[補題3.6]論 理 関数 ノが最小項を含 まないESOPで 表現可能な とき,∫ の最小項 の個数

は偶数 であ る.

(証 明)η 変数 論理 関数 ∫が最小項 を含 まな いESOPで 表現 されて い るとす る.こ の と

き,∫ を表現す るカル ノー図を考 え る.カ ルノー図の各 セル の うち,ESOPの 各項 に対

応す るル ープで2回 被覆 されて いるセルの個数を η痘=1,2,…,た,但 し,た は奇数 槻=

0で もよい)と す る.ル ープで被覆 されてい るセルの総数 は,重 複を許 して考 え ると

ノ4=γL1十2η2十3η3十 ・。・一トたη鳶

で あ る.ESOPの 各項 が被 覆 す るセ ル の個 数 は,2,4,8,…,2π の い ず れ か で あ り,こ れ

は い ず れ も偶 数 で あ る.ま た,ESOPの 各項 が 被 覆 す る セル の総 和 は,上 で 求 め た セ ル

の総 和 孟 に等 しい.こ れ よ り,、4は 偶数 で あ る こ とが わ か る.

孟=η1+2η2+3η3+…+鳶 ηん

=(η1十 η3十 。一 十 ηた)十(2η2十2η3十4γL4十4γL5十 … 十(た 一1)γL鳶 _1)
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であ り,た が奇数 なので上式 の後の括弧 内の和 は偶数で あ る.・4が 偶数 で あ るこ とよ

り,η1+η3+_η んも偶数 である.ESOPで 表現す る際,奇 数個 のループで被覆 された

セルが,∫ の最小項 とな るので,∫ の最小項の個数 は,η1+η3+η5+…+猟 に等 し

い.こ れよ り,∫ の最小項 の個数は偶数であ ることがわか る.(証 明終)

[定理3.61論 理関数 ∫の最小項の個数 が奇数の とき,∫ のESOPは 最小項を含む・

(証明)論 理 関数 ∫の最小項 の個数を奇数 とす る.∫ のESOPが 最 小項を含 まな い と仮 定

すれば,補 題3.6よ り,∫ の最小項の個数が偶数 となる.し か し,こ れは題意 に反 す る・

これ よ り定理が成立す る。(証 明終)

[例3.6]2変 数 関数 ∫=¢1vコ じ2の最小 項 の個数 は3で あ る・ この関数 のESOPは ・

銑e商 ω2,∬2(D銑 亀,¢1㊦ ∬2(D¢1∬2,1(肋1乃 な どい ろい ろ考え られ るが,い ずれ

も最小項 を含む.但 し,ESOPに 含 まれ る最小項 は ∫の最小項であ るとは限 らない・

(例終)

[系3.2]論 理関数 ノの最小項の個数が奇数 のとき,

・(∫)一 購{・(∫e・ 呈1・・睾2・●'翻+1

が成立す る.こ こで,β={0,1}で ある.

(証 明)定 理3.5よ り,∫ のMESOPは 最小項 を含む.そ の最小項をm=婦1・ 錫2… 媛"

とす ると,残 りの関数 は,∫ ①mで 表現できる.こ れよ り系の成立は明 らか であ る.

(証 明終)

関数 ∫ の最小項 の個数が奇数 の とき,定 理3・6よ り,∫ のESOPは 最小項(mと す る)

を含 むので,∫ の簡単化 は,∫ か らmを 除 いた残 りの 関数 を簡単化 した結果 にmを

EXORす れば よい.し か し,該 当す る最小項を抽出す る方法 は,ま だ明 らかではない.

3.4検 討

従来か ら,論 理関数 を表現す るために必要 なESOPの 積項 数 はSOPに 比べ て少な くて

よい と推 測 されて きた[40].こ の推 測を実証す る指標 と して,任 意の 関数 を表現 す るた

め に必要 な積項数 の上界及び平均 が考 え られ る.表3.3は4変 数関数 をMESOPで 表 現す
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表3.3MSOPとMESOPで 実現可能な4変 数 関数の個 数の比較

MSOPMESOP

積項 数 代表 関数 関数 の 代表関数 関数 の

の個数 個数 の個数 個数

01111

1581581

2211804272268

3751347212121744

41562890420037530

59817032463888

6333704224

710512

8326

合計4026553640265536

るため に必要 な積項数 およびその積項数で表現 で きる関数 の数 の分布 を示す.比 較 のた

めに,MSOPに よって表現 した結果 も示す.

これ よ り,MESOPの 積項数 の上 界 は6,MSOPの 上界 は8と な る.ま た,任 意 の4

変数 関数 を表 現す るために必 要 な積項数 の平均 は,MESOPの 場 合3.66,MSOPの 場

合4.13で あ り,MESOPの 方が約11%少 ない積項数 で表現 で きる.こ れ らよ り,全 般的

にESOPの 方が4変 数 関数 を表現す るために必要 な積項 数が少 ない といえ る.こ の こと

か ら,4変 数以下 の関数 につ いて は上記 の推測が実証 された ことになる.5変 数以上 の

関数 の場合 は考慮すべ き組合せ の数 が非常 に多 くなるので,網 羅 的方法 に よって最小形

を得 ることは困難で ある.4変 数MESOPを 用い ると,5変 数 関数 の積項数 の上界 を効

率 良 く評 価す る ことが可能 とな る[18].4変 数以 下の論理 関数 は,本 章で求 めた表 に よ

り直 ちに最 小形を得 るこ とが 出来 る.ま た,5変 数以上 の関数の場合で も,定 理3。2や定

理3・3が 適 用 で きる場合 には最小形 が求 ま る.5変 数 関数 の場 合,与 え られた 関数 を任

意 の変数 で展 開 して得 られ る部分 関数 は4変 数 関数 にな るので,こ の部分 関数 に4変 数

MESOPを 代入 す ると積項数 の少 ない初期解 が得 られ る.こ れを簡単化 す る ことによ り
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短時間に最適解を得 ることが可能 であ り[16】,こ の方法 は6変 数以上の関数 に も適用可能

であ る.

4変 数 関数 を分類 す る方法 として,本 章 ではNP同 値関係 を適用 したが,こ の他 に,変

数 の置換 と リテ ラルの変換 に基づ くLP同 値 関係1が 提案 されて いる.bP同 値 関係 を適

用す ると4変 数関数 は30個 の同値 類に分類 で きるので,4変 数MESOPの 表 が小 さ くな

る・ しか し,4変 数MESOPの 表 を利 用す るため には,与 え られ た関数 の代 表関数 を求

め る必 要が あ る.代 表関数 を求 める ときには与 え られた関数 と同値 な関数 を全 て生成 す

る必要 があ り,生 成すべ き関数の個数 は,NP同 値関係の ときは,(変 数の置換)×(変 数

の否定)=4!×24ニ384個 で あるが,LP同 値 関係の ときは,(変 数 の置換)×(リ テ ラル の

変換)=4!x64=31104個 となる.こ のため,LP同 値関係を用 い ると代表 関数を得 るの

に時 間がかか る.4変 数 関数の場合には,NP同 値 関係で分類す ると表 の大 きさ も適 当と

な り,最 小形 も比較 的容易 に求ま る.

3.5む す び

本章 で は,4変 数MESOPを 与え た.ま た,得 られ たMESOPの 一般 的性 質 につ いて

考察 した結果,興 味あ る性質 が明 らか とな った.4変 数 関数 の場 合 は,4変 数MESOP

の表 を用い る と直 ちに最小解を得 るこ とが できる.5変 数以上 の関数 の場合 は,簡 単化

の過程 で4変 数MESOPを 適用す ると積項数 の少 ない初期解 が得 られ るので ,効 率 の よ

い簡単化 が可能 とな る・論理 関数 をESOPに よって実現す る ときの複雑度 の指標 と して

必 要 な積項数 の上 界が あるが・4変 数MESOPは,5変 数以上 の関数 のMESOPの 積 項

数 の上 界を評価す るときに有用 な情報 とな る.

1第4章 で述べる.
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第4章

工P同 値関係とその応用

4.1ま え が き

与え られ た η変数関数を表現す るMESOPを 求め る場合,一 つの方法 と して,あ らか

じめ全て の η変数 関数 のMESOPを 求めて おき,こ れを参照す る方法が考 え られ る.し

か し,η 変 数関数 の総 数 は22π 個存在 し,η=4の とき,65536個,η=5の とき,

4.3×109で あ る.η ≧4の 場合,全 て の関数 のMESOPを 求 めてお くことは現実 的で

はない.そ こで,関 数群を性質 の同 じ同値類 に分類 して検討す る と,対 象 とすべ き関数

の個数 を削減で き る.現 在 まで,変 数 の置換に基づ くP同 値類,変 数 の置換 と否定 に基

づ くNP同 値 類,変 数の置換 と否定及 び関数 の否定 に基づ くNPN同 値類 な どが提案 され

て いる[10,30].関 数 をNP同 値 類に分類す る場合,そ の同値類 の個数 は,η=4の とき

402個,η=5の とき12×106個 であ り,η ≧5の 場合は同値類の個数が非常に多 い.

本章 で は,変 数 の置換 と リテラル の変換 に基づ くLP同 値 関係 を導入 す る.LP同 値関

係 の基 では,MESOPの 積項数 は不変であ る.次 に,関 数 群を効率 よ くLP同 値類 に分類

す る方法 を示 し、 これを用いて5変 数 関数 を6936個 のLP同 値類 に分類す る.ま た,LP

同値類代表 関数のMESOPを 効率 よ く求め る方法 を与え,こ れを用 いて,任 意 の5変 数 関

数 は,積 項数 が9以 下のESOPで 実現 できるこ とを示す.次 に,論 理関数 のLP特 徴ベ ク

トル を導入 し,与 え られた関数のLP同 値類 を高速 に決定す る方法 を与 える.

4.2L,P同 値 関 係

本節 では,LP同 値 関係 を導入 し,そ の性質 につ いて述べ る.
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[例4・・欄 数 ∫一・・佃 ・晶 のベクトル表現を[糾M-Bl]を2進 行列

とする・このとき・ベクトル 囲 を行　りMによってベクトル[多1]に 変換すると・

圖 一[川 究]一[ゐ 翻(4・1)

を得 る・ こ こで,行 列 演算 中 の和 は排 他 的論 理 和 で あ る.こ の とき,式(4.1)は,関 数

9=記 ボ90㊥ η ・91=記i・ ゐ(D銑(ん ㊥ ∫1)=1・1b∈D㊧ ・∫1

の ベ ク トル 表 現 で あ る.す な わ ち,関 数

∫=婿 ・ノb(Dη ・五

は,行 列Mに よ って,関 数

9=1・ ん ㊥ η ・∫1

に変 換 され た こ とを意 味 す る.ま た,上 記 の変 換 は,∫ を 表 現 す るESOPに お い て ,リ

テ ラル 亀 と1を 置 換 す る と,関 数gを 表 現 す るESOPが 得 られ る こ とを 示 す .(例 終)

[例4・2]M-Bl}を2進 行列とし,変 数 ・・のリテラル ・。 ・、,1の ベ ク トル表現

をそれぞ礼 田 ・ 阻 田 とする・このとき,こ れらのベク トルを 耽 よっ

て変換すると,

Bl][司 一田 ・Bll[1]一[IH}1]田 一[11

を 得 る.こ れ は,変 数 ㊧ の リテ ラル は,行 列Mに よ って,

亀 ←ラ1

と変換 される ことを示す・(例 終)

[定義4・1]行 列式 の値が非ゼ ロとな る行列を正則行列 とい う.例 えば ,

M-Bl」

は正則行列で ある.



4.2LP同 値関係31

表4.1正 則行列 と リテラル変換 の対応

番号 行列 リテ ラル変換

・)[ll】 不変

1)[1}】-1

2)Bl]祠

3)[ll】 …

4)[1司 ・一・-1-

5)[ll】 ・-1-・ 一

[補題4.1][42]論 理 関数 ∫を ∫=記 、・ゐ ㊥ ¢、・∫1と 展 開 し,

圖 一M[∫o∫、]

とす る.こ こで,Mは2次 正則行列であ る.ノ を表現 す る任意 のESOPをFと し,F

の変数 ∬歪の リテラル をMに よ って変換 して得 られ るESOPをGと す る.こ の とき,σ

は関数

9=亀 ・90㊦ 賜 ・91

を表現す る.

補 題4.1は,関 数 ∫ の部分 関数 を正則行 列 に よって変 換 す る こと と,∫ を表現 す る

ESOPの リテ ラル を正則行列 に よって変換す ることとは等価 であ るこ とを意味す る.2

次正則 行列 は6個 存在 す る.表4.1は,2次 正則行 列 と,そ れ に対応す る リテラル変換 を

示す.
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[定 理4.1](リ テ ラ ル 変 換 定 理)[42,3]

∫=伽 んe伽 五 とす る.こ の と き,変 数 偲 の リテ ラ ル に対 して 次 の 変 換 を 施 す ・

L1(∫)=記 ・∫oe1・ ∫1(∬ ←>1)

L2(∫)=1・ ゐ ㊦ ¢ ・∫1(置 ←》1)

五3(∫)=∬ ・ん ㊥ 鳶・五(謬 ←〉勾

五、(ノ)=1・ ん 師 ・∫、(痂 →1→ ∬ → の

五5(ノ)=∬ ・ん ㊥1・ ∫、(∬ →1→ 記 → ∬)

こ の と き,

τ(∫)=r「(」 乙ぎ(∫))(ゴ=1,2,3,4,5)

で あ る.

[定 理4.2][42]関 数 ∫ を 表 現 す るMESOPを

F=房 ・凡 ㊥ 皿 ・Fiq)1・ 乃

と す る と き,

五1(F)=乏 ・凡 ①1・ 凡e湿 ・恥(∬ ←》1)

L2(F)=1・ 凡 ① τ・F、 師 ・F、(記 一)

五3(F)=¢ ・」%㊥ 記 ・」呂 ㊥1・ 」%@← 》勾

L・(F)=・ ・取D1・F・ 師 ・乃(∬ →1→ 垣 → ω)

L・(F)=1・ 凡 晒 ・盈 ① ・・乃(露 →1→ ・ → 記)

もMESOPで あ る、

定 理4・1,定 理4・2は,リ テ ラ ル 変 換 に よ り,MESOPの 積 項 数 が 不 変 で あ る こ と を 意

味 す る.

[例4・3】 ∫ 一 ・・・…1・1㊥ …1・ …1㊦ …1・1…e1・ ・、・・,・1e1・ ・、・1・・、㊥1・1・ 。,・。、

と す る ・ ∫ に リ テ ラ ル 変 換 銑 →1σ=1,2,3,4)を 適 用 す る と ,同 じ関 数 と な る.す

な わ ち ・L1(∫)=∫ で あ る ・ ノ に リテ ラ ル 変 換 婿 →1σ=1
,2,3,4)を 適 用 す る と,

L・(∫)一 解 ・・歪・・f・㊦ … 記・・… 置・㊦ … 記・・記・…e記r・ 、・・,・面、㊦ 盃r・ 、・記,・・、㊦記r露
、・。,・。4

と な る ・ ノ 及 び 五2(∫)を 表 現 す る カ ル ノ ー 図 を,そ れ ぞ れ 図4 .1,図42に 示 す.図4.1 ,

図4・2を 比 較 す る と ・ ノ よ り もL2(の の 方 が 最 小 項 の 個 数 が 少 な い .(例 終)
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ω1∬2

00011110

001

∬3∬401111

11111

10111

図4.1ノ

∬1∬2

00011110

001

¢3∬40111

111

1011

図4.2L2(∫)

[定義4.2]論 理関数 において次 の条件を満足す る関係 ～ をLP同 値 関係 とい う.

1)∫ ～ ノ.

2)∫1=ノ(',∬ ポ ●●,%ジ),ノ2=∫(…,賜,…,η,…)

な らば ∫1～ 乃(入 力変数 の置換).

3)関 数 ∫(躍1,ω2,…,∬∂ を表現す るESOPをFと す る.Fに 対 して リテラル変換を施

して得 られるESOPを σ とす る.σ の表現す る関数 をgと す るとき,g～ ∫で ある.

リテ ラル変換は6通 り存在す るので,1つ の η変数関数 とLP同 値な関数 は,高 々 η!6η

個存在 す る.

[定義4・31関 数 ノ とLP同 値 な関数 の うち,そ の2進 表現 の値が最小 の関数 をLP同 値類

の代表 関数 と言 い,1p(の で表す.
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[例4.4]2変 数 関数 ∫(∬,〃)は全部で16個 存在 す る,表4.2は,2変 数 関数 をLP同 値類

に分 類 した結果 を示す.こ れ よ り,2変 数 関数 は3個 のLP同 値 類に分類で きるこ とがわ

か る.同 値類番号2に 属す るESOPの 同値関係 の一部を次 に示す.

⑳ ～ ∬y(リ テラル 記を リテラル ∬に変換)

∬ッ～ ω(リ テラル ンを リテラル1に 変換)

¢～y(∬ とyの 置換)

y～1(リ テラル ッを リテラル1に 変換)

(例終)

表4.22変 数 関数のLP同 値類

同値類 関数

10

¢〃 ωツ τyのy

2房 ∬ す ツ

1

記㊦ 雪 ∬(助3

1e可1e旬1(D勾1(D認 ツ

[例4.5]3変 数 関数 ∫@,ッ,z)は 全部 で256個 存在 す る.こ れ らの関数 は6個 のLP同 値

類 に分類 で きる.表4.3は,3変 数LP同 値類代表 関数及 びそのMESOPを 示す.他 の 関

数 のMESOPは,代 表関数 のMESOPに 対 して変数 の置換及び リテラルの変換 を施 す こ

とによって得 られる・(例 終)

[定義4・4]関 数 ノ(ω1,… 両,…,∬ パ ・・,ω。)に おいて,変 数 η と ¢」を置換 して得 られ

る関数 ∫(∬1,'",ωゴデ●.,∬ガ",∬ π)が元の関数に等 しい とき,∫ は η と 鱈 に関 して対

称であ るとい う・ また・関数 ∫の変数 の部分集合 を任意 に置換 して も ∫ が変化 しな い と

き,∫ を部分対称関数 とい う・ また,関 数 ∫の変数を任意 に置換 して も ∫が変化 しない

とき,∫ を完全対称関数 とい う.



4.2LP同 値関係35

表4.33変 数 関数 のLP同 値類

同値 類 代 表 関数 代 表 関数 のMESOP

1000

201切 を

306房 ッ∈D諺2

418切 乏㊦ ⑳z

516露 ㊦ 露 ㊥ ⑳z

66b諺e露(D卿 之

[定義4.5][10]

58=諺 ・訪2… 諺。

3r=∬1亀 … 媒>11∬2… 軌 〉…V商 乃 … 軌_1賜

3揚 二 ω1¢2… ¢π

を η変 数 の基 本 対 称 関数 とい う.理 は η個 の入 力 の うち,丁 度 乞個 の入 力 が1の と きの

み値 が1と な る よ うな 関数 で あ る.

[定理4.3][10]任 意 の η変数 対 称 関数 ∫は,基 本 対 称 関数38,5'r,…,5君 を 用 い て,

∫=V6乞3r=5ス
zニ0

と一意 に表現 で きる.こ こで,6歪 ∈{0,1},、4⊆{0,1,…,π}で,6ゴ=1← 海 ∈Aで

ある.亀 は,入 力 の1の 個数を 乞とす るとき,2G4の ときのみ値 が1と なる関数 であ

る.

[定義4.6]与 え られた 関数 において,す べての変数 に同一 の リテ ラル変換 を適用す る変

換 を対称L変 換 とい う.ま た,対 称L変 換 によ って得 られ る関数の集合を対称L同 値類 と

い う.

[注意4.1]完 全対称関数 に対称L変 換 を適用す る と,対 称関数が得 られ る.
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表4。4対 称 関数 の対称L同 値 関係 による分類

関数 対称L同 値類

変数 の個数 の総数 の個数

3166

43210

56416

612832

725652

表4.4は,7変 数以下 の対 称関数 を対称L同 値類 に分類 した結果 を示す.こ れ よ り,対

称関数の総数 の約1/4個 の同値類 に分類できる.

次 の対称 関数 は,ESOP簡 単化 プログラムのベ ンチマー ク関数 と して用い られてい る

[40】.

[定義4・713β(η 陶=Σ(D%、 ∬。、… ∬。鳶

(α1〈 α2〈 … αた)

αゴ∈{1,2,・ ・㍉π}

[補 題4.2】 γ(3B(η,た))=丁(3B(η,η 一 た))

(証 明)3B(醐=Σ ㊦ 卯。、∬。2・嘔k

(α1<α2<…<α 鳶)

α3∈{1,2,…,η}

こ こ で,リ テ ラ ル 変 換L1:∬`→1(1≦ ¢≦ η)を 適 用 す る と,

L・(5β(η,た))=Σ ㊥ ・・、∬・、… ∬、
_髭

(わ1<わ2〈 … 〈 わπ_鳶)

6歪∈{1,2デ ・㍉η}

を 得 る.こ こで,

{α1,α2,● 。',α鳶}∩{6、,6、,…,わ 。一た}=の,

{α1,α2デ",α た}U{δ ・,6・,…,6。.た}={1,2,…,η}

で あ る.3B(η,た)は 対 称 関 数 な の で,L1(3B(η,た))ニ3B(η,η 一 た)が 成 立 す る.従 っ

て ・ 定 理4・1よ り・ 補 題 が 成 立 す る ・(証 明 終)
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4.31」P同 値 類 代 表 関 数 の 性 質

本節で は,LP同 値類代表関数 の性質 について述べ る.

[定義4.8]η 変数 関数 ∫ の2進 表現 の上位2η 一1ビ ッ トが表現す る関数 をuん(ノ),下 位

2η一1ビ ッ トが表現す る関数を1ん(の で表す.

[定義4.9]二 つ の η変 数 関数 を あ,∫1と す る.上 位2π ビッ トが α(あ),下 位2洞

ビッ トが α(∫1)で あるよ うな(η+1)変 数 関数 の2進 表 現を α(ゐ)。 α(∫1)で表 す.ま

た,こ の(η 十1)変 数 関数を(あ0∫1)で 表す.

[定義4.10]関 数 ノと五P同 値 な関数の集合をE(2y(∫)で 表す.

[定義4.11]η 変数LP同 値類代表関数 の集合を 五P(η)で 表す,ま た,MESOPの 積項数

が オの η変数代表 関数の集合を 五P(η,の で表す.

[補題4.3]二 つ の η変数関数を ゐ,∫1と す る.次 の(1),(2),(3)に 示す三つ の(η+1)

変数関数の集合111,112,∬3か ら得 られ る代表関数 の集合 はすべ て等 しい.

(1)∬1={(90091)190∈Egy(あ),91∈E(2y(∫1)}

(2)112={(1P(∫b)091)191∈E(2γ(ノ1)}

(3)173={(9001P(∫1))190∈E(2y(ノb)}

(証 明)(1)に おいて,90を ♂p(ゐ)に 変換す る リテ ラル変換を ㌦,変 数 の置換 をpπ と

し,g1を リテ ラル変換 ㌦,変 数の置換pπ によ って変換 した関数 をglと す る.(1)で 表

現 される(η 十1)変 数 関数の上位2π ビッ ト,下 位2π ビッ トを リテラル変換r。,置 換p。

で変換す る と,

(1P(ん)og{)(4.2)

が得 られ る.

gi∈E(2y(∫1)

であ るか ら,式(4・2)の 関数 は ∬2の 要素 とな る.す なわ ち,(1)の 関数 と同値 な関数 は

∬2の 要素 とな る・ 同様 に して,(1)の 関数 と同値 な関数 は ∬3の 要 素 とな り,(2)の 関数

と同値 な関数 は(3)の 関数 と同値 な関数の集 合の要素 とな る.ま た,

112⊆1/1,・ 厚3⊆ ・θ1
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な の で,(2),(3)の 関 数 と同値 な 関数 は111の 要 素 に な る.以 上 よ り,補 題 が 成 立 す る・

(証 明 終)

[補 題4.4]ノ ∈LP(η)⇒ 漁(の ∈LP(η 一1).

(証 明)航(∫)¢LP(η 一1)と 仮 定 す る.こ の とき,9=1P(航(∫))と す る と・ α(9)〈

α(蝋 ノ))で あ る.航(∫)を1P(励 げ))に 変 換 す る リテ ラル変 換 を ω。,変 数 の 置 換 をPη

と し,1P(ノ)を ωπ,P.で 変 換 した 関 数 を た とす る.こ の と き,ん=(9。 初 を考 え る

と,∫ ～ ん とな る.し か し,α(ん)<α(の で あ る.こ れ は,∫ ∈ 五P(η)の 条 件 に 反 す

る.従 って,補 題 が 成 立 す る.(証 明終)

[例4.6]表4.5は4変 数 以 下 のLP同 値類 代表 関数 の16進 表 現 の一 覧 を示 す ・ これ よ り・

補 題4.4が 成 立 して い る こ とが わ か る.(例 終)

表4.54変 数 以 下 のLP同 値 類 代表 関数

η234

0000000016aO678

1010001018006bO

6060006018206bl

16001601861668

L」P(η)18001801961669

6bOO6bO6601681

011606611683

01180662168b

O12cO66b18ef

O16806726bbd

[補題4.5]

∫・,∫・∈LP(η),α(∫ ・)〈 α(∫・),9∈Egy(∫ 、)

とす る.ん ニJp(ゐog)と す る とき,

uん(ん)∈LP(η),α(賜 ん(ん))≦ α㈲

で あ る.
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(証 明)ゐ=(ゐog)と す る.代 表 関 数 はLP同 値 な 関数 の うち,2進 表 現 が 最 小 の 関数

で あ るか ら,α σp㈹)≦ α(初 す なわ ち α(流 σp㈲))≦ α(航(た))=α(ゐ)が 成 立 す る.

ま た,補 題4.4よ り,航(1P(た))∈ 五P(η)で あ る.以 上 の ことか ら補 題 が成 立 す る・

(証 明終)

[補題4.6]集 合

{(∫og)げ ∈LP(η),gは η変 数 関数}(4.3)

か ら得 られ る η+1変 数 代 表 関数 の集 合 を 丑 とす る とき,丑=五P(η 十1)で あ る.

(証 明)題 意 よ り,式(4.3)の 要 素 とな る関数 の2進 表 現 の上 位2π ビ ッ トは,η 変 数 関

数 のす べ て の代 表 関数 に対 応す る.従 って,こ れ らの上 位2π ビ ッ トの表 現 す る関 数 と 同

値 なす べ て の 関数 の 発 生 に よ り,す べ て の η変 数 関 数 が生 成 され る.従 って,式(4.3)か

ら生 成 され るLP同 値 な 関 数 の集 合 はす べ て の(η 十1)変 数 関 数 を含 む.こ の こ とか ら補

題 が 成 立 す る.(証 明終)

[補題4.71

ノも,∫1∈ 五P(η),α(ん)<α(∫1),

κ0={(あog)lgは η変 数 関 数},κ1={(∫10g)lgは η変 数 関数}

とす る.

正義}={んolた0∈1(0,ん0=1P(ん0),t君 ん(ん0)=∫0},

∬1={ん11た1∈1(1,ん1=1P(た1),Uん(ん1)=∫0}

とす る と き,∬1⊆ ∬oで あ る.

(証 明)ん1∈ ∬1と す る と,読(ん1)=ゐ で あ る.集 合 κ0は,読(∫)=ん とな る

(η十1)変 数 関数 をす べ て 含 む の で,ん1∈Koで あ る.ま た,Eoは,Koか ら得 られ る

航(∫')=あ とな る 代 表 関数 ノ'の 集 合 で あ るか ら,ん1∈ ∬oで あ る。 これ よ り,補 題 を

得 る.(証 明 終)
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4・3.1LP(11)を 求めるアル ゴ リズム

前節 で議論 したLP同 値類代表 関数の性質を用いて,五P(η)を 効 率 よ く求め る方 法 を

示す.

[アル ゴ リズム4.1]〈LP(n)の 計算 〉

五P(η 一1)は 既知 とす る.

1)次 の ことをすべての ∫∈五P(η 一1)に 対 して行 う.

a)η 変数関数 の集合

Q={(ノ ・g)lgは(η 一1)変 数 関数}(4・4)

を生成す る.

b)ん ∈(2と し,ん と同値な 関数をすべて生成す る.こ の とき,Qに んと同値な

関数 が含 まれていれば これを削除す る.α(読(1p(ん))<α(∫)の とき,1p(ん)

を削除す る.

2)1)で 得 られたJp(ん)の 集合が 五P(η)で あ る.

<ア ル ゴ リズムの説明>

1)補 題4.6よ り,す べ ての(η 一1)変 数代表関数 に対す る9の 集合 は,す べ ての η変

数LP同 値類代表 関数 を含む.ま た,補 題4.4,補 題4.5よ り,9の 集 合単 位 に分割

して代表 関数 を求めて よい.こ の とき,補 題4.7よ り,分 割 した関数 の集合 か らは

読 伽(ん))=∫ とな る1p(ん)の みを求 めれば よい.

2)式(4.4)の 関数 の集 合には,互 いに同値 な関数 が多数含 まれてい る.こ れを削 除す

ることによ り,既 に得 られた代表関数 と同一の関数 が重複 して生成 され ることを 防

いでい る.

アル ゴ リズ ム4・1を用 いて5変 数 関数 のLP同 値 類を求 めた結 果,6,936個 存在す る こ

とが明 らか にな った.5変 数 関数のLP同 値類 を求める ときに考慮すべ き関数 の個 数 は約

2×106個 であ るが,こ れを30個(4変 数LP同 値類 の個数)に 分割 して代表 関数 を求め る

ことが で きた.表4.6は,4変 数LP同 値類代表関数 と,そ れを基 に生成 され た5変 数LP
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表4.7同 値類の個数 の比較

η123456

関数の総数416256655364.3×1091.8×1019

P同 値類412803984373332482.5×1016

NP同 値 類362240212281584.0×1014

NPN同 値類24142226161262,0×1014

LP同 値類236306936≧5.5×1011

同値類 の個数 の分 布を示す.表4.7は,6変 数以下の関数 のP同 値類,NP同 値類,NPN

同値類,及 び,LP同 値類の個数 の比較 を示す.LP同 値類 は,そ の 同値類 の個数 が他の

同値類 の個数 よ り非常 に少ないので,AND-EXOR回 路の設計 に有用であ る.

4.4■P同 値 類 代 表 関 数 のMESOP

本節 では,LP同 値類代表関数 のMESOPを 効率 よ く求め る方法 につ いて検討す る.

[定義4.12]ESOPFの 表現す る関数をr(F)で 表す.

【定 義4.13]論 理 関数 ∫を表現す るMESOPを 塩(∫)で 表す.

[定義4.14]LP(η,オ)の 各関数 を表現す るMESOPの 集合をM(η,の で表す.M(η,オ)=

{瑞(ノ)げ ∈LP(η,の}と 表せ る.

[定義4.15}η 変数のすべての積項 の集合をPT(η)で 表す.

[補題4.81関 数 ∫のMESOPをFと す る・Fの 積項の一つ をPと し,Fか らPを 除い

て得 られ るESOPを σ とす ると,(7はMESOPで ある.

(証明)7(F)=オ とす る.θ がMESOPで ない と仮定す る・ この とき,σ は簡単化可

能で ある.σ を簡 単化 したESOPを σ'と す ると,γ(σ')≦ ト2で あ る.H=G'①p

とす る と,丁(E)≦ オー1が 成立す る.し か し,Eは 関数 ∫を表現 す るので,∫ は積項

数が高 々 オー1のESOPで 表現で きた ことになる.こ れ はFがMESOPで あ るとい う仮

定 に反す る.こ れよ り.補 題が成立す る。(証 明終)
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表4.64変 数LP同 値類代表関数 とそれを基に生成 され た

5変 数LP同 値類の個数

L」P(4)11}1D(5)1

000030

0001189

0006432

0016563

0018444

006b27

0116287

01182218

012c582

0168740

016a430

018013

0182120

0186246

0196163

066012

0661112

066277

066b69

067253

067878

06bO5

06b16

166822

166910

16815

16831

168bl

18efO

6bbdl

total6936
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[補題4.9]Fを 積 項 数 オのMESOPと し,Pを 積 項 とす る.σ=F㊥P,9=r(σ)と

す る と き,オ ー1≦ γ(g)≦ オ+1が 成 立 す る,

(証 明)(i)題 意 よ り,丁(g)≦ オ+1は 明 らかで あ る.

(ii)7(g)≦ 孟一2で あ る と仮 定 す る.σ のMESOPをGノ と す る と,仮 定 よ り,

γ(σ')≦ 孟一2で あ る.次 に,ESOP丑=σ'㊥Pを 考 え る と,

7-(H)≦ オー1(4.5)

が成 立 す る.丑 はFと 同 じ関数 を表 現 し,FはMESOPな ので,

7-(H)=オ(4・6)

が成 立 す る.(4.5)と(4.6)は 矛 盾 す る.こ れ よ り,

丁(9)≧ オー1

で あ る.(i),(ii)よ り,補 題 が成 立 す る.(証 明終)

[補題4.10]E={-F(DqIF∈1しf(η,オ),q∈PT(η)},R={1P(ノ)1∫=γ(F),F∈E}と

す る と き,LP(η,孟 十1)⊆Eが 成 立 す る.

(証 明)9∈LP(η,オ+1)と し,9を 表 現 す るMESOPを σ とす る・(3の 積 項 の 一 つ

をPと し,σ か ら積 項Pを 除 い たESOPをKと す る と,σ=κ(Bpと 表 せ る・ この

と き,補 題4,8よ り,1(はMESOPで あ る.κ の 表 現す る関数 を た と し,た か ら1P(紛

を得 る手 順 を α とす る.κ の リテ ラル に変 換 α を施 して 得 られ るESOPを κ',Pの リ

テ ラ ル に変 換 α を 施 して 得 られ る積 項 をp'と す る と,K'∈ ルf(η,孟),p'∈PT(η)で あ

る.(γ=κ'㊥P'と す る と,明 らか に σ'∈ ∬ で あ る・ σ'の 表 現 す る関数 を9'と す る

と,9'に α の逆 変 換 を 施 す こ と に よ り,代 表 関数9が 得 られ る・ これ よ り,9∈Rと

な り,補 題 を得 る.(証 明終)

4.4.1M(n,t)を 求 め る ア ル ゴ リズ ム

前 節 で 議 論 したMESOPの 性 質 を 用 い て,LP同 値 類代 表 関 数 のMESOPを 求 め る方 法

を 示 す.
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[アル ゴ リズム4.2]<M(n,t)の 計算>

LP(η)及 びM(η,1)は 既知 とす る.

1)オ ←1と す る.

2)M(η,オ)の 各MESOPに 一 つの積項 をEXORし て得 られ るESOPの 集合 を生成す

る。

3)2)の 各ESOPの 表現す る関数 のLP同 値類代表 関数 の集合を求め る.

4)3)で 得 られ た代表 関数 の集合 に,集 合{五P(η,5)18≦ オ}の 要 素 が含 まれて いれ

ば,こ れを削除す る.

5)得 られた代表 関数 の集合が 五P(η,オ十1)で ある.代 表関数の得 られたESOPか ら・

。M(η,オ十1)を 得 る.

6)す べての代表 関数 のMESOPが 求 まればアル ゴ リズムを終了す る.

7)オ ← オ+1と して2)へ 行 く。

<ア ル ゴ リズムの説明>

1)M(η,1)は η変数の積項 を表 し,全 部で3π 個 存在す る.

2)補 題4.10よ り,M'(η,オ 十1)は,M'(η,オ)に すべての1積 項 をEXORし たESOPを

考慮 すれば十分で ある.

4)補 題4.9よ り,2)で 得 られたESOPは,MESOPで はない ことがあ るので,こ れ を

除去す る.

アル ゴ リズ ム4・2を用 いてM(η,オ)を 求 め るときに考慮すべ き組 合 わせ の個 数 の上 界

は,

ハ流mατ=σ π・3π・Ψ(η)

とな る・ こ こで,σ πニ1五P(η)1,Ψ(η)は η変数 関数のMESOPの 積項 数 の上 界 であ

る.一 方,網 羅的方法 による場合 に考慮すべ き積項の組み合わせ の数 は,

ψ(η}

P=Σ,・o、

た=1

で あ る.
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表4.8積 項数 と5変 数関数の個数 の分布

MESOP代 表関数 関数

の積項数 の個数 の個数

Oll

11243

2424948

3191351836

413739365190

5971545193342

635722398267764

721431299295404

88611460744

927824

total69364294967296

4.4.25変 数関数のMESOP

アル ゴ リズム4.2を 用 いて,5変 数LP同 値類代表関数 のMESOPを 求めた結果,9積 項

以下のMESOPで 実現 でき ることが分 か った.M(5,オ)(1≦ オ≦9)を 求め るときに考慮

した組 合わせ の個数 は,1㌦ 。。舘1.5×107で あ った.一 方,網 羅 的方法 によ って求 め る

場合 に必要 な組合 わせ の個数 は,P側7×1015と な る.ア ル ゴ リズム4.2に よる方が組

み合 わせの数が少 ない.表4.8は,5変 数 関数をMESOPで 実現す るため に必要 な積項数

およびその積項数 で実 現で きる関数 の数 の分布 を示す.ま た,表4.9は,MESOPの 積項

数 が8お よび9の5変 数LP同 値類代表関数 を示す.

4.5正P特 徴 ベ ク トル と そ の 応 用

LP同 値類 代表関数 のMESOPの 表 を用 いて,与 え られた関数 のMESOPを 求め るため

には,与 え られ た関数が どの同値類 に属 す るかを判定す る必要 が ある.関 数が属す る同

値類 をすべ て記憶 す る ことは,記 憶容量 の点で現実 的で はない.ま た,LP同 値類 の定

義 に基 づいて素直 に行 うと,π!6π に比例す る手数が必要で あ り,時 間がかか る.本 節 で
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表4.9MESOPの 積項 数=8お よ び9の5変 数LP同 値 類 代 表 関 数(16進 表 現)

積項 数=9積 項 数=8

16686881006b6bbdO196962bO6626bb916686887

6bbdbdd6011616680196966eO66b6bbO16686889

011616690196966fO66b6bb11668688b

O116166aO196967eO66b6bb31668689f

Oll696680196967fO66b6bb6166868a9

011696feO19696bcO66b7881166868bd

O1686816019696bdO66b7883166868bf

O1686817019696e8066b788e166868eb

O168687eO19696e9066b7aa116686bde

O168688eO19696eaO66b7aa9166881e9

0168688fO6606bbbO66b7aad16688395

0168689eO6606bd6066bbOO61668899f

O168689fO66168f6066bbO1616688bd9

0168968106616ad6066bbO3616688be3

016896e906616bbaO66bbObd1668abbd

Ol6a6a1606616bbbO66bb11616698116

016a6a7cO6616bd6066bbla6166981e8

016a6abcO661788eO66bblad16698394

016a6abdO661788fO67891061669e881

01969617066178f90678918616818168

019696180661911fO6bOd24d

O196962aO661918e16686883

は,こ の こ とを 高 速 に行 うた め に 上P特 徴 ベ ク トル の 概 念 を導 入 す る.LP特 徴 ベ ク トル

はLP同 値 類 に 固有 で あ り,与 え られ た関 数 のLP特 徴 ベ ク トル を 求 め る こ とに よ り,そ

の 関数 の属 す るLP同 値 類 を 一意 に決 定 で き る.

4.5.1正P特 徴 ベ ク トル の性 質

[定 義4・16]η 変 数 関 数 ∫@1,∬2,…,∬ π)を 展 開 ベ ク トル α=(α1,α2,…,α 冗),α,∈

{0,1,2}σ=1,2,…,η)で 展 開 す る とは,変 数 鈎 に対 して,
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α`=0の とき,正 極 性 ダ ビオ 展 開

αピ=1の とき,負 極性 ダ ビオ 展 開

α`=2の とき,シ ャノ ン展 開

の 方 法 で 展 開 す る こ とを 示 す.こ の と き,ベ ク トル α を展 開 ベ ク トル とい う.

定 義4.16よ り,次 の補 題 を得 る.

[補題4・11]η 変 数 関数 ノ(ω1,ω2ヂ●',卯η)を 展 開 ベ ク トル α=(α1,α2,…,α の で展 開 し

た と き,出 現 可能 な積 項 の集 合 は,

{澱11∬ 塾2・一 諮島π16ゴ ∈{0,1,2},わ ゴ≠ αゴ(乞=1,2ゲ ・㍉ η)}

で あ る.

補 題2.2よ り,η 変 数 関 数 プ を展 開 す る と き,一 つ の 変 数 で 展 開す る と3個 の 部 分 関

数 が 得 られ る.こ れ を η 回繰 り返 す と3π 個 の 係数 が得 られ る.

[定義4.17]η 変 数 論 理 関 数 を ∫(∬1,物,…,¢.)と す る.こ の と き,次 の よ うな3η 個

の 要 素 か らな る表ETT(∫)を 拡 張真 理 値 表(ExtendedTruthTable)と 言 う.ま た,

ETT(∫)の 要 素 の添 字 ア ドレス を表 す3進 η項 ベ ク トル を 添字 ベ ク トル と言 い,

c=(c1,c2デ ・・,cπ),c`∈{0,1,2}(乞=1,2デ ー,η)

で 表 す.∫ を 展 開 ベ ク トル α=(α1,α2,…,α π)で 展 開 し た と き に 出 現 す る 積 項

¢1・姥2… 姥・ の 係 数 は,ETT(∫)cに 格 納 され る.こ こ で,c、=(α 、+6歪+!)mod3

であ る.

[例4.7]2変 数関数 ∫(∬1,¢2)の真理値 表は一般に表4・10の よ うに表 され る.∫ の展 開ベ

ク トル α による展 開は次の ようにな る.
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表4,102変 数 関 数 の 真 理 値 表

∬1飢2f

OOメ 。。

01f。1

10∫10

11∫11

α=(2,2):∫=1bo記1記2(D/b1記1ω2∈E)∫10ω1記2(∋ ∫11ω1∬2

α=(2,1):∫=(プbo(1)プb1)記1露2(1)(∫10G)∫11)∬1記2e∫01諺1e∫11諮1

α=(2,0):∫=(メoo∈D∫01)置1∬2∈D(ノ10∈D∫11)∬1ω2efoo諺1e!10∬1

α=(1,2):ノ=(∫oo① ∫lo)房1房2e(プble∫11)置1置2∈D!10記2∈D∫11ω2

α=(1,1)・ ノ=(∫ 。。eゐ 、㊦ ∫、。㊦ ノ、、)置、露、e(ん 、e∫ ・・)記・e(∫ ・・㊦ ∫1・)諺・㊦ ノ・・

α 一(1,0)・ ノ ー(ん 。㊦ メ。、㊦ ∫、。e∫ 、1)置、・、e(あ ・e∫ ・・)房・㊦(∫ ・・㊦ ∫・・)・・e∫ ・・

α=(o,2):∫=(ノboe/io)置1置2e(ん1(∋ ∫11)の1ω2(∋ んo房2∈)プblω2

α=(0,1):∫=(メ 。。㊦1も 、㊦ ∫、。㊦ ∫、、)ω・房・㊦(1b・ ㊦ ん)・ ・㊦(1b・eん ・)藪・elb・

α 一(0,0):ノ=(1b。 ㊦ ゐ、e∫ ・・㊦ ∫・・)・… ㊦(ん ・e∫ ・・)・・㊦(∫ ・・㊦ メ・・)・・㊦ ん ・

こ れ よ り,ETT(∫)は 表4.11の よ う に な る.例 え ば,α=(0,1)の と き,積 項 ¢1¢1の

係 数 は,(0,1)+(1,2)+(1,1)=(2,4)≡(2,1)(mo43)の 関 係 に よ り,c=(2,1)に 格

納 さ れ る.(例 終)

拡 張 真 理 値 表 を 求 め る 具 体 的 方 法 は ア ル ゴ リ ズ ム4.3で 示 す.

[定 義4.18]η 変 数 関 数 ∫ を 展 開 ベ ク トル α で 展 開 した と き の 積 項 数 を ω(∫,α)で 表

す.

[定 義4.19]η 変 数 論 理 関 数 を ∫(コじ1,τ2,・∵,∬ 。)と す る.こ の と き,次 の よ う な3π 個

の 要 素 か ら な る 表EWT(ノ)を 拡 張 重 み 表(ExtendedWeightTable)と い う.こ こ で,

EWTげ)の 要 素 の 添 字 を 表 す ベ ク トル を,

α=(α1,α2,…,α の,α 碧∈{0,1,2}(乞=1,2デ ・・,η)
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表4.112変 数 関数 の 拡 張真 理 値 表

cETT(ノ)

00ん0

01ゐ1

02ゐoeゐ1

10∫ 、0

11∫11

12/10㊥ ∫11

201boe∫10

21メ01∈D∫11

221bo㊥ プb1㊥ ∫lo㊦ ∫11

とす る と,

EI〃T(ノ)α=ω(ノ,α)

で あ る.こ こで,EWT(の αは,EWT(ノ)の α 番 目の 要 素 を示 す.

[例4.81表4.10の2変 数 関数 の拡 張 重 み表 を表4.12に 示 す.例 え ば,

ゐo=1,!b1=0,∫10=1,∫11=0

の と きを 考 え る.α=(2,0)の と き,例4.7よ り,積 項 数=4で あ るか ら,-EWT(∫)の

(2,0)番 目の要 素 の値 は4と な る・(例 終)

拡 張 重 み 表 を 求 め る具体 的方 法 は アル ゴ リズ ム4.4で 示 す.

【定 義4.20]η 変 数 論 理 関数 を ∫ とす る・EWT(∫)を 昇 順 に ソ ー トした もの を,∫ の

LP特 徴 ベ ク トル(LPcharacteristicvector)と い い,五PV(∫)で 表 す.

[補題4.121η 変 数 論 理 関 数 を ∫(¢1,¢2,…,τ 。)と す る・ ∫ を 表 現 す るESOPをFと

し,Fの リテ ラル 婿 と ∬,を 交 換 して 得 られ るESOPをGと す る.Gが 関数9を 表 現

す る と き,Lpyげ)=Lpy(g)が 成 立 す る.
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表4.122変 数 関 数 の 拡 張 重 み 表

cEWT(∫)

00(んo㊦ あ1㊦ ∫10㊥ ∫11)十(メoo㊥ ∫10)十(んo∈Dあ1)十 あ0

01(ゐo㊦ ゐ1㊦ ア10㊦ ∫11)十(ゐ1(D∫11)十(あo∈Dゐ1)十 ゐ1

02(∫oo∈[)∫10)→ 一(プbl㊥ ∫11)一トノbo-}一プb1

10(ゐo㊦ ∫01e∫10e∫11)十(ゐoe∫10)十(∫10e∫11)十!10

11(ゐo㊥ ん1㊥ ∫lo① ∫11)十(ん1(D∫11)十(ゐoe∫11)十 ∫11

12(∫oo∈D/10)一 ト(派 〕1q∋∫11)一ト1110十 ∫11

20(ノbo∈Dj醍)1)十(∫lo∈D∫11)十1bo十 ノ10

21(ノbo∈Dぬ)1)十(!10e∫11)十1b1十 ノ11

221もo十 プb1十 ∫lo十 ノ11

(証 明)関 数 ∫,gは,そ れ ぞ れ,

∫=諺 議0㊦ ω議1,9ニ ω議0㊥ 記議1=妨9ゴ0① ωzg藍1

と 表 現 で き る.こ れ よ り,

9歪o=ゐ1,9ゴ1=Ao,9`2=9歪o(Dg`1=義1eAo=義2

を 得 る.つ ま り,gは,ノ の 展 開 に お い て 正 極 性 ダ ビオ 展 開 と負 極 性 ダ ビ オ 展 開 を 置 換

した 関 数 で あ る.従 って,

α=(α 、,α2,…,αi,…,α 。)

6=(α 、,α2,…,δ ゴ,…,α 。)

軌 一{1一 α盛(ifα`=0・r1

α、(ifα 盛=2))

とお くと,

ωげ,α)=ω(9,6)

を得 る・ これ よ り・EWTげ)の 要素 を置換 した ものがEWT(9)で あ ることがわか る.

これ よ り・補題を得 る・(証 明終)

[補題4・13]η 変数論理 関数 を ノ(ω1,∬2,…,記.)と す る.ノ を表現す るESOPをFと

し・Fに おいて・ リテラル 婿 と1を 交換 して得 られ るESOPを σ とす る.σ が 関数

gを 表現す る とき,五pyげ)=Lpy(g)が 成立す る.



4.5LP特 徴 ベ ク トル とその 応 用51

(証 明)関 数 ∫,gは,そ れ ぞ れ,

∫=匝}¢ ノlo㊥ ∬歪ノ11,9=1・ ノ≧oe2㌃ ∫ll=丘 ㌃1≧o㊦ ω`(!lo㊦!11)=垣 ピ9ぎo㊦2㌃9`1

と 表 現 で き る.こ れ よ り,

9つ。 二 五。,9`、=ゐ 。㊦ ゐ、=義2,9`2=伽 ㊥9`、=五 。㊦(A。 ① ゐ、)=ゐ 、

を 得 る.つ ま り,9は ∫ の 展 開 に お い て,正 極 性 ダ ビオ 展 開 と シ ャ ノ ン展 開 を 置 換 した

関 数 で あ る.従 っ て,

α=(α 、,α2,…,α`,…,α 。)

6=(α 、,α2,…,bぎ,…,α 。)

軽 一{2一 αゴ(ifα`=Oor2

α、(ifα ゼ=1))

とお くと,

ω(∫,α)=ω(9,b)

を得 る.こ れ よ り,EWT(ノ)の 要素 を置 換 した ものがEWT(g)で あ る こ とが わ か る.

これ よ り,補 題 が成 立 す る.(証 明終)

[補題4.14]η 変 数 論 理 関数 を ∫(ω1,皿2,…,勾 とす る.∫ を表 現 す るESOPをFと

し,∬ に お い て,リ テ ラル 賜 と1を 交 換 して 得 られ るESOPをGと す る.σ が 関 数

gを 表 現 す る とき,五pyげ)=五Pγ(g)が 成 立 す る.

(証 明)補 題4.13と 同様 に して 証 明 で き る。(証 明終)

[補題4.15]η 変 数 論 理 関数 を ∫(∬1,鞄,…,∬ 。)と す る.∫ に お い て,変 数 ω、と%を

置換 して 得 られ る関 数 をgと す る とき,五1)yげ)=Lpy(g)が 成 立 す る.

(証 明)∫ を 展 開ベ ク トル α=(α1,α2,…,α η)で 展 開 して得 られ るESOPをFと し,

Fに お い て,リ テ ラル 錫 と%を 置 換 して 得 られ るESOPを σ とす る と,σ は 関数

9を 表 現 す る.こ の とき,τ(F)=γ(σ)が 成 立 す る・ 従 って,

α=(…,α`,…,α ゴ,…),b=(…,・ 、,…,α ゴジ・・)

とす る と,

ω(9,α)=ω(∫,6)(4.7)
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を得 る.式(4.7)は,す べての α につ いて成立す るので,

EWT(9)α=El4!T(∫)b

が成 立す る.こ れ よ り,補 題が成立す る.(証 明終)

[補題4・161∫ ～9→ 五py(ノ)=五py(9)。

(証 明)補 題4.12～4.15に よ り,リ テラルの変換及 び変数 の置換 によ って,LP特 徴 ベ ク

トルは変化 しない.こ れよ り,補 題が成立す る.(証 明終)

[補題4・171Lpy(の=五py(9)→ ∫～9(η ≦5).

(証 明)∫ メ9→ 五pyげ)≠Lpy(9)を 証 明す る.5変 数以 下のLP同 値類 代表関数 の

LP特 徴ベ ク トルを計算機 によ って求 め,こ れ らがすべて異 な ることを確認 した.こ れよ

り,補 題を得 る.(証 明終)

[定理4.415変 数以下の論理 関数 ノ,gに 対 して,

∫～9←}Lpy(∫)=L.py(9).

(証明)補 題4.16,補 題4.17よ り,定 理を得 る.(証 明終)

定理4.4よ り,η ≦5の とき,与 え られた関数のLP同 値類 は,LP特 徴 ベ ク トル によ り

一意 に決定 でき る・表4・13は,す べての2変 数 関数の拡張重み表及 びLP特 徴ベ ク トル を

示す.こ れ よ り,同 一 のLP同 値類 に属す る関数のLP特 徴ベ ク トル はす べて等 しい こと

がわか る.

4.5.2LP特 徴ベク トルを求 めるアル ゴ リズム

与え られた関数のLP特 徴ベ ク トルを求め る方法 は,次 の とお りである.

1)与 え られた関数の真理値表 よ り,拡 張真理値表を得 る.

2)拡 張真理値表 よ り,拡 張重み表を得 る.

3)拡 張重み表 を昇順 にソー トして,LP特 徴ベ ク トルを得 る.
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表4.132変 数 関数 のLP特 徴 ベ ク トル

LP同 値 類 関数 拡 張 重 み 表LP特 徴 ベ ク トル

10000000000000000000

房雪422211211

記〃242121121

∬雪211422211

ωッ121242121

2記224112112111122224

飢112224112

す211211422

y121121242

1112112224

忽e匪7323233332

∬∈Dy233323332

31㊥ 記雪332323233222333333

1(D房 〃332233323

1(ヨ)¢雪323332233

1∈D∬!ノ233332323

η 変 数 関 数 の真 理 値 表 を ノ,拡 張真 理 値 表 をE∫,拡 張 重 み 表 を 恥 とす る.ノ の要

素 を表 す 添 字 は η ビ ッ トベ ク トノレE∫ お よ び 恥 の要 素 を表 す 添 字 は η桁 の3進 ベ ク

トル で表 現 で き る.

拡 張 真 理 値 表 お よ び 拡 張重 み 表 を求 め るア ル ゴ リズ ム を以 下 に示 す.

[ア ル ゴ リズ ム4.3]<拡 張 真理 値 表 の計 算>

1)添 字 ベ ク トル の要 素 が0ま た は1の と き

E∫(α、,α2デ・・,α。)← ∫(α・,α2,… α。)

こ こで,砺 ∈{0,1}(た=1,2,…,η)で あ る.
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2)添 字 ベ ク トル の要 素 の1個 の みが2で あ る とき:

例 え ば,乞 番 目が2で あ る とす る と,

E∫(・、,…,2,… ・。)←E∫(・ 、,…,0デ ・・,・。〉㊥Eノ(・ ・,…,1,…,・ ・)

こ こで,偏={0,1}(た=1,2,…,η,た ≠ の,① は,ビ ッ トご との排 他 的 論 理 和

で あ る.

3)添 字 ベ ク トル の要 素 の うち,2個 が2で あ る と き:

例 え ば 乞番 目 と ゴ番 目が2で あ る とす る と,

E・(α1,'",↓ デ ●',
㌔3ノ ●'.,α η)←E・(・ ・,… フ↓,'..,多,"㍉ α・)

乞 ブZJ

eE∫(・ ・,…,↓ ・… ・↓,・ 一,・ ・)

zフ

こ こで,α 鳶={0,1}(た ニ1,2,…,η,た ≠ 乞,た≠ の で あ る.

4)添 字 ベ ク トル の要 素 の値 が2と な る個 数 が3以 上 の場 合 につ い て も,3)と 同様 に す

る.

[アル ゴ リズ ム4.4]<拡 張 重 み 表 の計 算>

forぎ=Oto3ηdo

{if(E∫(の=0)then1〃}(の ←Oelse咽/∫(の ←1}

forlヒ=Otoηdo{

forブ=Oto3鳶 一1-1do{

for乞=Oto3η 一ん一1do{

乞o←3π 一鳶(3ゴ 十 〇)十 乞

ゴ1く一一3π 一た(3ゴ 十1)十 歪

乞2←-3π 一た(3ゴ ート2)→ 一乞

W」(ZO)← 恥(乞0)十%(¢2)

暇 乞・)←W}(Zl)+W}(歪2)

Wi(Z2)←w}(乞 ・)+w}㈲

}

forぎ=Oto3πdo

{w}(の ← 隅(の}

}

}
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[例4.9】 表4.14で 示 され る3変 数 関 数 に つ い て 考 え る,こ の 関数 の拡 張 真 理 値 表 は,図

4.3の よ う に計 算 され る.

第1欄 は,添 字 を表 す3進 ベ ク トルc=(c1,c2,c3)で あ る.

第2欄 は,真 理 値 ベ ク トル を 示 す.真 理 値 の 値 は,添 字 ベ ク トル が(c1,c2,c3),c、 ∈

{0,1}で 与 え られ る行 の み に存 在 す る.

第3欄 に お い て は,添 字 ベ ク トル が,(c1,c2,2),c`∈{0,1}で 与 え られ る要 素 の値 が 計

算 され る.こ れ らの要 素 の値 は,∫(c1,c2,0)と ∫(c1,c2,1)の モ ジ ュ ロ2に よ る加 算 で あ

る.

第4欄 に お い て は,(c1,2,c3),c1∈{0,1},c3∈{0,1,2}で 与 え られ る添字 の要 素 の値

を計 算 す る.す な わ ち,∫(c1,0,c3)と ∫(c1,1,c3)の モ ジュ ロ2に よ る加 算 を 行 う.

最 後 の欄 にお い て は,添 字 ベ ク トル が,(2,c2,c3),c`∈{0,1,2}で 与 え られ る要 素 の値

を計 算 す る.こ れ らは,∫(0,c2,c3)と!(1,c2,c3)の モ ジュ ロ2に よ る加 算 に よ って得 ら

れ る.(例 終)

表4.143変 数 関数

∬1コ じ2ω3∫

0000

0011

0100

0110

1000

1011

1101

1111

[例4.101例4.9の3変 数関数の拡張重み表 は図4.4の よ うに計算 され る.

第1欄 は,拡 張重み表の添字,第2欄 は,拡 張真理値表を示す.

第3欄 は,変 数 τ1に つ い てKronecker展 開 した ときの積項 数 を示 す・変数 ω1に つ い

て,最 初 の9個 の要素 は正極性 ダ ビオ展開,中 間の9個 の要素 は負極性 ダ ビオ展 開,最

後の9個 の要素 は シャノ ン展 開が適用 されてい る.

第4欄 は,変 数 ¢1及 び ∬2に ついてKronecker展 開 した ときの積項数 を示す・最初 の3

個の要素 は,¢1及 び ω2に 対 して正極 性ダ ビオ展開が適用 されて いる・次 の3個 の要素
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12345

×1×2×3

iil曾ミlll

i霧8ミiii
O2000

02111

02211

i§1早ミlll

i程;ミiii
12011

12100

12211

2000

2010

2020

2101

2111

2120

2201

2211

2220

図4.3拡 張真理値表の計算
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123456

×1×2×3

i§留li乗 …iiil

§糧 §ll乗 …ii霧

i墾lll爽1§ 墾

iillli茨liil

i霧iil茨1{程

i墾}il乗 …li墾

iilili羨 …liil

i程ili叉li程

illl;i羨 …iiil

図4.4拡 張重 み表の計算
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は,¢1に 対 して は正極性 ダ ビオ展 開,勉 に対 しては負極性 ダ ビオ展開が適用 されて い

る.次 の3個 の要素1よ ω1及び 勉 に対 して シャノ ン展 開が適用 されてい る・

第5欄 は,全 て の変 数 に対 してKronecker展 開 した ときの積 項数 を示 す.最 初 の要 素

は,ω1,ω2,ω3に 対 して正極性 ダ ビオ展 開を適用 した場 合を示す,2番 目の要 素 は・

ω1,¢2に 対 しては正極性ダ ビオ展開が適用 され,ω3に 対 しては,負 極性 ダ ビオ展 開が

適用 された場合 を示す.3番 目の要 素 は,苅,ω2に 対 して正極 性 ダ ビオ展 開が適 用 さ

れ,コ じ3に対 しては,シ ャノ ン展開が適用 され た場合を示 す.以 下,同 様 であ る・第6欄

は,展 開ベ ク トル を示す.例 えば,最 初 の要 素はc=(0,0,0)で あ るか ら,全 て の変数

につ いて正極性ダ ビオ展 開を適用す ることを示す.(例 終)

以上 よ り,各 テーブルを求め る手数 は以下のよ うになる.

[補題4.18]拡 張真理値表を求 める手数 は,0(3η)で ある.

(証明)ア ル ゴ リズム4.3よ り明 らかである.(証 明終)

[補題4.19]拡 張重み表を求める手数は,0(η3η)で ある.

(証明)ア ル ゴ リズム4.4よ り明 らかであ る.(証 明終)

[定理4.5]LP特 徴ベ ク トルを求め る手数は,0(η3π)(η ≦5)で あ る.

(証 明)LP特 徴ベ ク トル は,拡 張重み表を昇順 に ソー トして得 られる.こ れ よ り,定 理

を得 る.(証 明終)

与え られ た関数が どの同値類 に属す るかを判定す るには,LP同 値関係 の定義 に基づ い

て素直 に行 うと,η!6π に比例す る手数が必要であ るが,LP特 徴ベ ク トル を用 い る と,

η3η(η≦5)に 比例す る手数で決定 できる.

4.5.3関 数のMESOPを 求めるアルゴ リズム

η変数関数のLP同 値類代表関数のMESOPが 与え られて いる場合 ,前 節で議論 した性

質 を用 いる と,与 え られ た η変数 関数(η ≦5)のMESOPを 効率 よ く求 め る方法 が得 ら

れ る.

[アル ゴ リズム4.5]〈MESOPの 求め方 〉
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1)与 え られた関数 ∫のLP特 徴ベ ク トル 五Pγ(/)を 求 める.

2)五py(∫)を 用いて,∫ の属す るLP同 値類 を決定す る.

3)2)で 求 め た 同値 類 の代 表 関数 のMESOPの 積 項数 τ(∫)を,η 変数代 表 関数 の

MESOP表 よ り得 る.

4)∫ を表現す るESOPをEXMIN2で 簡単化す る.簡 単化 したESOPをFと す る・

5)T(∫)=τ(F)な らば,Fは 最小 解で あ る.γ(∫)<T(F)な らば,代 表 関 数 の

MESOPを 逆変換 して最小解 を得 る.

〈アル ゴ リズムの説明>

1)定 理4.4よ り,5変 数以下の関数 に対 して,LP特 徴ベ ク トル はLP同 値類 に1対1

に対応 している.

3)与 え られた関数 のMESOPの 積項数を得 る.

5)EXMIN2は,ヒ ュー リステ ィックな アル ゴ リズ ムに基づ くESOPの 簡単 化 プ ロ

グ ラムであ り,高 速 に簡単 化で き るが,簡 単化結果 の最小性 の保 証 はで きない.

EXMIN2の 簡単 化結果の積項数 が3)で 求 めた積項数 と一致 すれば,最 小解が得 ら

れた ことにな る.一 致 しない ときは最小解で はないので,代 表関数 のMESOPを 逆

変換 して,与 え られた関数 のMESOPを 得 る.こ の とき,与 え られた 関数か ら,そ

のLP同 値類代表 関数 を得 るための変換を知 る必要があ る.こ のため には,LP同 値

関係 の定義 を用 いて素直 に実行す る と,η!6冗 に比例す る手数が必要 であ る.5変

数 関数 の場合,こ れ に約7秒 かか る(HP9000/720に よる).

4.6実 験 結 果 お よ び 検 討

現 在 まで,5変 数以 下のLP同 値類 代表関数 とそのMESOPの 表 が得 られて い る・乱

数 を用 いて 生成 した5変 数 関数 を表現す るESOPを アル ゴ リズ ム4・5を用 いて最小 化 し

た際EXMIN2の 簡単 化結果 がMESOPと な るときの処理 時間 は,約90ミ リ秒/関 数

であ るが,EXMIN2に よ る簡単 化 ではMESOPが 得 られ ないで,代 表 関数 のMESOP

を逆変 換 してMESOPを 求 め るときの処理時 間は約7秒/関 数 とな った(HP9000/720に
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図4.55変 数関数のMESOPを 求め るための平均計算時 間

よる).LP特 徴 ベ ク トル を用い るこ とによ り,与 えられ た関数の属す る同値 類が 高速 に

求 まる.次 に,そ の同値類 か ら,索 表 に よ り,代 表 関数 のMESOPと その積項数 が求 ま

り,EXMIN2の 簡単化結果が最適か否か を高速 に判定で きる.従 って,簡 単化結果 の積

項数 と索 表で得 られ た最適解の積項数が 一致す る場合,EXMIN2の 簡単化結果 をその ま

ま解 とで きるので,最 小解が高速 に得 られ る.一 方,簡 単化結 果の積項数 と最適解 の積

項数が一致 しない場合 には,代 表 関数 のMESOPを 逆変換す るこ とによ り,与 え られ た

関数のMESOPを 求 める.図4.5は,任 意の5変 数関数のMESOPを 求め るため に必 要 な

平均 計算時間 を示す.

従来,任 意の論理 関数 を表現 す るときに必要 な積項数 は,平 均す る と,ESOPの 方 が

SOPよ りも少 な くて よい と推測 され てい る.こ の ことを5変 数 関数 につ いて実証す るた

めに,任 意 の5変 数 をMESOPお よびMSOPで 実現す るための積項数 の平均 値 を検討 し

た.5変 数 関数 をLP同 値類 に分類す ると考慮すべ き関数 の個 数が少 な くて よい.し か
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図4.65変 数関数 のMESOPお よびMSOPの 平均積項数

し,LP同 値関係 によって分類 した とき,同 一の同値類 に属する関数 のMESOPの 積項数

は同一であ るが,MSOPの 積項数 は一般 に異 なる.従 って,論 理 関数 をMESOPお よび

MSOPで 表 現す るため に必要 な積項数 の比較 はLP同 値 関係 を用 いて検 討す るこ とはで

きない.さ て,η 変数 関数 は最小 項の個数 によ り2η+1個 の ク ラス に分類 で きる.そ

こで,乱 数 を用 いて各 クラス について1,000個 の5変 数 関数 を生成 し,こ れ らをMESOP

お よびMSOPで 表現 した と きの積 項数 の平均 を求め た もの を図4.6に 示す.MSOPは

Quine-McCluskey法 を用い て求 めた.こ れ よ り,任 意の5変 数関数 を表現す るために必

要 なMESOPの 積項数 は平均す るとMSOPよ りも少 ない と言 える.ま た,任 意 の5変 数

関数 を実現 す るため に必 要 な積項数 は,MESOPの 場合は本章 の実験 に より9で あ り,ま

た,MSOPの 場合 は16で あるこ とが知 られている.こ の ことよ り,上 記 の推測が5変 数

関数の場合 に成立す る と言 える.

なお,ア ル ゴ リズム4。5を6変 数関数 に適用 す る場 合,五P(6)を 求め る必 要が ある.
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しか し,ILP(6)1≧5.5×1011と な り非常 に大 きいので,本 アル ゴ リズムを6変 数 関数

に適用す る ことは困難であ る.

4.7む す び

本章 では,LP同 値関係 によって論理 関数を分類す る方法 を提案 した.こ の同値 関係 の

もとでは,MESOPの 積項数 は不変 であ るため,ESOPの 分類 に有用 であ る.5変 数 関

数 を6936個 のLP同 値類に分類 した.ま た,5変 数関数のLP同 値類代表 関数 のMESOP

を求 め,任 意の5変 数 関数 は,高 々9積 項のESOPで 表現で きる ことを示 した.次 に,

論理 関数 のLP特 徴 ベ ク トルを定義 し,そ れが η変数関数(η ≦5)のLP同 値 類 を一意

的に決定 でき ることを示 した。 また,こ の性質 を用いて ,任 意の 関数 のMESOPを 高速

に得 る方法 を提案 した.こ れ らの方法 を5変 数 関数 に適用 し,そ の有 用性 を確 認 した.

5変 数以下 のESOPは 本方法 によって高速 に最小化 で きる.任 意 の η変数 関数(η ≧6)

は,シ ャノ ン展 開を再帰 的に適用 す ることに よ り,い くつか の5変 数部分 関数が得 られ

る.こ れ らの関数 に5変 数MESOPを 代入す ることによ り,高 速 で品質の 良い簡単 化が

可能 とな る.こ の点について は第5章 で述べ る.ま た ,論 理 関数 のLP特 徴ベ ク トルは,

η≦14の 場合,通 常の計算機で容易に求 め られ るため
,他 の応用 も期 待で きる.
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第5章

下界定理を用いたESOPの 簡単化法

5.1ま え が き

EXORゲ ー トを含 む論理回路 の設計 において は,ESOPの 最小化 あ るいは簡単 化が必

要 とな る.前 章 において,入 力変数 の個数が5以 下の場合 に,関 数 をLP同 値 類 に分 類

し,そ の同値 類 の代表 関数 のMESOPを 用 いて,任 意 の5変 数以 下の関数のMESOPを

高速 に求 め る方法 を提案 した.し か し,変 数 の個数が6以 上 の場合 は,一 般 にESOPの

最小化 は困難 であ り,ヒ ュー リスティ ックなアル ゴ リズムに よって簡単 化 を行 うことに

よ り,準 最小解 を得 てい る[12,40,47].し か し,ヒ ュー リスティ ックな簡単化 アル ゴ リ

ズムは,そ の簡単化結 果の最小性を保証 しない.

本 章で は,与 え られ た関数 のESOPの 積項数の下界を評価す る方法 を示す.次 に,こ

のESOPの 積 項数の下界評価 を用いた簡単化 アル ゴ リズムを提案す る.本 アル ゴ リズム

は,一 部 の関数 について,そ の簡単化結果 の最小性 を保証で きることを示す.

5.2ESOPの 積 項 数 の 下 界

本節で は,与 え られた関数 を表現す るESOPの 積項数 の下界を評 価す る方法 について

考察す る.ま ず,単 一 出力 関数 の場合 につ いて,次 に,多 出力 関数 の場合 につ いて検 討

す る.

5.2.1単 一 出力ESOPの 積項数の下界

本節 では,単 一 出力関数 を表現す るESOPの 積項数 の下界 について検討す る・
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[定 義5.1]η 変 数 論 理 関 数!(2ア1,2穿2,.'.,2コ γ孔)に お い て,

∫(0)=ノ(0,ω2,…,ω π),丁(0)=丁(/(0))

∫(1)=∫(1,ω2,…,の η),丁(1)=丁(∫(1))

ノ(2)=∫(0)∈D∫(1),丁(2)=丁(∫(2))

と 表 す.ま た,α,b∈{0,1}と す る と き,

∫(α,6)=∫(α,う,①3,…,賜),丁(α,δ)=・(∫(・,6))

∫(2,わ)=ノ(0,う)① ∫(1,6),r「(2,δ)=7・(ノ(2,6))

∫(α,2)==∫(α,0)㊥ ノ(α,1),τ(α,2)=r「(ノ(α,2))

と 表 す.

[例5.1]

!(2,2)==∫(0,2)∈D∫(1,2)

=∫(0,0)e∫(0,1)㊦ ∫(1,0)㊥ ∫(1,1)

7(2,2)=r「(∫(2,2))

∫(2,2,1)=ノ(0,0,1)㊦ ∫(0,1,1)㊥ ∫(1,0,1)∈D!(1,1,1)

τ(2,2,1)=τ(∫(2,2,1))

(例 終)

[補 題5.1】 η 変 数 論 理 関 数 ∫@1,勉,…,賜)に お い て,

γ(∫)≧L11

が 成 立 す る.こ こで,五11=τ(2)で あ る.

(証 明)関 数 ∫ を 表 現 す るMESOPを,

恥9㊥ 恥1① 曜(5.1)

と す る ・ こ こ で ・ 凡(α ∈{0,1,2})は ・ ω1を 含 ま な いESOPで あ る.式(5.1)に お い

て,¢1=0,1と お く と,そ れ ぞ れ,

凡 ㊦ 乃=∫(0)(5.2)

1㌃ ∈D・&=∫(1)(5 .3)



5.2ESOPの 積項数の下 界65

とな る・ 式(5・2)(D式(5.3)よ り,

Fも ㊥Fi=∫(0)(D∫(1)=∫(2)(5・4)

を得 る.式(5.4)よ り,

ア(E〕)十r「(1711)≧7-(2)

を得 る.

T(∫)=γ(凡)十 γ(n)十 τ(瑞),τ(乃)≧0

で あ る か ら,

γ(∫)≧ ア(2)

を得 る.(証 明終)

[定理5.1]η 変 数 論 理 関 数 ∫@1,τ2,…,∬ η)に お い て,

丁(∫)≧A

が 成 立 す る.こ こで,、4=max{γ(0),γ(1),γ(2)}で あ る.

(証 明)∫ を表 現 す るMESOPを

17翫=諺1・1㌦ ㊦ 記1・1㍉∈D1㌃(5.5)

とす る.式(5.5)よ り,

7-(∫)二 丁(1㌔)十7-(1吃)一トγ(1弘)(5.6)

を 得 る.式(5。5)に お いて ∬1=0を 代 入 す る と,

瑞(τ1=0)=、Fし ∈D1弘(5.7)

を得 る.式(5.7)は 関数 ∫(0)を 表 現 す るの で,

τ(0)≦ γ(1㌔)十 τ(1㌃)≦7(∫)(5.8)

が成 立 す る.ま た,式(5.5)に おい て ω1=1を 代 入 す る と,

瑞(∬1=1)=1㍉(B1弘(5.9)
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を 得 る.式(5.9)は 関数 ∫(1)を 表 現す る ので,

・(1)≦ ・(凡)+・ ㈹ ≦ ・(∫)(5・10)

が成 立 す る.(5.7)①(5.9)よ り,∫(0)㊦ ∫(1)=∫(2)=濫 ㊥ 凡 を得 る・ これ よ り・

・(2)≦ ・㈹+・(凡)≦ ・(∫)(5・11)

が 成 立 す る.式(5.8),(5.10),(5.11)よ り,

max{・(0),・(1),・(2)}≦ ・(∫)(5・12)

が成 立 す る.こ れ よ り,定 理 を得 る.(証 明 終)

[定理5.2]η 変数 論 理 関 数 ∫@1,ω2,…,ω η)に お いて,

τ(ノ)≦B

が成 立 す る.こ こで,

β=miI1[丁(0)十 τ(1)十 丁(2)-max{丁(0),丁(1),ア(2)}]

で あ る.

(証 明)関 数 ∫ は,

∫=∫(0)(]∋ ∬1・∫(2)

=∫(1)e記1・ ノ(2)

=11・ ブ(0)e∬1・ ブ(1)

と展 開で き る.こ れ よ り,

7-(∫)≦7-(0)十 γ(2)

τ(∫)≦7-(1)→-7-(2)

7(∫)≦ 丁(0)十 τ(1)

を 得 る・ これ よ り・定 理 を得 る・(証 明 終)
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[補題5.2]η 変 数 論 理 関数 ∫(銑,∬2,…,¢n)に お いて,τ(ノ)=τ(1)な らば ・!を 表 現

す るMESOPは,

ω1・.Fd㊥ 凡

の形 を して い る.こ こで,乃,1r,は ∬1を 含 まな いESOPで あ る.

(証 明)∫ を 表 現 す るMESOPが

¢1'1『己㊥1『ee乏}1'」F㍉(5.13)

の形 で 書 け る と仮 定 す る.こ こで,馬 ≠0で あ る.こ の と き,

・(∫)=・ 働+・(凡)+・(馬)(5・14)

γ(馬)>0な の で,式(5.14)よ り,

τ(∫)〉 γ(・酷)十7-(1『e)(5.15)

式(5.13)に お い て,ω1=1と お くと,∫(1)を 表 現 す るの で,

丁(1)≦7-(1毫)一 ト丁(1『ε)(5・16)

が成 立 す る.式(5.15),(5.16)よ り,τ(1)<丁(∫)と な るが,こ れ は補 題 の 条 件 に反 す

る.つ ま り,式(5.13)の 形 で 書 け る と仮 定 す る と矛 盾 を 生 じる.(証 明終)

[補題5.3]η 変 数 論 理 関数 ∫(コじ1,1じ2,'曾',27π)にお い て,丁(∫)=丁(0)な らば,∫ を表 現

す るMESOPは,

11・ 凡 ㊦ 凡

の形 を して い る.こ こで,凡,凡,は ∬1を 含 ま な いESOPで あ る・

(証 明)補 題5.2と 同様 に して 証 明 で きる・(証 明 終)

[補題5.4]η 変 数 論 理 関数 ∫(∬1,ω2,…,∬ π)に おい て ・ 丁(∫)=τ(2)な らば ・ ∫ を 表 現

す るMESOPは,

垣1・」らe置1・ 」Fb

の形 を して い る.こ こで,瑞,瑞 は ∬1を 含 ま な いESOPで あ る・
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(証 明)∫ を表 現 す るMESOPが

盃、・場 ㊥ ・、・恥 瓦(5・17)

の形 で 書 け る と仮 定 す る.こ こで,君 ≠0.こ の と き,

・(∫)=・(弗)+・(罵)+・(罵)(5・18)

τ(君)>0な ので,式(5.18)よ り,

7(ノ)〉 τ(1㌃)十 τ(瑠)(5・19)

式(5.17)に お い て,銑=0と お くと,

1㌃e17レ(5.20)

を得 る.式(5.20)は ∫(0)を 表 現 す る.ま た,式(5.17)に おい てZl=1と お くと,

1㌔ ㊥1㌃(5.21)

を得 る。 式(5.21)は ∫(1)を 表 現 す る.(5.20)①(5.21)よ り,

1㌃ ∈D罵(5.22)

を得 る.式(5.22)は ∫(2)を 表 現 す るの で,

丁(2)≦ 丁(1㌃)十 τ(1㍉)(5.23)

が 成 立 す る.式(5.19)と(523)よ り,7(2)<γ(∫)と な る が,こ れ は補 題 の 条 件 に反 す

る.こ れ よ り,補 題 を得 る.(証 明 終)

[補題5・51関 数 ∫が 与 え られ た とき,・4,Bを 定 理5.1,定 理52で 定 義 さ れ た 値 とす

る.こ の とき,

γ(∫)=A⇔ 、4;B

が成 立 す る.

(証 明)(⇒)定 理5・1よ り,・4は,γ(1),7(0),τ(2)の いず れ か で表 され る.

1)τ(1)=孟 の とき

補 題5.2よ り,ノ のMESOPは,

¢1.1㌔(D」Fle(5 .24)
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の形 を して い る.ま た,∫=¢1・ ノ(2)㊥ ∫(0)と 展 開で き るの で、 馬 は ノ(2)を 表 現 し・

瓦 は ∫(0)を 表 現 して い る.更 に,巧 と 瓦 は,そ れ ぞれ,関 数!(2)と!(0)を 表 現 す

るMESOPで あ る.な ぜ な ら,も しそ うで ない と仮 定 す る と,式(5.24)はMESOPで な

い と証 明 で き るか らで あ る.そ れ故,

7(1㌦)=τ(2)カ 、っ 丁(、Fb)=丁(0)

が 成 立 す る.こ れ よ り,

7-(∫)=7・(」町)十 丁(1㌃)=丁(2)十 丁(0)

が成 立 す る.ま た,Bの 定 義 よ り,丁(2)+7(0)≧ β.こ れ よ り,τ(の ≧Bを 得 る.

一方
,定 理5.2よ り,丁(ノ)≦Bな の で,τ げ)=Bを 得 る.以 上 の こと よ り,

、4=B

が 成 立 す る.

2)丁(0)=Aの とき

補 題5.3を 用 い る と,1)と 同様 に して 証 明で き る.

3)γ(2)=み の とき

補 題5.4を 用 い る と,1)と 同様 に して 証 明 で き る.

1),2),3)よ り,、4=β が 成 立 す る.

(仁)孟=β の と き,定 理5.1よ り,丁(∫)≧A定 理5.2よ り,7(∫)≦.8.こ れ よ り,

丁げ)=Aが 成 立 す る.(証 明 終)

【定 理5.3]関 数 ∫ が 与 え られ た とき,・4・-8を 定 理5・1・ 定理5・2で 定 義 さ れ た値 とす

る.こ の と き,、4≠ β な らば γ(の ≧ 五+1が 成 立 す る.

(証 明)補 題5.5よ り,A≠Bな らば γ(∫)≠A定 理5・1よ り・ 丁(∫)≧ ・4で あ るか

ら,丁(∫)〉.4.こ れ よ り,定 理 を得 る・(証 明 終)

補 題5.5,定 理5.3を ま とめ る と,次 の系 を 得 る.

[系5.1]関 数 ∫ が与 え られ た とき,A・8を 定 理5・1・ 定 理5・2で 定 義 され た値 とす る・

この とき,

γ(∫)≧L・2
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が得 られ る.こ こで,

玩一仁
+1:1;1:

で あ る.

次 の定 理 は,電 気 通 信 大 学 岩 田 茂樹 教 授 に よ る1.

[定理5.4]η 変 数 論 理 関 数 ∫(2}1,記2,'●●,2コ7L)にお い て,

γ(∫)≧ 五、

が 成 立 す る.こ こで,

L・-1Σ ・(α)

　
α∈{0,1,2}

で あ る.

(証 明)∫ のMESOPを

F=房r∫b㊥ ∬1・Fi(D」%

とす る.∫(0)=∬ もe現 で あ るか ら,

7-(0)≦7'(.瓦))十7冒(17』)(5.25)

が成 立 す る.ま た,∫(1)=∬1q)乃 で あ るか ら,

丁(1)≦7-(1査)十 τ(1712)(5.26)

が成 立 す る.ま た,ノ(2)=∫(0)(D∫(1)=∫b㊥Eで あ るか ら,

丁(2)≦7-(双))十7冒(1査).(5 .27)

が 成 立 す る.(5.25)+(5.26)+(5.27)よ り,

・(0)+・(1)+・(2)≦2{・(凡)+嘔)+嘔)}-2・(∫)(5 .28)

を得 る・ これ よ り・ 定 理 を得 る・(証 明 終)

1岩田茂樹:"私 信"(1992 -03)
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L11,L12,Llは 与 え られ た 関数 を 表 現 す るMESOPの 積 項 数 の 下 界 の 評 価 に利 用 で

き る が,こ こで,こ れ らの下 界 の比 較 を行 う.

[注意5.1】 補 題5.1,定 理5.1よ り,L12≧Lllで あ る.

[補題5.61L12,L1を そ れ ぞ れ,系5.1,定 理5.4で 定 義 され た 値 とす る・ この と き・

L1≧L12が 成 立 す る.

(証 明)・4,Bを それ ぞ れ,定 理5.1,定 理5.2で 定 義 され た 値 とす る.定 理5.1よ り,A

は,T(0),7(1),丁(2)の いず れ かで 表 され る.

(i)A=τ(o)の とき

この と き,L1の 定 義 よ り,五1≧{τ(0)+τ(1)+γ(2)}/2で あ る.ま た,Bの 定 義 よ

り,B≦ 丁(1)+丁(2)で あ る.

1)孟=Bの と き

系5.1よ り,ゐ12=Aで あ る.こ の とき,

L1≧{7(0)十r「(1)十r「(2)}/2

≧(ノ4十B)/2

=A

=Ll2(5.29)

が 成 立 す る.

2)4<β の と き

系5.1よ り,五12=A+1で あ る.こ の と き

1ン1≧{丁(0)一}-79(1)一 ←丁(2)}/2

≧(ノ4十1ヲ)/2

>14(5.30)

が 成 立 す る.五1は 整 数 で あ る か ら,

1ン1≧ 〆1→-1=1ン12(5.31)

式(5,29),(5.31)よ り,補 題 を 得 る.

(ii)孟=γ(1),、4=7(2)の と き も(i)と 同 様 に して 証 明 で き る.

(i),(ii)よ り,補 題 を 得 る.(証 明 終)
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注 意5.1,補 題5.6よ り,与 え られ た 関数 を表 現 す るMESOPの 積 項 数 の 下 界 の評 価 に

は,Ll1,ゐ12は 不 要 で あ る.

[補題5.7]η 変数 論 理 関 数 ∫(ω1,ω2,'●',∬γL)にお い て,

τ(∫)≧Lた

が成 立 す る.こ こで,

五・一 歩 Σ ・(α1,α ・,…,α ・)・

(α1,α2,…,α 鳶)
αゴ∈{0,1,2},乞=1,2,・ 一,た

1≦ た ≦(η 一1)で あ る.

(証 明)た に 関 す る数 学 的 帰 納 法 に よ っ て 証 明 す る.

1)た=1の と き,定 理5.4の 五1と 一 致 し,補 題 は 成 立 す る.

2)た=γ の と き,

・げ)-4一 歩 Σ ・(α・,α・,…,餌)(5・32)

(α・,α2,…,α 。)
α玄∈{0,1,2},乞=1,2,…,T

が 成 立 す る と仮 定 す る.丁(α1,α2,…,α.)の 下 界 の 評 価 に 定 理5.4を 適 用 す る と,

丁(α、,α2,…,α 。)

≧1{軸,…,砺,・)+・(α1,α2,…,α 。,1)+軸,…,餌,2)}

-1Σ ・(α・,α・,… 一.・)(5 .33)

。。+、き お,・,・}

と表 現 で き る.式(5.33)を 式(5.32)に 代入 す る と,

γ(∫)≧ 五.≧

㌦1;戯 …,一㌦ 桑譜 ・・,圃
一 歯 Σ ・(α・

,α、,…,砺.、)

(α ・,α2,…,α 。+、)

αゴ∈{0,1,2},ε=1,2,…,γ 十1

=Lア+1
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を得 る.す なわ ち,た=r+1の ときも成立す る.

1),2),よ り,補 題が成立す る.(証 明終)

[例5.21補 題5.7に おいて,

1)た=2の とき

L・(た 一2)-1{・(・,・)+・(・,1)+・(1,・)+・(1,1)

十γ(0,2)十7-(2,0)十7(1,2)十 γ(2,1)

+・(2,2)}

2)距二3のとき

L・(た 一3)=1{・(0,0,0)+・(0,0,1)+・(0,1,0)+・(0,1,1)

十 γ(1,0,0)十 丁(1,0,1)十 丁(1,1,0)十 τ(1,1,1)

十7-(0,0,2)十r「(0,2,0)十r「(2,0,0)十 γ(1,1,2)十7(1,2,1)十7(2,1,1)

十 γ(0,1,2)十 丁(1,0,2)十rr(0,2,1)十 γ(1,2,0)十7(2,0,1)十 丁(2,1,0)

十 丁(0,2,2)十7-(2,0,2)十7(2,2,0)十 γ(1,2,2)十 γ(2,1,2)十r「(2,2,1)

+・(2,2,2)}

(例 終)

[補題5.8]η 変 数 論 理 関数 ∫(∬1,皿2,'。',¢π)に お いて,

7・(ノ)≧{丁(0,2)十7-(2,0)十 丁(1,2)十 丁(2,1)}/2

が 成 立 す る.

(証 明)関 数 ∫ を表 現 す るMESOPを

凡 。命 雰e凡 、嘱e凡 ・・?諺

㊥∬」0ω1¢9eF11ω1錫 ㊥Fl2ω}錫

e乃 。潮 ㊥ 凸 、命1㊦ 凡 ・命1(5.34)

とす る.こ こで,∬ 乙b(αゆ ∈{0,1,2}は,変 数 苅 も ¢2も 含 ま な いESOPで あ る・ 式

(5.34)に お いて,@1,∬2)=(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)と お くと,

1醍)o(正)双)2∈E)」Fl20∈D1ら2=∫(0,0)(5.35)
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1㍉1∈D1712∈D1㍉1(D乃2=ノ(1,1)(5.36)

君)1∈D況)2∈D乃1∈D1『 』2=1.(0,1)(5.37)

∬㌔o(1)∬112(D1㍉o∈D君 ～2=∫(1,0)(5.38)

を 得 る ・(5・35)㊦(5・37),(5.35)㊥(5.38),(5.36)㊦(5.37),(5.36)㊥(5.38)よ り,そ れ ぞ

れ,

凡o∈D∬ も1∈1)乃o∈D乃1=ノ(0,2)(5.39)

双)o(1)君 〕2(王)1710∈D」F12=ノ(2,0)(5.40)

1㌔1e君)2∈DF11∈D1へ2=ノ(2,1)(5.41)

1残oe∬111G)1㌔o㊦ 、亀1=∫(1,2)(5.42)

を 得 る.式(5.39)～ 式(5.42)よ り,

7-(凡o)十7(・ 呂)1)十 γ(乃o)十7(乃1)≧7-(0
,2)

7'(11もo)十 τ(」Fも2)-1-7■(1710)十7-(E2)≧ τ(2,0)

7(君 〕1)-1一ア(」疏)2)→一丁(F11)-1-7-(E2)≧r「(2
,1)

7(瓦o)十 τ(∬11)十7-(1『20)十 丁(1ち1)≧7-(1
,2)

を 得 る.上 の4つ の 不 等 式 を 加 え る と,

2{γ(1も 。)+・(凡 ・)+・(瑞 ・)+・(瓦 ・)+・(瓦 ・)+・(F、2)+・(瑞 。)+嘔
、)}

≧ τ(0,2)十 τ(2,0)十 τ(2,1)十 丁(1,2)

を 得 る.

τ(!)=丁(凡0)+τ(凡1)+γ(凡2)+ア(君0)+τ(君1)+τ(凡
2)

+・(乃o)+・(乃 、)+・(瑞 、),

丁(乃2)≧0

で あ る か ら,

2・(∫)≧ ・(0,2)+・(2,0)+・(2
,1)+・(1,2)

を 得 る ・ こ れ よ り蒲 題 が 成 立 す る ・(証 明 終)
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[補題5・91η 変数 論 理 関数 ∫(ω1,∬2,…,ω π)に お い て,

γ(∫)≧{丁(0,1)十 丁(1,0)十 丁(0,2)十 ア(2,0)}/2

が成 立 す る.

(証 明)補 題5.8の 証 明 と同 様 に して,補 題5.8の 証 明 中 の式(5,37)～ 式(5・40)よ り・

2{丁(瓦 〕o)十7-(」Fも1)→-7-(」R〕2)十τ(1㌃o)十 丁(Fl2)十r「(・Fbo)一←丁(瑞1)十 丁(」F』2)}

≧T(0,1)十 γ(1,0)十 丁(0,2)十 丁(2,0)

を得 る.こ れ よ り,補 題 が 成 立 す る.(証 明 終)

[補題5.10]η 変 数 論 理 関 数 ∫(∬1,∬2,…,鞠)に お いて,

τ(∫)≧{7-(0,1)→ 一丁(1,0)十 丁(1,2)十7・(2,1)}/2

が 成 立 す る.

(証 明)補 題5.8の 証 明 と 同様 に して,補 題5.8の 証 明 中 の 式(5.37),(5.38),(5.41),

(5.42)よ り,

2{丁(凡 、)+・(凡 、)+・(F、 。)+・(瓦 ・)+・(F・2)+・(F・ ・)+・(凸 ・)+・(F22)}

≧79(0,1)十 τ(1,0)→-7-(1,2)十 γ(2,1)

を得 る.こ れ よ り,補 題 が成 立 す る。(証 明 終)

補 題5.8～ 補 題5.10よ り,次 の定 理 を得 る.

[定理5.5]η 変 数 論 理 関数 ∫(ω1,ω2,…,¢ π)に おい て,

丁(∫)≧ 五2・

が 成 立 す る,こ こで,

L、、 一[{・(・,1)+・(1,・)+・(・,2)+・(2,0)+・(2,1)+・(1・2)}

-mi。{。(・
,1)+・(1,・),・(・,2)+・(2,・),・(2,1)+・(1,2)}]/2

で あ る.
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[系5.2]η 変 数 論 理 関 数 ∫(ω1,田2,"㍉ ∬7L)に おい て,∫(01)=∫(10)の とき ・

r(∫)≧L22

が 成立 す る.こ こで,

L22=・(0,1)+・(0,2)+・(1,2)・-mi・{・(0,1)+・(0,2)+・(1,2)}

で あ る.

系5.2は,対 称 関 数 を 表現 す るESOPの 積項 数 の下 界 の 評価 に利 用 で き る.

[補題5.11]η 変 数 論理 関数 ∫(二じ1,⑳2,'。。,2=7L)にお い て,

γ(∫)≧L31

が 成 立 す る.こ こで,

L31={τ(0,0,2)十 τ(0,2,0)十 丁(2,0,0)

十r「(0,1,2)十 τ(0,2,1)十r「(1,0,2)

十7-(1,2,0)十rr(2,0,1)十7-(2,1,0)

十γ(1,1,2)十7-(1,2,1)十 丁(2,1,1)}/4

で あ る.

(証 明)付 録B参 照.(証 明終)

L1,塩,L21,L31は,1出 力 関数 のESOPの 積項 数 の 下 界 の評 価 に利 用 で き る.こ

こで,こ れ らの値 の最 大 値 の 比較 を行 う.

[定義5・2]す べ て の η 変 数 関 数 に対 す るL1,Lた,L21,L31の 最 大 値 を そ れ ぞ れ,

五1m。の(η),塩 伽 ¢(η),五21肌 。。(η),L31m。 。(η)と 表 す.

[定義5.3】 η変 数 関数 のMESOPの 積 項 数 の最 大 値 を Ψ(η)で 表 す.

[補題5.12]η 変 数 関 数 ∫が与 え られ た と き,
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表5.1下 界 の 最 大 値 の 比 較

ムん

・ 五・ た
一2た 一3ん 一4五 ・・ 五・・ 加*)

61414111112914

7≦24212116181821

8≦48≦363131<322731

9≦96≦72≦5446≦64≦4846

≧10≦(3/2)2π 一3≦(9/8)2η 一3≦(27/32)2η 一3≦(81/128)2π 一3≦2π 一3≦(3/4)2η 一39(3/2)η 一5

*)後 述

五1_(η)≦ 彗・Ψ(η 一1),

五た_(η)≦(睾)た ・Ψ(η 一 た),

五21πLατ(η)≦2・ Ψ(η 一2),

L3、_(η)≦3・ Ψ(η 一3)

が成 立 す る.

(証 明)五1,塩,五21,五31の 定 義 よ り,明 らか で あ る.(証 明 終)

ψ(2)=2,ψ(3)=3,ψ(4)=6,ψ(5)=9,ψ(η)≦2η 一2(η≧6)[18,20]で あ るか

ら,こ れ らの 下 界 の最 大 値 の比 較 は 表5.1の よ うに な る.

現 在,変 数 の個 数 が6以 上 の 関数 のMESOPは 容 易 に は得 られ な い の で,表5.1のL1,

玩,L21,L31の 不 等 号 で 示 した 部 分 の値 は 実 際 に は 得 られ ず,10変 数 以 上 の 関 数 の

ESOPの 積項 数 の 下 界 の 評 価 が で きな い.さ て,η(≧6)変 数 関数 を あ る変 数 で展 開す る

と(η 一1)変 数 の部 分 関数 が 得 られ る・ この展 開を 各 部分 関数 に再 帰 的 に適 用 す る こ とに

よ り,い くつ か の5変 数 部 分 関 数 が 得 られ る.こ の こ とを 利 用 す る と,10変 数 以 上 の 関

数 のESOPの 積 項 数 の 下 界 が 評 価 で き る.

[ア ル ゴ リズム5.1]<下 界Lη>

getlwrn(η:π 冠m6eTO∫ 碗P撹5,∫:E50・P)

{
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if(η≦5)thenreturnr「(∫);

オmα ¢=0;

f・r(α〃 吻 励"副 α61e8勾{

Expand∫into亀 ノヒo㊥ η ノ11,

whereゐ 。=∫(η=0),ん=∫@`=1);

オ0=getlwrn(η 一1羨o);

老1=getlwrn(η 一1,∫Il);

オ2=getlwrn(η 一1羨o㊥ ∫`、);

オ=(オ0十 孟1-1一オ2)/2;

if(孟 〉 オmα 勾thenオmα ω=孟;

}

return伽 α鍔

}

(アル ゴ リズムの説明)

1)ア ル ゴ リズ ム5.1に おける下界の評価 には,下 界L1を 用 いてい る.

2)対 称関数の場合 は,1つ の変数で展開すれば良い.

下界Lπ の最大値を表5.1の 最後の列 に示す.

【定義5.41ノ を論理 関数,諺1、 オ2を積項 とす る.オ1=1の とき ∫=1と な るとき,fl

は ∫ に包含 され るとい う.ま た,ち=1の とき オ2=1と な る とき,オ2は オ1を包含す

る とい う.

[定義5.5]η 変数 関数 ノ にお いて,各 変数 の リテラルが1個 だけ含 まれ てい る積項 を

最小項 とい う.関 数 ∫ に包含 され る最小項 を ∫の最小項 とい う.∫ の最小項 の集 合 を

MTげ)で 表す・ また,η ∈MT(ノ)と し・ ηおよび ηを包含す る積項 の集合 を9(の で

表す.(2@)は2π 個 の要素か らな る.

[補題5.13]η 変数 関数 ∫において,"∈MT(の とす るとき,

γ(∫)=1十min
q∈Q(u){丁(∫㊦q)}

で ある.
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(証 明)∫ のESOPを σ とす る.σ の積項の少 な くと も1つ は,(2@)の いず れかの

積項(Pdと す る)と 一致す る.(7の 積項 の うち,P`以 外 の積項か らな るESOPをEと

す ると,σ=p葦 ㊥Eと 表現で きる.こ れ より,

7(∫)≦ τ(σ)=1十 τ(H)

を得 る.∬ の表現す る関数 は,pε ㊦ ノ と表 され るので,

・(∫)≦1+・(P、 ㊦ ∫)(5・43)

を得 る.式(5.43)は,す べて のp,∈(2@)に ついて成立す るので,

・(∫)≦1+
,臨){・(∫ ㊥P・)}(5・44)

を得 る.次 に,∫ のMESOPをKと す る.Kの 積項の1つ は9@)の いずれかの積項

(pゴとす る)と 一 致す る.こ の場合,1(の 積項の うち,Pj以 外 の積項か らな るESOP

は関数 ∫epゴ を表現す る.ま た,KはMESOPで あるため,∫(Dpゴ のMESOPの 積項

数 が最小 とな るようにp3が 選 ばれてい る.従 って,

・(∫)≧1+
,黙){・(∫ ㊦P・)}(5・45)

が 成 立 す る.式(5.44),式(5.45)よ り,補 題 を得 る.(証 明終)

[定義5.6]L1,取,L21,五22,L31を そ れ ぞ れ,定 理5.4,補 題5.7,定 理5.5,系

5.2,補 題5.11で 定 義 され た値 とす る.こ の とき,

L_(∫)=max{L・,L・,L・ ・,L22,L・ ・}

とす る.

[定理5.6]η 変 数 論 理 関数 ∫ にお い て,

γ(ノ)≧ 五α1

が成 立 す る.こ こで,

五㎝ 一1+濃 瀦
)[,留 昌){五…(q㊤ ∫)}]

で あ る.
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(証 明)補 題5.13よ り,あ る η∈ ル∫T(ノ)に 対 して,

・(の=1+min{ア(∫ ㊦q>}
q∈Q(の

が 成 立 す る.ま た,定 義5.6よ り,

T(∫ ㊦q)≧L_(畑q)

を得 る.こ れ よ り,

τ(∫)≧1十min{L鵬 τ(∫㊥q)}(5.46)
q∈Q(の

を得 る.式(5.46)は,す べての η∈ルfT(∫)に ついて成立す るので,定 理を得 る・

(証明終)

定理5.6に よ り,下 界の値を1増 やせ る可能性がある.

[注意5.2]∫ が一般 の η変数 関数の場 合,"と して の候補 は1∫1(∫ の最小項 の個数)

だけあ る.ま た,"を 包含す る積項 数は2π 個 ある.従 って,qの 候補 と して は,最 大

3π一2π+げ1個 調べ る必要があ る.ノ が対称関数 の場合,η と しては,"の キ ューブの

各重み について調べれ ばよいので,高 々 η+1個 である.

[補題5.14]η 変数対 称関数 を表現す るESOPの 積項数の下界 を定理5.6に よって求 め る

場合,qの 候補 と しては,高 々(η 十1)(η+2)/2個 の積項 を調べれば よい.

(証 明)積 項gづ のキ ューブ表現を,

(00。・・011…1-一 ・。。一一 一 一)
α6c

とす る・ ここで,α,6,cは 非負の整数 で,α+6+c=η を満たす.対 称 関数 で ある

か ら,変 数 を置換 したキ ュー ブは調べ る必要 はない.従 って,調 べ るべ き異 な るキュー

ブの個数 は,

『0,1,一 の三つの文字か ら,重 複 を許 して η個 とる組み合わせの個数 』

に等 しく,

偉2)一(・+1)(・+2)/2

とな る.(証 明終)
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【例5.3]4変 数 対 称 関 数 の 場 合,η の 候 補 の キ ュ ー ブ 表 現 は,

(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)

で あ る.qの 候 補 の キ ュ ー ブ 表 現 は,

(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,0,一),(0,0,1,一),(0,0,1,1),

(0,0,一,一),(0,1,1,1),(0,1,1,一),(0,1,一,一),(0,一,一,一),

(1,1,1,1),(1,1,1,一),(1,1,一,一),(1,一,一,一),(一,一,一,一)

の15通 り で よ い.(例 終)

定 理5.6を 用 い て 下 界 を 評 価 す る 場 合,一 般 の η 変 数 関 数 ∫ で は,0(3π)個 の 場 合 を

調 べ る 必 要 が あ る が,対 称 関 数 の 場 合 は,0(η2)個 と な り,計 算 時 間 の 大 幅 な 削 減 が 可

能 で あ る.ま た,q`・ ∫=0と な る 積 項q,に 対 して は 調 べ る必 要 は な い.

次 の 系 は,補 題5.13,定 理5.6の 拡 張 で あ る.

[系5.3]η 変 数 関 数 ∫ に お い て,u1,η2∈M(∫)と す る と き,

・(∫)=1+
,謁 遮)[1+,識 島){丁((∫ ㊥P)㊥q)}]

で あ る.

[系5.4]η 変 数 関数 ∫ に お いて,u∈1匠 げ)と す る とき・7(の ≧ 五・・が 成 立 す る・ こ こ

で,

L・・一'+
。聯)[,魏)[1十maxη1∈M(∫)[,鵬){五 …((畑p)㊥q)}]]】

であ る.

系5.4に よ り,下 界の値 を更 に1増 やせ る可能性 があ る・但 し・一般 関数 の場 合,積 項

P,qの 組 み合 わせ が非常 に多 くなるので,適 用 は困難であ る・与え られた関数 ノが対称

関数 の場 合,9=ノepの 下 界の評価 には対称性を利用 して計算手順 を削減で きるが,

関数9は 対称 関数 とは限 らないので,9㊥qの 下界 の評価 には対称性 を利用で きない・
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5.2.2多 出力ESOPの 積 項 数 の下 界

本 節 で は,多 出力 関数 を 表 現 す るESOPの 積 項 数 の 下 界 を 評 価 す る方 法 に つ い て 検 討

す る.

[定義5.7]写 像 ∫:A× 、P2×… ×Pπ → β,君={0,1,…,P、-1},β={0,1}を 多

値 入 力2値 出力 関 数 とい う.

[定義5.8][37]多 値 入 力2値m出 力 関数 を

ゐ(X1,X2,…,Xπ)(乞=0,1,…,m-1)

とす る.こ の とき,

∫(X1,X2,…,Xπ,X叶1)

　　　

=>x辞1・ ゐ(x、,x、,…,x。)
z=0

を多 出力関数(fo,!1,…,漏 一1)の特性 関数 とい う.こ こで,Xπ+1は,出 力部を表すm

値変数 であ る.特 性 関数 ∫ で は,入 力 と出力 の組み合わせが,元 の多 出力 関数 で許 され

るとき,∫=1と な り,許 されない とき,∫=0と なる.

[定理5.7][47]多 出力関数 を表現す るAND-EXOR型PLAの 最 小化は,こ の関数 の特

性関数 のESOPの 最小化 に対応す る.

[注意5.3]多 出力回路の場合,各 出力関数 を実現す る回路 を別 々に最 小化 して も,全 体

と して最小 の回路が得 られる とは限 らない.多 出力回路 を最小化す るには,す べて の 出

力を 同時に考慮 す る必要 があ る[51].定 理5.7は,多 出力関数を表現す るAND-EXOR型

PLAの 積項数 を最小化す るには,多 出力関数の特性 関数のESOPを 最 小化す れば よい こ

とを意 味す る.従 って,多 値 入力2値1出 力 関数 のESOPの 最 小化 を考 えれ ば十 分で あ

る.

[定義5.9]多 出力関数 の特 性関数を表現す るESOPを,多 出力関数 を表現 す るESOPと

い う.
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表5.2多 出 力 関 数

¢、 ⑳2メ 。 ∫、 ∫2

00010

01001

10001

11110

表5,3特 性 関 数

¢1¢2×3∫

0000

0011

0020

0100

0110

0121

1000

1010

1021

1101

1111

1120

[例5.41表5.2は,2値2入 力3出 力 関数(プ も,∫1,∫2)を 示 して い る.各 出力 関数 のESOP

を別 々 に簡 単 化 す る と,

∫。=∬ 、¢、,∫、=¢ ・師2,f2=偲 ・㊦ ¢2

とな り,積 項 は,銑 ¢2,∬1,∬2,あ の4個 必 要 で あ る・一 方 ・ この 関数 の 特 性 関数 は 表

5.3の よ うに な る.特 性 関数 ∫ のMESOPは,図5・1の カル ノー 図 よ り・

∫ 一 。、。、㊥x!2}e露 、記、Xぎ1・2}

と な る.従 っ て,各 出 力 関 数 のESOPは,

ん=∫(X,=0)=¢ ・τ・

∫1=∫(X3=1)=記1∬2㊦ 諺1房2
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κ1κ2

00011110

0'1

×3111

211

図5.1特 性関数のカルノー図

∫2=∫(X3=2)=解2㊦1㊥ あ、記2

となる.こ の場合,三 つ の関数 を実現す るAND-EXOR型PIAの 積項は ,銑 ∬2,商 あ,1

の3個 で よい.(例 終)

[補題5.15]Mを 有 限集合 とし,α をMの べキ集合 ア(M)を 定義域 とす る任意 の実数

値 関数 とする.更 に,1:P(M)×P(M)→Eを,

・(・4,β)一{1:認ll鷺:

に よ り定 義 す る.こ の と き.

Σ Σ1(・4,B)α(β)=21Ml　 1Σ α(A)
4∈P(M)一{の}B∈P(M)一{o}4∈P(M) 一{の}

が成立 す る・ ただ し・有限集合 θ に対 して,131は3の 要素の個数 を表 し
,集 合Xと

yに 対 して,X-yは,Xか らyを 引いた差集合 を表す.

(証 明)任 意の 、4∈7)(M)一{の}に 対 して,

Σ1(A,B)
jB∈ア(ルf)一{の}
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は,

((ルf一4)の 部分集合 の個数)×(奇 数個 のAの 要素か らなる集合の個数)

と表現で きる.こ れ よ り,

講{,}・(AB)-21副(区 暴)ρ」(21奪11)

を得 る.こ こで,Lη 」は,η を越えない最大の整数 である.

L(1川一1

Σ
1ニ0)/2」(21奪11)-21・ ト・

な の で[27],

Σ1(Aβ)=21Ml-1(5・47)
β∈ア(M)一{の}

とな る.式(5.47)は 任意 の 五 に対 して成立するので,

Σ Σ1(.4,B)α(β)=Σ Σ1(B,且)α(A)
ノ1∈P(M)一{の}B∈7》(M)一{の}B∈ ア(M)一{の}ノ1∈7)(M)一{の}

一 講

{、}(轟{、}・(Aβ))α(A)

=2圃 一1Σ α(且)

ノ1∈P(M)一{の}

が成 立 す る.1(・4,B)=1(B,・4)に 注 意 され た い ・ これ よ り・補 題 を得 る・(証 明 終)

[例5.5】

1).Mニ{0,1}の と き,

1({0},{0})α({0})+∬({0},{1})α({1})+1({0},{0,1})α({0,1})

+1({1},{0})α({0})+1({1},{1})α({1})+1({1},{0,1})α({0,1})

+1({0,1},{0})α({0})+1({0,1},{1})α({1})+1({0,1},{0,1})α({0,1})

=2[α({0})十 α({1})十 α({0,1})].

2)M={0,1,2}の と き,

1({0},{0})α({0})+1({0},{1})α({1})+1({0},{2})α({2})

+1({0},{0,1})α({0,10})+∫({0},{0,2})α({0,2})+1({0},{1,2})α({1,2})

+1({0},{0,1,2})α({0,1,2})+1({1}・{0})α({0})+1({1},{1})α({1})
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十1({1},{2})α({2})十1({1},{0,1})α({0,1})十1({1},{0,2})α({0,2})

+1({1},{1,2})α({1,2})+1({1},{0,1,2})α({0,1,2})+1({2},{0})α({0})

+1({2},{1})α({1})+1({2},{2})α({2})+1({2},{0,1})α({0,1})

+1({2},{0,2})α({0,2})+1({2},{1,2})α({1,2})+1({2},{0,1,2})α({0,1,2})

十1({0,1},{0})α({0})十1({0,1},{})α({1})十1({0,1},{2})α({2})

+1({0,1},{0,1})α({0,1})+1({0,1},{0,2})α({0,2})+1({0,1},{1,2})α({1,2})

+1({0,1},{0,1,2})α({0,1,2})+1({0,2},{0})α({0})+1({0,2},{1})α({1})

十1({0,2},{2})α({2})十1({0,2},{0,1})α({0,1})十1({0,2},{0,2})α({0,2})

十1({0,2},{1,2})α({1,2})十1({0,2},{0,1,2})α({0,1,2})十1({1,2},{0})α({0})

十1({1,2},{1})α({1})十1({1,2},{2})α({2})十1({1,2},{0,1})α({0,1})

十1({1,2},{0,2})α({0,2})十1({1,2},{1,2})α({1,2})

十1({1,2},{0,1,2})α({0,1,2})十1({0,1,2},{0})α({0})十1({0,1,2},{1})α({1})

十1({0,1,2},{2})α({2})十 ∫({0,1,2},{0,1})α({0,1})十1({0,1,2},{0,2})α({0,2})

十1({0,1,2},{1,2})α({1,2})十1({0,1,2},{0,1,2})α({0,1,2})

=22[α({0})十 α({1})十 α({2})十 α({0,1})十 α({0,2})十 α({1,2})十 α({0,1,2})]

[定 理5.8]多 値 入 力 関 数 を,

∫(・、,・、,…,・ 、,y):-8た ×M→B,M={0,1,…,m-1},β={0,1}

と す る と き,丁 げ)≧ ゐmが 成 立 す る.こ こ で,

Lm=2-m+1Σ ・(∫(・五)),

A∈ア(M)一{の}

∫(:4)=Σ 油 ∫(ly=乞),
ゴ　ノよ

7)(M)は,Mの べ キ集合,∫(ly=の は,∫ において,yの 値を 乞に固定 して得 られ

る関数で ある.

(証 明)∫ のMESOPを

F=Σey4σ(且)(5.48)

ノ1∈P(M)一{の}

とす る・ こ こで,σ(孟)は ・ ω1,ω2,…,隔 だ けか らな るESOPで あ る.式(5.48)に お い

て,変 数yに 定 数 乞を 代入 す る と,

F(ly=の=Σ ㊦ σ(H)

づ∈H∈P(M)一{の}
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を得 る.上 式 と ∫(:・4)の 定 義 よ り,

∫(:、4)=Σ ① Σeσ(H)=Σ ㊥ σ(E(4))(5・49)
釜∈ノ監`∈H∈P(M)一{の}E(沌)∈ ア(M)一{の}

ここで,E(A)は,・4の 要素 を奇数個含む集合,と 変形で きる.式(5.49)の 積項 数 に関

して,

・(∫(・孟))≦ Σ ・(σ(E(A)))

E(4)∈ア(M)一{の}

を得 る.こ れ よ り,

Σ ・(∫(・A))≦ Σ Σ ・(σ(E(A)))(5・50)
A∈ア(ルf)一{の}4∈P(M)一{の}E(4)∈ ア(ハ4「)一{の}

が 成 立 す る.と こ ろ で,補 題5.15よ り,

Σ Σ ・(σ(E(孟)))=2　 1Σ ・(σ(孟))
ノ1∈ア(M)一{の}E(A)∈P(ル1)一{の}4∈ ア(M)一{の}

が成 り立 ち,ま た式(5.48)の 積項数 に関 して,

・(ノ)=Σ ・(σ(蓋))

A∈P(M)一{の}

が 成 立 す る ので,式(5.50)よ り,

Σ ・(∫(・孟))≦2　 1・(ノ)
ノ1∈ア(M)一{の}

を得 る.こ れよ り,定 理が成立す る.(証 明終)

定理5,8は,多 値 入力関数 のESOPの 積項数 の下界 を与え る・注意5・3よ り,定 理5・8の

変数yを 多 出力関数 の出力部を表す多値変数 と考え ることによ り・定理5・8を・多 出力関

数のESOPの 積項数 の下界の評価 に利用できる・ また,与 え られた関数 が2値 入力多 出力

関数の場合,関 数 ∫(:、4)は2値 入力1出 力関数 となるので・ ∫(:・4)のESOPの 積項数の

評価 には下界 五1,現,L21,五31,五 πが利用できる.

[系5.5]η 入力 柵 出力 関数

ル βη→ β(2=0,1,…,m-1)

の特性 関数 を ∫ とす るとき,次 の関係が成立す る.

m=2の とき,
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7-(∫)≧2-1[γ(五))十7-(∫1)十 丁(110(E)∫1)]

m=3の と き,

。(∫)≧2-・[・(ん)+・ ㈲+・(ゐ)+・(ん ㊥五)+・(∫ 。㊦∫・)+・(五 ㊥∫・)+・(∫・㊦五 ㊦∫・)]

m=4の とき,

丁(∫)≧2-3[丁(表))十7-(∫1)十 τ(∫2)十r「(ノ6)

+・(1b㊦ ∫、)+・(ん ㊦ ∫、)+・(ゐ ㊥ ん)

十 丁(∫1㊦ ∫2)十 丁(∫1eん)十 γ(∫2(∋∫3)

十 τ(∫0① ∫1㊥ ∫2)十 丁(ん ① ム ㊥ ∫3)

+・(∫o① ∫2㊦ ゐ)+・(∫ 、① ∫・eゐ)

+γ(ゐe∫ 、e∫2㊥ ∫3)】・

[補題5.16】 多 値 入 力 関数 を,

∫(ω1,¢2,…,¢ た,y):β た×M→B,M={0,1,…,m-1}・ β={0,1}

と し,"∈MTげ)と す る とき,γ げ)≧L。mが 成 立 す る.こ こで,

五。m=1+min[max{偏(∫ ㊦9)}],
q∈Q(の り∈MT(∫)

Lm。(∫)は,関 数∫に対す る下界五ηの値

である.

[注意5.4]補 題5.16は,定 理5.6の 多値入力関数へ の拡張であ る.こ れに よ り,下 界 の値

を1増 やせ る可能性が ある.

以 上の議論 よ り,多 出力関数 を表現す るESOPの 積項数 の下界は,次 の方法 によ って

得 られ る.

[アル ゴ リズム5.2]<2値 入力多 出力関数 のESOPの 積項数の下界)>

1)与 え られた多 出力 関数の特性 関数を求める.

2)特 性 関数 のESOPの 下界 五。肌 を求 め,与 え られた多出力 関数 のESOPの 下界 とす る.

(ア ルゴ リズムの説明)

下界 五。。、を評価 す る とき,関 数 ∫①qのESOPの 積項 数 の下 界を評価 す る必 要 があ る

(補題5.16参 照).関 数 ノ㊦qのESOPの 積項数 の下界の評価 には,定 理5.8(系5.5)を 用

い る.系5.5に おける各部分関数は,2値 入力1出 力 関数で あるの で,こ の1出 力 関数 の

ESOPの 積項数の下界は,五21,L31,塩,五 ηを用いて評価 し,そ の最大値 とす る.
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5.3ESOPの 簡 単 化 ア ル ゴ リ ズ ム

現 在 迄,5変 数 以 下 の 任 意 の2値 入 力1出 力 関数 を 表 現 す るESOPは,テ ー ブル 探 索

に よ り高 速 に得 る方 法 が確 立 さ れ て い る.し か し,変 数 の個 数 が6以 上 の 場 合 や 多 出 力

関数 の 場 合 は,こ れ らを表 現 す るMESOPを 効 率 良 く求 め る方 法 は確 立 され て い な く,

一 般 に は ,ヒ ュー リス テ ィ ッ クな ア ル ゴ リズ ム に よ って 簡 単 化 が行 わ れ るが,簡 単 化 結

果 の 最 小 性 は 保 証 さ れ な い.そ こで,前 節 で検 討 した,与 え られ た 関 数 のESOPの 積 項

数 の 下 界 の 評 価 法 と,5変 数 以 下 の 関数 のMESOPの 表,及 び,ヒ ュー リス テ ィ ッ クな

簡単 化 アル ゴ リズ ムEXMIN2[47】 を 組 み 合 わせ る こ とに よ り,ESOPの 簡 単 化 ア ル ゴ リ

ズ ムが 得 られ る.

[アル ゴ リズ ム5.3]<2値 入 力1出 力 関数 のESOPの 簡 単 化>

simpn(η ・η駕mうer・ ノ吻 撹8,∫ ・E30・P)

{

if(η ≦5)thenreturnルfE30P∫or∫;

f・r(・〃吻 冠掬 αr励1e5¢ ∂{

Expand∫into房1プ 董o∈D砺ノ≧1,

wh・ ・eゐ。=ノ@歪=0),五 、=ノ(銑=1);

瓦o=simpn(η 一1,ゐo);

瓦1=simpn(η 一1,∫`1);

瓦2=simpn(η 一1,∫1・o㊦∫狂);

σ沁=eXlnin2(記 遇o㊦ 記遇1);

θ21=exnlin2(1㌃o(D∬ ぜ君2);

σ、2=exmin2(∬1・1㊥ 面2瓦2);

}

returnσ 鳶ゴwhere

・(G、ゴ)一 面 ・[mi・{・(α ・),・(α・),・(α2)}];
z

}

exmi。2(∬ ・E30P){・et・ ・n・蜘 脚E30P∫ ・・F6〃E朋IN2;}
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(アル ゴ リズムの説 明)

1)EXMIN2は,ヒ ュー リス テ ィックな簡 単 化 アル ゴ リズ ムで あ るた め,与 え られ た

ESOPの 形 によ り,簡 単化結果 が異 なることがある,こ の為,与 え られたESOPを

諺露 。㊦∬ノ㌃、,瓦。肋 遇2,瓦 、㊥ 記泥2

の3通 りに展開 した ものをそれぞれ簡単化 し,そ の中で最 も積項数の少ないESOPを 簡単

化結果 として採 用 している.

2)与 え られた関数が対称 関数の場合 は,1つ の変数で展開す ればよい.

1出 力関数 のESOPの 簡単化 アル ゴ リズム5.3を 用い ると,多 出力 関数 のESOPの 効率

の良い簡単化 アル ゴ リズムが得 られ る.

[アル ゴ リズム5.4]<2値 入力多出力関数のESOPの 簡単化>

1)各 出力関数 のESOPを アルゴ リスム5.3で 別 々に簡単化す る.

2)1)で 得 られたESOPを 用いて,与 え られた多 出力関数 の特性関数 のESOPを 得 る・

3)2)で 得 られた特性 関数のESOPをEXMIN2で 簡単化す る.

アル ゴ リズム5.3,5.4及 び前節 で検討 した,与 え られた関数 を表現す るESOPの 積 項

数 の下界 の評価法を用 いると,ESOPの 最 小性 を保証 す るアル ゴ リズムが得 られ る.

[アル ゴ リズム5・5]<ESOPの 最小性保証>

1)与 え られた関数を表現す るESOPの 積項数 の下界を求 め,こ れをLBと す る.

2)与 え られた関数 を表現す るESOPを アル ゴ リズム5・3(単一 出力 関数 の場合),ま たは,

アル ゴ リズム5.4(多 出力関数 の場合)で 簡単化す る.簡 単化 したESOPの 積項数を 丁、とす

る.

3)も し 五8=丁 。な らば,簡 単化 したESOPは 最小解で あ る.も しL.β ≠7、 な らば,簡

単化結果 の最小性 は保証 され ない.

5.3.1実 験結果

表5.4は,4変 数 以下 の関数 のMESOPを 用 いて,5変 数LP同 値類 代表 関数 のESOP

を,前 節で述べ た簡単化 アル ゴ リズムによ って簡単化 を行 い,簡 単 化 したESOPの 積項

数 とそれ に よって実現で きるLP同 値類 代表 関数 の個数 お よび関数 の総 数 を示 す2.ま

25変 数関数のMESOPは 前章において既に求められている.
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た,各 下界 による簡単 化結 果の最小性の保証の割合 も示す.ま た,表5.5は,簡 単化 の際

に評価 した各種下界 の平均値の比較,お よび,五21,ゐ31,ゐ 。1で該 当す る下界のみが最

大 とな る同値類の個数 を示す.こ れ らの結果か ら次 のことが言え る.

1)MESOPの 積項 数が6以 下 の場 合 は,簡 単化結果の最 小性 は,ほ ぽ100%保 証 で き

る.

2)全5変 数 関数 の約98%に 対 して,最 小 性の保証ができた.

3)各 種下 界の比較 は,L。1が 最大 とな る.ま た,L21,L31,五1の 比較 で は,平 均

す る と,Ll>ゐ21>L31と なるが,特 定の関数 に対 しては,下 界の大 きさが この

順 とな らない こともあ る.ま た,与 え られた関数 の下界 の評価 には,五21,ゐ31,

L1の すべてが必要であ ることが明 らかになった.

表5.6は,2値7入 力1出 力 関数 をEXMIN2に よ って簡単化 した ときの積項数 と,各 種

下界の比較 を示 す.こ れ よ り,下 界の比較は,平 均 す ると,現 〉 叛 俵=2)〉 五21>

玩(ん=3)〉 玩(た=4)>L31と な る.し か し,関 数 によっては,下 界の大き さが この順

とはな らない場合があ る.

表5.7は,10変 数以下の2値 入力1出 力乱数 関数をアルゴ リズム5.5に よって簡単化 した

結果 を示す.こ れ よ り,10変 数 関数では,積 項数が15程 度 までのESOPの 最ノ1牲の保 証

がで きるこ とがわか る.

表5.8は,各 種下 界 を6変 数対称 関数 によって評価 した結果 を示す・L。1の 評価 に よ

り,27個 の関数 の下界 が改善 でき,五 。2の評価 によ り,更 に32個 の関数の下界が改善で

きた.表5.9は,6変 数対称L同 値類代表 関数 を簡単化 した結果 を示す・32個 の代表 関数

の うち,23個(全 対称 関数 の65.6%)に つ いて・最小性 の保証 がで きた・表5・10は ・7

変数対称L同 値類代表関数 を簡単化 した結果 を示す・52個 の代表関数の うち・14個(全

対称関数 の21.9%)に ついて,最 小性 の保証がで きた・5B(η,た)関 数 のESOPを 簡単化

した結果 を表5.11に 示す.η=6の 全ての関数 及 び・ η=7・ η=8の 一部 につ いて

最 小解 が得 られ た.表5.12は,最 も積項数 の多 い6変 数 対称 関数3ぞ1,2,4,5}の 下界評価 お

よび簡単化を一般の関数用のプログラムと対称関数用のプログラムで求めたときの計算

時間の比較を示す.こ れより,関 数の対称性を考慮す ると・処理時間を短縮できること

がわかる.
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表5.13は,多 出力乱数 関数 のESOPを 簡単化 した結果 を示す,こ れよ り,6積 項以下 の

ESOPの 場合 は,比 較 的高 い割合で最小解 が得 られ る ことがわか る.ま た,算 術 演算 回

路 のESOPを 簡単化 した結果 を表5.14に 示す,ADR2(2ビ ッ ト加算 回路),INC4

(1を 加算す る回路),MLP2(2ビ ッ ト乗算 回路),NRM2(2ビ ッ トベ ク トル演算 回

路)及 びRDM4(4ビ ッ ト乱数 発生 回路)に つ いては最小性 の保証がで きた・

なお,前 節で検討 した簡単 化 アル ゴ リズム では,ヒ ュー リステ ィ ックな簡 単化 プ ログ

ラムEXMIN2が 用 い られて いる.こ のため,今 後のEXMIN2の 改善 によ り,本 実験結果

が変化す ることがあ り得 る.

5.4む す び

本章 で は,与 え られた関数を表現す るESOPの 積項数 の下 界を評 価す る方法 を示 し・

これを用いたESOPの 簡単化 アル ゴ リズムを与えた.こ のアル ゴ リズムの特徴 は,1)与

え られた関数を表現す るESOPの 積項数 の下界を評価す る.2)簡 単化 結果の最小性 が保

証 された らアル ゴ リズムを停止す る,と い う点にある.

本 アル ゴ リズ ムに よって5変 数 関数を簡単化 した結果,全5変 数 関数の約98%に 対 して

簡単化結果 の最小性を保証す ることがで きた.ま た,1出 力 関数 の場 合,10変 数 で積項

数が15程 度 のESOPな らば,ほ とん どの場合,最 小性の保証が可能であ る.ま た,対 称

関数 のESOPを 簡 単化 した結果,6変 数対称 関数 の65.6%,7変 数対称 関数 の21.9%に

つ いて,最 小解 が得 られた.ま た,多 出力 関数 の場合,算 術 演算回路 の一部 につ いて最

小性 の保証 ができた.

現 在,ESOPの 簡 単化 は ヒュー リステ ィックなアル ゴ リズ ム に よって行 わ れて い

る.し か し,こ れ らのアル ゴ リズム は簡 単化結 果 の最小 性 を保 証 しない.こ の こ とか

ら,本 アル ゴ リズムに よって得 られた簡単化結果 は,従 来 の ヒュー リステ ィ ックな アル

ゴ リズムに よって簡単化 された結果 よ りも信頼性 が高い.
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表5.45変 数ESOPの 簡単化結果

最小1生の保証 された

積 同値 各下界で最小 性の保証 同値 最小 性

項 類 の 関数の総数 された同値類 の個数 類 の 関数の総数 保証 の

数 個数 五21L31L1五 。1個 数 割合(%)

011111111100 .0

1124311111243100 .0

24249484444424949100 .0

319135183619191919191351836100 .0

4137393651901369613713713739365190100 .0

5971545193342886339966971971545193342100 .0

6357223982677641581221320435713571239825221299 .99

72143129929540400112420362036122713801294 .45

8861146074400355050571816849.89

92782400111480.61

total693642949672962627680549267916791421704400098.19



94第5章 下 界 定理 を 用 い たESOPの 簡 単 化 法

表5.55変 数LP同 値 類 代 表 関 数 の 各 種 下 界 の 比 較(平 均)

積 項 数 五21L31LIL。1

1.001.001.001.00
1

000

2。002.002.002.002

000

3.003.003.003.003

000

3.993.704.004.004

000

4.914.354.995.005

001

5,445.025.906.006

5241018

5.815.456.526.957

001063

5.925.927.407.588

0035

6.006.008.508.509

002

平 均5.455.045.946.12

総 数5242119

各 欄 の 下 段 は,五21,L31,ム1の 比 較 で

該 当 す る 下 界 の み が 最 大 と な っ た 同 値 類 の

個 数 を 示 す.
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表5.6各 種 下 界 の 比 較(7変 数 乱 数 関 数)

下 界 の 平 均

積 項 数*)取

L・ ・ 五・・ た
一2た 一3た 一4五 ・

11.001.001.001.001.001.00

21.501.502.002.002.002.00

32.512.503.003.003.003.00

43.523.194,004.004.004.00

54.543.805.005.004.995.00

65.514.555.995.955.765.99

76.505.456.976.766.306.99

87.466.117.837.346.947.97

98.306.758.598.027.488.88

109.077.469.228.587.969.60

119.808.099.989.188,4610.34

1210.428.6710.609.718.9211.10

1310.959.1411.2010.249.3711.74

1411.379.5611.7510.709・7912・33

*)簡 単 化 し たESOPの 積 項 数
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表5.71出 力 乱 数 関 数 の 簡 単 化(最 小 性 保 証 の 割 合(%))

積 項 数*)η=6η=7η=8η=9η=10

1100.0100.0100.0100.0100.0

2100.0100.0100.0100.0100.0

3100.0100.0100.0100.0100.0

4100.0100.0100.0100,0100.0

5100.0100.0100.0100.0100.0

6100.0100,0100.0100.OlOO.0

7100.099.2100.0100。0100。0

897.398.2100.0100.OlOO.0

989.390.6100.OlOO.0100.O

lO78,766.695.2100.0100.0

1143.736.593.396.2100.0

120.011.472.295.8100.0

133.760。091.3100.0

140.58.080,0100.0

150.00.045.8100.0

160.00.023.583.3

170.00.00.083.O

l80.00,00.066.0

190.00.00.09.1

200.00.00.00.0

*)簡 単 化 したESOPの 積 項 数

注)空 欄 は,該 当 す る 積 項 数 の 乱 数 関 数 が

得 られ な か っ た こ と を 示 す.
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表5.8下 界の比較(6変 数対称関数)

該 当す る下界が最大

下界 とな る関数の個数 平均下界

1}2178.83

L3147.06

ゐ16910.10

Lん(た=2)89.37

Lκ(ん=3)88.02

Lα19610.27

五α212810.53
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表5.96変 数対称関数 の簡単化

代表関数 驚 五
…清 昇 五。2積項数

36{}10000

36{o}31111

36{1}36666

5'6{2}611111111

36{3}ll2121212

θ6{o,1}36666

36{o,2}611111111

36{o,3}313131313

56{o,5}67777

36{・,3}310111112

36{1,4}613141414

36{2,3}311111212

36{2,4}68888

5「6{o,1,3}611111213

36{o,1,4}613131314

36{o,15}610111112

36{o,2,3}612121313

θ6{o,2,4}67777

56{o,2,6}611111212

θ6{1,2,4}311121213

36{1,2,5}611111212

36{o,1,2,4}611121213

36{o,1,2,5}612121213

5'6{o,1,2,6}612121212

36{o,1,4,6}212121314

36{o,2,4,5}310111112

5F6{1,2,4,5}114141515

36{o,1,2,4,5}314141414

5r6{o,1,3,4,6}214141515

36{o,2,3,4,5}38888

36{1,・,・,・,・}13333

56{o,12,3,4,5}32222
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表5.107変 数対称 関数の簡単化

代表関数 鷺
_下 昇 。2積項数

3{}10000

5`7{o}31111

37{1}67777

37{2}614141415

37{3}617171821

37{o,3}618181822

37{o,5}615151516

37{1,2}314141414

37{1,3}616171821

37{1,4}320212125

37{1,6}312131314

37{2,4}313141415

5F7{2,5}320212125

57{3,4}315161616

37{o,1,2}314141414

37{o,1,3}617171822

37{o,1,4}320202024

37{o,1,5}616171820

57{o,1,6}612131314

37{o,1,7}68888

37{o,2,4}312131314

37{o,2,5}620212125

37{o,2,6}616171821

37{o,2,7}615151516

5「7{o,3,4}615151515

57{o,3,5}613141415

37{o,3,6}621212225

37{o,3,7}618181923

37{o,5,6}615151515

37{1,2,4}617181821

5'7{1,2,5}617181821

57{1,2,6}617171821

θ7{1,3,4}618191922

37{1,3,5}68888

37{o,1,2,5}618181922

37{o,1,2,6}618181921

37{o,1,3,4}618191923

37{o,1,3,5}69999

57{o,2,3,6}616161617

57{1,2,3,5}618181923

57{o,1,2β,5}617181822

5「7{o,1,2,3,6}617181923

57{o,1,2,4,7}217181821

37{o,1,3,4,7}618181921

57{o,1,3,5,6}313131415

57{o,1,4,5,6}617171821

57{o,2,3,4,7}618181822

57{o,2,3,5,6}321212227

37{o,3,4,5,6}315161616

57{o,1,2,3,5,6}619191923

37{・,・,・,・,・,・}13333

37{o,1,2,3,4,5,6}32222
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表5.113β(η,陶 の簡単 化

下 界

η た 積項 数
Lm。 τ 五。1五 。2

616666

6211111111

6312121212

717777

7214141415

7317171819

81888

82181821

83242432

84252638

表5.12計 算 時 間 の 比較(CPUtime(sec))

一 般 関数 用 対 称 関数 用

計 算 の 種類 プ
。 グ ラ ム プ 。 グラ ム

簡 単 化14.52.3

下 界L。116.11。7

下 界 五。210320361

(HP9000/720に よ る)
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表5.13多 出 力 乱 数 関 数 の 簡 単 化(最 小 性 保 証 の 割 合(%))

4入 力5入 力6入 力

積 項 数*)出 力 数 出 力 数 出 力 数

234562345623456

3100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0

4100.096.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.0100.OlOO.0

5100.091.596.093.3100.095.8100.0100.092.9100.0100.0100.0100.0100.0100.0

689.878.679.276.959.195.484.2100.090.061.5100.0100.0100.0100.0100.0

739.053,858.630.420.085.756.564.735.346.7100.0100.091.7100.0100.0

82.95.00.00.00.060.031.842.10.017.6100。0100.081,392.9100.0

90.00.00.00.00.03.40.00.00.094.470.086.776.970.6

100.00.00.00.00.00.00.00.052.237.564.347.141.7

110.00.00.00.00.00.026.733.39.14.730.0

120.00.00.00,016。74,80.00.0

130.00.00.00.00,00.00.00.0

・)簡 単 化 し たESOPの 積 項 数

注)空 欄 は,該 当 す る 積 項 数 の 乱 数 関 数 が 得 ら れ な か っ た こ と を 示 す.
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表5.14算 術演算 回路 のESOPの 最小化

回路 入力 出力 積項 下界

ADR24377

加算回路ADR3641513

1を 加算INC44577

す る回路INC6671110

対数LOG444108

計算 回路LOG6663119

MLP24455

乗算 回路MLP3661815

ベ ク トルNRM24377

演算 回路NRM3642117

乱数RDM44466

発生 回路RDM6661512

平方根ROT44387

計算 回路ROT6641714

SQR448128

二乗 回路SQR66122415

ビッ トWGT44398

計数 回路WGT6632219



103

第6章

MESOPの 積項数の上界

6.1ま え が き

任 意の論理関数 は,SOPで 表現 できる.任 意 の η変数関数をSOPで 表現す るために必

要 な積項数 を Φ(η)で表す と,Φ(η)=2π 一1で ある.η 変数パ リテ ィ関数 苅 ㊦¢2e… 鰯

は,Φ(η)個 の積項 を必要 とす るので最 も複雑 な 関数 と言 え る[53,55].一 方,ESOP

も任意 の η変 数関数を表現 で き,そ のために必要 な積項数 を Ψ(η)で 表す.す なわ ち,

Ψ(η)は,最 も複雑 な η変数 関数 を表現す るために必要な積項数 を表す.ESOPの 場合,

η≦5の ときは,Ψ(η)個 の積項数 を必要 とす る関数 は得 られてい るが,η ≧6の とき

は,最 も複雑 な関数 の一般形 は知 られていない.

本章 で は,Ψ(6)=15で あ る ことを証 明す る.ま た,こ の結果 を用 いて,Ψ(η)≦

15・2炉6(η ≧6)で あ ることを示す.Ψ(6)=15で ある ことを証 明す るためには,す べて

の6変 数 関数のESOPを 簡単 化すればよい.し か し,6変 数 関数 は264駕1.8×1019個 存

在す るので,素 直 に簡単化 を実行すれば天文学的な計算 時間が必要 とな る.そ こで,第4

章で導入 したLP同 値関係 によって関数 を分類す ると,対 象 とすべ き関数 の個数 を削減で

きる。 同一 のLP同 値類 に属 す る関数 のMESOPの 積項数 は不変であ る.し か し,6変 数

関数 のLP同 値類 の個数 は,少 な くとも5.5×1011で あ り,す べての代表 関数のESOPを

簡単化す ることもほ とん ど不可能で ある.

ここでは,次 の方法 によ って考慮すべ き関数 の個数 を削減す る.5変 数 関数 のLP同 値

類 代表 関数 のMESOPの 表 は既 に得 られてい る・ この表 を用いて,MESOPの 積項数が

15以 上 とな る可能性 のあ る関数 を生成す る.次 に,こ れ らの関数 のESOPを 簡単化す る

ことによ り,Ψ(6)=15で あ るこ とを証明す る・ Ψ(6)=15を 証 明す るために考慮 した

関数 の個数 は約3×108で ある.ま た,η ≦6の とき,最 も複雑 な関数 の 中に対称 関数

が含 まれ ることを示 す.
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6.2MESOPの 積 項 数 の 上 界

この節 で は,LP同 値類代表関数のい くつかの性質を示 し,こ れを用いて,MESOPの

積項数の上界を効率 よ く求 めるためのアル ゴ リズムを与え る.

6.2.1LP同 値類 代表関数の性質

[補題6.1]関 数 ∫を ∫=輪V垢 と展開 したとき,

7(∫)≦7(ん)+γ(∫1)

が成立す る.

(証明)関 数 ∫は,∫=記 ん ㊦ ω五 と展開できるので,

τ(∫)≦γ(1b)十 τ(∫1)

が成立す る.(証 明終)

[補題6・2]Ψ(η+1)≦2Ψ(η).

(証明)任 意 の(η+1)変 数関数 ノは,ノ=諺 ゐ 〉¢∫1と展 開で きる.ん,∫1は η変

数 関数で あるか ら,

γ(1b)≦ Ψ(η),7'(∫1)≦ Ψ(η)

で ある.補 題6.1よ り,

ア(ノ)≦τ(あ)+τ(ノ1)≦2Ψ(η)

を得 る.(証 明終)

[補題6・3]7(9)=2Ψ(η)と なる(η+1)変 数代表関数9が 存在す る場合,gは,次 式 で

表 され るよ うな η変数 関数 の組 か ら生成 され る(η 十1)変 数 関数 の集合 か ら得 られ る代

表 関数 のいずれか と一致す る.

E={(ん 。ん)1ん∈Ecy㈲,ゐ,∫ ・∈五P(η),

7(あ)ニ γ(五)=Ψ(η)}
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(証 明)τ(9)ニ2Ψ(η)と な る(η+1)変 数 関 数 を9と す る.9を シ ャ ノ ン展 開す る と,

9=垣90V¢91・(6.1)

を得 る.gO,g1は η 変 数 関数 で あ るか ら,

T(9・)≦ Ψ(η),・(9、)≦ Ψ(η)

で あ る.し か る に,

丁(9)≦ γ(90)+7(91),7(9)=2Ψ(η)

で あ るか ら,

T(90)=丁(91)=Ψ(η)

を 得 る.式(6.1)の ∬ を適 当 に選 ぷ と,

90=」 ん(!),91=漁(∫)

とな る.こ こで,!∈ ∬ で あ る。 以上 よ り,補 題 が 成立 す る.(証 明終)

[補題6・4】 γ(uんげ))+丁 σん(の)≧ ア(∫).

(証 明)関 数 ノは 適 当 な変 数 ¢ シ ャノ ン展 開す る と,

∫=諺 ・1ん(∫)V¢ ・uん(∫)

と表 され る.補 題6.1よ り,

丁(∫)≦7(1ん(∫))十 丁(uん(∫))

を 得 る.(証 明 終)

[補題6.5】 オを η変 数 代 表 関数 のMESOPの 積 項 数 とす る.

γ(ゐ)=オ0,丁(∫1)=オ1,オ0+オ1≧ オ

を 満 足 す る(η 一1)変 数 代 表 関数 の組 を(あ,ノ1)と す る・ この と き,η 変 数 関数 の集 合

{(あ ・9)19∈ 槻 γ㈲,(オ ・,孟・),オ・+オ ・≧ 孟,

7(1b)=オo,τ(ノ1)=オ1}(6.2)
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か ら得 られ る代 表 関 数 の 集 合 をHと す る.こ の と き,

五P(η,オ)⊆ 」げ

が 成立 す る.

(証 明)ノ ∈ 五P(η,オ)と す る.あ=読(∫),∫1=1ん(!)と お く と,補 題6・4よ り・

丁(ん)+丁(五)≧ オを得 る.明 らか に(∫oo五)は 式(6.2)の 要素 で あ り,補 題 を 得 る・

(証 明 終)

6.2.2MESOPの 積 項 数 の上 界 を求 め るアル ゴ リズ ム

こ こで は,前 節 で 述 べ た代 表 関数 の性 質 を用 い てMESOPの 積 項 数 の 上 界 を効 率 よ く

求 め るアル ゴ リズ ム を示 す.

[アル ゴ リズ ム6.1]〈 Ψ(η)の 計 算 〉

Ψ(η 一1)の 値 と 五P(η 一1)は 既 知 とす る.

1)オmα の←一一一2Ψ(η 一1).

2)η 一1変 数 関 数 の対 の集 合

P={(ゐ,川 γ㈲+τ(∫ 、)≧ オm。。,

∫b,∫1∈ 五P(η 一1),IEQy(∫1)1≦IEQV「(メo)1}(6.3)

を求 め る.

3)2)の 関数 の対(∫o,五)を 用 いて,η 変 数 関 数 の集 合

17={(メoo9)1(∫b,∫1)∈P,9∈EQy(五)}(6.4)

を 生 成 す る。

4)集 合 ∬ の 関数 のESOPを ア ル ゴ リズ ム5・3を 用 い て簡 単 化 す る.簡 単 化 したESOP

の積 項 数 がす べ て オ_よ り小 さ くな った ら,輪 。-1と して2)へ 行 く.

5)Ψ(η)← 一オmα①・
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(ア ル ゴ リズムの説 明)

1)補 題6.2よ り,Ψ(η)≦2Ψ(η 一1)と お ける.

2),3)補 題6.4よ り,式(6.3),(6.4)で 与え られ る関数 の集合を考慮すれ ば十分で ある・ ま

た,iE(2yげ1)1≦IEQV(ゐ)1と す るこ とによ り,考 慮すべ き関数 の個数 を減 ら して い

る.

4)簡 単化 プ ログラム[21,22,23,24]は,5変 数以下のLP同 値類代表 関数 のMESOPの 表

を用 いて い る,与 え られ た関数 のMESOPの 積項数 の下界 を用 いて,関 数 の一部 につ い

て は簡単化 したESOPの 最小性を保証できる.

5)簡 単化 したESOPの 最ノ」牲 が保証 できない ときは,本 アル ゴ リズムは Ψ(η)の 上 界を

与 え る.

6.3実 験 結 果 及 び 検 討

6.3.1Ψ(6)の 導出

アル ゴ リズム6.1を η=6に 対 して適用 した.

Ψ(5)=9

であ るか ら,補 題6.2よ り,

Ψ(6)≦18

であ る,従 って,任 意の6変 数 関数 は,高 々18積 項 のESOPで 実現 できる・関数 ∫が

∫=砺o∈Dω ∫1

と展 開で きる とす る.任 意 の6変 数関数が高 々15積 項 のESOPで 実現 でき ることを証 明

す るた めには,

τ(∫o)十rr(∫1)≧16

とな る関数 の対(ゐ,五)を 考慮すれ ば十分であ る・すべての関数の対(ん,∫1)のESOPが

高 々15積 項 で実現で きることを示せば,Ψ(6)=15で あることを証 明でき る・ Ψ(5)=9

であ るか ら,表6.1に 示 される場合を考慮すれば十分であ る.
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表6.1Ψ(6)の 導 出

孟肌α¢7-(1も)γ(Jr1)」 ～》!>}オ8言7πP

18993787215

179817568073614

974464L7×10714

168873962
.8×108<15

錦=1{(∫0,∫1)1τ(∫0)+7(∫1)≧fm。 ∫}1

/V∫=1{(ノloo9)19∈E(～y(∫1),IEQI/(∫o)1≧IE(ly(∫1)1}1

ち翻p:MaximumnumberofproductsinthesimplifiedESOPs

1)オ 視。τ=18の とき,簡 単 化 したESOPの 積 項 数 は 高 々15で あ った.簡 単 化 したESOP

の う ち,15積 項 必要 とす るLP同 値 類 代 表 関 数 の16進 表 現 は,

66δ(∫6(14664{」6466δ

で あ る.こ の関 数 の簡 単 化 したESOPの 最 小 性 は 下 界定 理 に よ り,保 証 され た.

2)オ 飢。。=17の とき,ち`即(簡 単 化 したESOPの うち最 大 の積 項 数)=14で あ っ た .

3)偏 。皿=16の とき,

a)γ(ゐ)=9,τ(∫1)=7の と き,孟 。伽p=14

b)τ( .ん)=7(∫1)=8の とき,娠mp≦15

とな った・(こ の 場 合,簡 単 化 の計 算 時 間 を削 減す るた め に,簡 単 化 プ ロ グ ラ ム を

修 正 した・ この た め ・15積 項 必 要 とす る関数 を特 定 で きな か った が,孟m。.=16の

とき は,娠 卿=14で あ る と推 測 して い る.)

以 上 の 結果 よ り,

Ψ(6)=15

で あ る こ とが証 明 され た ・ Ψ(6)を 求 め る ため に 考 慮 した 関数 の個 数 は,約3x108個 で

あ った.補 題6.2と Ψ(6)=15よ り,次 の定 理 を 得 る.
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表6.2最 も複雑 なLP同 値類代表関数 の16進 表現

η
3456

1616686881

6b6bbd6bbdbdd66bbdbdd6bdd6d66b

表6.3最 も複雑 な対 称L同 値 類 代 表 関数

3456

1616686881

97

7e7ee97ee9e9977ee9e997e997977e

[定理6.1]Ψ(η)≦15・2π 一6(η ≧6).

定 理6.1は,従 来 発 表 され て い る値[40,20】 よ りも,よ りタイ トな上 界 を与 え て い る.

表6.2は,6変 数 以 下 の 関数 の 中で,Ψ(η)個 の積 項 を必 要 とす るLP同 値 類 代 表 関数 の

16進 表 現 を示 す.

表6.3は,Ψ(η)個 の積 項 を 必要 とす る対 称 関数 の 対称L同 値 類 代 表 関数 を示 す.

[定義6.1]β=んe∬(∫)を 関数 ∫ の16進 表現 とす る・ この と き・ んeゴ1(β)は ・ β で表

され る 関数 を示 す.

表6.2,表6.3よ り,

ん・ガ1(66)～ ん・・-1(7・)

ん・・一・(666の ～ ん・・一'(7ee9)

ん・ガ1(66δ(16446)～ ん・ガ1(7ee9・997)

ん,・一・(6b646446b446(1666)～ ん・ガ1(7ee9・997・997977・)

で あ る こ とが 明 らか とな っ た.こ れ よ り,次 の定 理 を得 る。
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[定 理6.2]η ≦6の と き,最 も 複 雑 なESOPで 表 現 さ れ る 関 数 の な か に ・ 対 称 関 数 が 含

ま れ る.

6.3.2最 も 複 雑 な 対 称 関 数 の 性 質

こ の 節 で は,最 も複 雑 なESOPで 表 現 さ れ る 対 称 関 数 に つ い て 検 討 す る・

[定 義6.21η 変 数 関 数uれ=uη(∬1,ω2,…,∬ η),uπ="π(ω1,ω2,.　 ,∬π)・ ωη=

ωπ(2コ1,餌2,・.',二じπ)は 次 の よ う に 再 帰 的 に 定 義 さ れ る.

駒(∬1,ω2,…,勾=銑 ・砺_1∈D島 ・ω臼

η歪(∬1,ω2,'",∬ ∂=∬ ぎ'u`-1(1)記 歪'uゴー1(6.5)

ω`(即1,コじ2デ ・㍉ ωi)=銑 ・ωト1㊥ 亀 ・U歪_1

こ こ で,ゴ=1,2,…,η,Uo=0,Uo=ωo=1で あ る.

[注 意6.1]式(6.5)よ り,

んe¢(u3)=7e,んeコ じ("3)==97,んeω(ω3)=e9

んe∬(t44)=7ee9,んe∬(u4)=977e,んe∬(ω4)=e997

んe∬(u5)=7εe9e997,ん ε∬(u5)=977ε7ee9,んe¢(ω5)=e997977e

が 得 られ る.

[補 題6.6]uπ ㊦ 妬(∋ ωπ=0・

(証 明)式(6.5)よ り,

uη ㊥uη ① ω冗=(賜e媒)uπ_1㊤(妬 ㊥ 軌)uπ_1

㊥(¢ π(D媒)ω π_1

=賜 π_1㊦Uπ_1㊥ ω π_1

=tzπ 一2∈E)η7る 一2∈E)ω7L-2

=Uo∈Dηo㊥ ωo=0.

を得 る.こ れ よ り,補 題 を得 る・(証 明終)
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[補 題6.71妬 ～ ωπ.

(証 明)ω π に リテ ラ ル 変 換 ω.→1→ 記.→ ω.を 適 用 して 得 ら れ る 関 数 を 嵯 と す る

と,ω 窺=1・ ωη_1㊦ ωパ ηη一1を 得 る.こ れ よ り,

uπ ∈Dω 窺=ω η・uη_1㊦(1e賜)ω π_1e¢ ガuπ_1

=隔(Uπ _1㊦ ηπ_1㊦ ω几_1)

=0

を 得 る.従 っ て,砺=啄 と な り,補 題 を 得 る.(証 明 終)

[補 題6.8]uη ～ ωπ.

(証 明)t〃.に リ テ ラ ル 変 換 ∬.→ 記.→1→ ∬.を 適 用 して 得 られ る 関 数 を 明 とす る

と,ω 餐=諺 η・ωη_1(D1・u伽1を 得 る ・ こ れ よ り,

"π(Dω 餐 二 媒 ・uη_1㊥@π ㊥1)η η_1e媒 ・ωπ一1

=房 π(uπ_1euπ_1㊥ 定〃π_1)

=0

を 得 る.従 っ て,uπ=明 と な り,補 題 を 得 る.(証 明 終)

補 題6.7,6.8よ り,次 の 補 題 を 得 る.

[補 題6.9]妬 ～uη ～ ωπ。

従 っ て,τ(t碗)=丁@。)=丁(ω 。)と な る ・Suprun[54]は ・ 最 も 複 雑 な 固 定 極 性

Reed-Muller式 を 得 る た め に,3つ の 関 数E。,3m%を 定 義 して い る.

[定 義6.3]η 変 数 関 数Eπ=Eπ(∬1,置2,…,ω の,5η=&(∬1,∬2,…,賜),η=

η(αll,∬2,● 。',ユコπ)は 次 の よ う に 再 帰 的 に 定 義 さ れ る.

凡(・ 、,・、,…,勾=記 ・・R臼 ㊦ 亀 ・&一 ・

5、(認1,ω2,…,¢ の=1云,・71∫_1∈Dτ 乞・.配1_1(6.6)

皿@、,・ 、,…,勾=姫 畠 一・㊥ … 男 一・

こ こで,乞=1,2,…,η,Ro=0,50=乃=1で あ る,
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[補題6.10]瑞 ～ θπ～Zτ.

(証 明)補 題6.7と 同 様 に して 証 明 で き る.(証 明終)

従 って,γ(R。)=T(3の=τ(%)が 成 立す る.η ≦7に つ い て,関 数uπ ・"η ・ ωη・

R。,3π,%を 生 成 して調 べ た結 果,こ れ らの 関数 はLP同 値 で あ る こ とが 判 明 した ・

これ よ り,次 の 定 理 を得 る.

[定理6.3]協 ～ 妬 ～ ωπ～R.～3π ～ 監(η ≦7)。

定理6.3は,任 意 の η につ い て 成立 す る と推 測 され る.ま た,次 の 推 測 を 得 る.

[推論6.1]u.,u.,ω 、は,最 も複雑 なESOPに よ って表 現 され る対 称 関数 で あ る・

[定理6.4][8,401任 意 の η=2丁 変 数 対 称 関数 は,積 項数 が高 々2・3ア ー1個 のESOPで

実 現 で き る.ま た,任 意 の η=2T+1変 数対 称 関 数 は,積 項 数 が 高 々3γ 個 のESOPで 実

現 で き る.

Ψ(η)の 上 界 に つ い て,Coh11,Evenは 次 の推 論 を与 え て い る[4]・

[推論6.2]

Ψ@〉≦([1])・

定 理6,1よ り,こ の推 論 は,η ≦10の 場合 は正 しい こ とが判 明 した.

Ψ(η)の 下 界 に関 して,Evell-Kohabi-Pazは 次 の推 論 を得 て い る[8].

[定理6.5]η が十 分 大 きい とき,

2π
Ψ(η)≧(

ηlog23)

が成立す る.

定理6.4,6.5よ り,Even-Kohavi-Pazは 次の推論を得 ている[8].

[定理6.6]η が十分大 きい とき,最 も複雑 な関数 は対称関数 ではない.

12変 数 以 下の 関数 妬,妬,ω η を生成 し,こ れ らの 関数 のESOPの 簡 単化 を行 っ

た.MESOPの 積項数 の種 々の下界 および上 界を比較 した ものを表6.4に 示す.表6.4中

の7@)の 欄 の不等号で示 した値 は,簡 単化 したESOPの 最 小性が保証 で きなか った こ

とを示 す.
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表6.4MESOPの 積項数の下界および上 界の比較

・@ll乱3)([1】)2ぞ 夢=1識 Ψ@-

323333

436666

5510999

6720181515

7123527≦30≦24

8217054≦60≦45

93612681≦120≦78

1065252162≦240≦137

11118462243≦480≦241

12216924486≦960≦415

6.4む す び

本 章 で は,Ψ(η)の 値 を効 率 よ く評 価 す る アル ゴ リズ ム に つ い て 検 討 し,こ れ を用 い

て,任 意 の6変 数 関数 は,積 項 数 が 高 々15のMESOPで 実 現 で き る こ とを 示 した ・ この

結 果 を用 い て,η ≧6の と き,Ψ(η)≦15・2η 一6で あ る こ とを 示 した・ ま た・ η ≦6の

と き,最 も複 雑 なESOPで 表 現 で き る関数 に対 称 関数 が含 ま れ る こ とを 示 した・ これ ら

の結 果 は,7変 数 以 上 のESOPの 複 雑 度 を評 価 す る際 に有 用 で あ る.
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第7章

結論

7.1研 究 成 果 の ま とめ

本 論文 で は,EXORゲ ー トを用 い た論 理回路 設計の基本 とな るAND-EXOR論 理 式

(ESOP)の 性質 とそ の最小化 法に関す る研 究成果 をま とめた・ まず,4変 数関数 の最小

ESOP(MESOP)を 網羅 的方法 によって求 め,こ れか ら得 られ るMESOPの 一般 的な性質

を明 らか に した.つ ぎに,ESOPの 分類 に有用なLP同 値関係 を導入 し,こ れに よって関

数群を少数 のLP同 値類 に分類 して検討す る方法を提案 した.ま た,LP特 徴ベ ク トルの

概念を導入 し,こ れによ って与え られた関数の属す るLP同 値類 を決定す る方法 を提案 し

た.つ ぎに,与 え られた関数 のESOPの 積項数 の下 界を評価 す る方法 を提案 し,こ れを

用 いたESOPの 最 小化法を与 えた.最 後 に,任 意 の関数 をESOPに よ って表現す るた め

に必要 な積項数 を効率良 く評価す る方 法を提案 し,こ れ によって,必 要 な積 項数 の上界

を与えた.

本研究 によって得 られたお もな成果を以下 にまとめる.

1)4変 数関数をNP同 値類 に分類 し,そ の代表関数 のMESOPの 表 を与 え,任 意 の4変

数関数 は積項数が高 々6のESOPで 実現で きる ことを示 した.4変 数MESOPか ら

得 られ るMESOPの 一般的な性質 について述 べ,こ れ らがESOPに 簡単化 に有用 で

あることを示 した.

2)MESOPの 積項数 が不変 であ るよ うなLP同 値 関係 を提案 し,こ れを用 いて ,5変

数関数を6936個 のLP同 値類に分類 した。次 に,5変 数関数のLP同 値類代表 関数 の

MESOPを 求 め,任 意 の5変 数 関数 は,高 々9積 項 のESOPで 実現で き るこ とを示

した・次 に・論理関数のLP特 徴ベ ク トルを定義 し,そ れが η変数 関数(η ≦5)の

LP同 値類 を一意 的に分類 で きることを示 した.ま た,こ の性質 を用いて,任 意 の
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関数 のMESOPを 高速 に得 る方 法を提案 し,こ の方法を5変 数関数 に適用 し,そ の

有用性 を示 した.

3)与 え られた関数 を表現す るESOPの 積項数の下界を評価す る方法 を示 し,こ れ を用

いたESOPの 簡単 化 アル ゴ リズムを与 えた.本 アル ゴ リズ ムを5変 数関数 に適用 し

た結果,全5変 数 関数 の約98%に 対 して,簡 単化結 果の最小性 を保証 できる ことを

示 した.1出 力関数 の場合,10変 数で積項数が15程 度 のESOPな らば,ほ とん ど

の場合,最 小性 の保証が可能であ る.ま た,多 出力関数 の場合,算 術 演算 回路 の一

部 につ いては,簡 単化結果 の最小性が保証 できることを示 した.

4)任 意 の η関数をESOPに よって実現す るために必要な積項数 Ψ(η)を 効率良 く評価

す るアル ゴ リズムを与 えた.本 アル ゴ リズムに よ り,Ψ(6)=15で あ るこ とを証

明 した.ま た,こ の結果 を用いて,η ≧6の とき,Ψ(η)≦15・2π 一6で あ ることを

示 した.ま た,η ≦6の とき,最 も複雑 なESOPで 表現で きる関数 に対称関数が含

まれ るこ とを示 した.

7.2今 後 の 課 題

本論文 で は,変 数 の置 換 と リテラルの変換 に基づ くLP同 値関係お よび論理 関数 のLP

特徴ベ ク トル を導入 して,5変 数以 下の関数のMESOPを 高速 に得 る方法を確立 した.し

か し,こ の方法 を6変 数 関数 に適 用 した場 合,6変 数関数のLP同 著類 の個数 は,少 な く

と も5.5×1011と な り,非 常 に多い.従 って,本 方法を6変 数以上の関数 に適用す ること

は困難 であ る.新 しい概念 に基づいたESOPの 分類法を検討す る必要 があ る・なお・論

理 関数 のLP特 徴ベ ク トル は,η ≦14の 場合,容 易 に求め られ るので・他の応用が考え

られ る.

また,与 え られた 関数 を表現す るESOPの 積項数 の下 界 と ヒュー リステ ィ ックな簡単

化 アル ゴ リズムを組み合 わせたESOPの 最 小化法を提案 したが・ESOPの 積項数 が大 き

くな ると,最 小性 の保証 の割合が小 さ くな る・ この原 因は・与 え られた関数 のESOPの

下界の評価 が不十分 なためであ り,下 界の評価法 の改善 をす る必要があ る.

また,ESOPの 複雑度 の解析 において,η ≦6の 場合・最 も複雑なESOPの 表現す る

関数 の対称 関数 が含 まれ るこ とを示 した・ しか し・Even-Kohavi-Pazら は・ ηが十分大

きい場合,最 も複 雑 なESOPの 表現す る関数 は対称 関数 で はない との結 論を得 てい る・
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彼 らの結論 の成立す る ηの値 を検 証す ることは興味あ る問題 であ る.ま た,ESOPの 複

雑度 に対す る関数の対称性 の検 討や,最 も複雑 なESOPを もつ関数 の一般形 を検討 す る

ことも,残 された問題 である.
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付録A

4変 数MESOPの 表
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表A.14変 数MESOPの 表

ク ラ ス 代 表 関 数 積 項 数 リ テ ラ ル 数 否 定 形MESOP

weight=O

lOOOOOO10

weight=1

20001141諺 ユ諺2諺3藪4

weight=2

30003131盃1歪2あ3

40006261厨1盃2σ3㊥ 詑1痂2ω4

50018281藪1∬2語3歪4(D盃1露2¢3∬4

60180281①1面2諺3垣4㊥ あ1¢2記3ω4

weight=3

70007261房1置2㊥ 盃1面2¢3の4

80016391歪}1豆}2㊥ 訪1露3記4㊥ 諺112記3記4

90019271諺1あ3あ4㊥ うα丁偲1あ2∬3∬4

1001183101躍1語3あ4∈Dz2♂3盃4(∋ 証1面2¢3ω4

110181271語2あ3あ4(Dあ1偲2∬3澱4

1201823101記1あ2函3㊦ 葱2藪3躍4㊥ 房1¢2∬3∬4

weight=4

13000f121をi1哲2

140017391面1¢2葱3㊥ 諺1盃2記4㊥ 諺1諺3⑳4

15001b261盃}1諺2狙4∈D歪1垣3房4

16001e251露1露2㊥ あ1房3あ4

17003c241ユ}1¢2∈D諺1¢3

180069361房1∬2∈D歪1記3㊥ 面1ゴ}4

1901164121記1記2(D盃314∬1記2あ3歪4㊥ 否1奮2記3ω4

2001193101面3歪4㊥ 忠1忽21云3盃}4㊥ 語1厨2∬3偲4

21011a391歪1あ2記4㊥ ω1露3盃4㊦ ∬2面3歪4

22012c381諺1諺2㊦ 露1房3記4㊥ わα7・"2房3葱4

230168491諺1∬2(D歪1⑦3㊥ 記1否4㊥ 記2あ3盃4

240183391房1¢2ω4㊥ あ1盃3ω4㊥ 歪}2記3房4

250186381房1語2㊥ 否1卯3¢4(D垣2盃3語4

260189261灘1α=3記4㊥ 互}2否3盃4

270198371面1詔3∈D蕾1露4∈D厨2あ3奮4

2801a8381房1記4㊥ ∬1房2歪3㊥ 盃2語3』。4

2903cO261τ1房2房3㊥ あ1竃2忽3

300660483忽1竃3㊥ ω1¢4㊥ 飢2z3∈Dω2の4

-30f99f48記1忽3∈D奮1伍4㊥ 」}2歪4㊥ ¢2面3

3106904101¢1飢3㊥ 偲2⑳3㊥ 飢1諺2ω4㊥ 歪1ω2藪4

32001f261函1否2㊥ 否1記2痂3諏4

33003d382房1㊥ 面1記2ω3㊥ 藪1露2語3ユ ァ4

34006b391房1あ2㊥ 語1記3薩4㊦ 露1ω2否3コ じ4

3501174121歪}1否2㊦ ω1憂}3盃4㊥ ω2あ3否4㊥ 歪1房

36011b391諺3語4㊥ 面1あ2記4㊥ ¢1諾2諺3盃4
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weight=5

37011e381i藪1房2㊥ あ3盃4㊥ 躍1偲2歪3垣4

38012d391歪 …1盃2eあ1あ3¢4㊥ τ1面2歪3あ4

39013c381房1z2㊥ 証1∬3㊥ 置1面2藷3歪4

4001694101面1記2㊥ 盃1飢3㊥ 記1面4㊥ 砂1面2記3諺4

41016a391面1欝4㊥ 訪1⑳2飢3㊥ 飢1廊2歪3記4

420187391厨1垣2㊥ 面1∬3z4㊥ ω1i藪2房3諺4

43018b391面1∬4㊥ ¢2歪3証4e証1τ2置3の4

4401964101房1∬2㊦ 盃1卯3㊥ 盃1狙4㊥ ⑳1盃2面3歪4

450199381あ1¢3(D面1¢4㊥ 皿1盃2垣3あ4

46019a391面1∬4㊥ 房1∬2あ3㊥ ¢1語2諺3露4

4701a9381盃1躍4㊥ 面2歪3e置1記2語3π4

4801aa261記1∬4(D記1面2記3房4

4901ac3101房1歪2z3㊥ 記1飢2置4㊥ 記1記2面3否4

5001e84121諺1∬2(D伍1房3豆4㊥ 偲2厨3盃4e訟1露2ω3皿

5103583101ω1歪2藪3㊥ 盃1飢2房4〔D垣1歪2¢3∬4

5203684111鉛1垣2㊥ あ2∬3㊥51∬3証4㊥ 歪1ω2藷3z4

5303c1391歪}2面3(D¢1躍2z3㊥ 記1房2否3偲4

5406614121面1盃3∈D記1τ2藪4㊥ 盃2面3⑳4㊥ 置1盃2記3

5506624111面1忽3㊦ 歪1⑳4㊥ 豆2飢3面4(D記1歪2盃3⑳4

5606914121置1葱3㊥ あ1置2記4㊥ ¢2歪3記4㊥ 記1垣2卯3盃

5706bO4111¢1証3㊥ ⑳2記3㊥ 記1面2¢4(Dあ1∬2¢3忽4

5816815131勿1記2㊥ 記1ω3〔1)¢1置4㊥ の2記3忽4∈D房1三 云2面3諺4

weight=6

59003f242盃1㊥ 盃1ω2偲3

60006f372を}1㊥ 盃1¢2¢3(D否1ω2諺4

61007e392房1㊥ 藪1¢2¢3¢4㊥ 記1厨2否3記4

62011f381あ1露2∈D置1諺3諺4(Dの2面3垣4

63012f391語1露2記3㊥ 諺1面3ω4① 面2否3房4

64013d371語1の2(D11狙3㊥ あ2面3面4

65013e372房1㊥ 面1記2コじ3㊥ 面2面3秀4

66016b381盃1∬4㊥ 房1記2偲3㊥ 否2垣3垣4

67016e4102房1㊥ 歪1¢2¢3㊥ 葱1卯2歪4∈D諺2垣3房4

68018f3101歪}1房2∈Dτ1あ2あ3語4㊥ 歪1置2¢3の4

690197491面1ω2eあ1記3㊥ 面1τ4㊥ 面2記3歪4

70019b381灘1飢4㊥ あ1∬2房3㊥ 否2垣3否4

71019e4102盃1〔D盃1¢2∬3㊥11⑳2¢4㊥ 面2記3歪4

7201ab251歪1記4(D歪2歪3歪4

7301ad391房1訪2z3㊥ 乏1¢2ω4㊥ 記2面3記4

7401ae372房1㊥ 盃1置2歪4(D語2垣3垣4

7501bc4112記1㊥ 面2菰3㊥ ∬1証2歪3∬4㊥ 藷1忽2ω3¢4

7601e94121ユi1τ2(Dあ3歪}4㊥ ¢1卯2面3露4(D房1露2⑳3z4

7701ea3101諺1皿4(Dz1歪2房3記4㊥ 語1¢2皿3記4
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ク ラ ス 代 表 関 数 積 項 数 リ テ ラ ル 数 否 定 形MESOP

78033c362諺1(Dあ2盃3㊥ 房1¢2の3

790356241諺1盃4㊥ 記2房3

800359363卯1諺2(Dあ1痂4∈D房2ω3

-80fca636歪2記3㊥ 盃1∬4㊥ の1置2

81035a362歪}2〔 ヨ)諺1盃4㊦z1藪2置3

820369371房1の4(D否2否3㊥ 垣1z2ω3

83036a381置1ユ ♪4〔Dz1房2面3㊥ 房1偲2ω3

84036c381記1ω3∈Dω1露2置3㊦ 歪1ω2の4

8503c3251ユ}2哲3㊥ 盃1詔2コ慶3

8603c5373露1ω3∈D諺2房3㊥ 藪1証…2躍4

-86fca337置1②3(Dα ⊇2諺3〔∋ 諺1記2ユア4

8703c6381歪1偲3e記1諺2あ3(D垣1語2ω4

8803d4492露1∈D盃2廊3㊥ 置1偲2の4㊥ 置1砂3z4

8903d8391の1死2垣3㊥ 証1の2諺4∈D露1置3z4

900663482盃3∈Dz1房4㊥ ∬2記4㊥ ¢1⑳2鳶3

910666482ω3㊥ ω4㊥ ω1ω2∬3㊥ ω1餌2ω4

92066941015}1ω3㊥ 房2諺4∈D詔1歪2記3(D垣1認2¢4

930672492面1㊥ 露2房4㊥z1記2面3㊥ 垣1∬3z4

9406784111諺1z2e記1葱2記3㊥ 偲1面2¢4㊥ 露1ω3z4

950693482∬3∈E)房1あ4(D記2飢4㊥ ∬1飢2コ摩3

960696492∬3(D語2ω4∈D記1置2の3㊦ 三云1ω2露4

9706b1492記1㊥ 諺2忽4㊥ 記1盃2ω3㊥ 記1飢3記4

9806b2493ユ}1コ じ2㊦ 面2z3(D置2¢4㊥ 痂1記3」}4

-98f94d49の1¢2㊥ 房2蕾3㊥ 諺2z4〔D記1記3房4

9906b44111あ1偲2㊥ ∬1面2τ3(D記1垣2¢4(D垣1⑳3露4

10006fO381房1ユ コ2㊥ 躍1房2ω3㊥ ∬1語2皿4

10107bO4102¢1㊥ ¢2㊦ 記1歪2∬3ω4(D勿1置2ユ コ3房4

10207eO4102忽1㊥ 置2㊥ 磁1露2の3⑳4(D露1ω2τ3記4

10316685143置1房2㊥ 詑1ω2z3㊦ 房1の2¢4㊥z1厨3訪4㊥ 歪2z3記4

-103e997612の1㊥ 」}2㊥ 盃3e¢4∈Dω
1z2⑳3②4㊥ 語1露2記3房4

10416834101偲1あ4㊦ 房2露3㊥ ¢1の2¢3㊥ ω2甜3ω4

10516864111詔3あ4∈D盃1の2¢3㊥ ∬1の2露4∈D歪2房3ω4

10616895122の1(D¢3∈D語2奮4(∋ ¢1¢2房3コr4㊦ 房1記2¢3諺4

10716984121砂1盃2偲3(D忽1房2π4㊥ 房1記3z4㊥ 偲2否3歪4

10817815123ω1の2㊥ ¢1の3㊦ ∬1置4㊦ 偲2¢3偲4㊥12露3歪4

-108・87・512躍
2師 ・房3㊥ 露・置4師2・3・4㊥ ・2廊4

wejght=7

109007f252訪1㊥ 房1¢2記3労4

110013f382語1∈D房1∬2¢3∈D⑳1面2房3露4

111016f4112露1㊥ 垣1記2ユy3㊥ 諺1忽2記4㊥ ∬1あ2痂3諺4

112017e382訪1㊥ 痂2あ3房4㊥ 露1砂2置3∬4

113019f4112房1㊥ 面lz2諮3㊥ 証1卯2記4㊥ 狙1記2あ3諺4

11401af382歪}ゴ ㊥ 匿1ω2諺4㊥ 記1面2房3あ4
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11501bd4112諺1㊥ 置1あ2あ3㊥ 記2房3皿4㊥ 記1忽2⑭3盃4

11601be382盃1∈D房2証3歪4㊥ 奮1即2¢3恋4

11701eb391盃1τ4㊥ あ2露3記4e盃1⑦2∬3諏4

11801ee372」 …1㊥ 」}3」}4㊦ 偲1⑦2痂3歪4

119033d4102i藪1㊥ 歪2記3㊥ 歪1⑳2皿3(D歪1歪2記3垣

1200357381面1盃4㊦ 歪2¢3㊥ 盃1盃2歪3歪}4

121035b391諺2面3㊥ 正1記2盃4㊥ 記1記2記3飢4

122035e381房1垣4㊥ 房2房3㊥ 歪1記2記3∬4

123036b4112歪2㊦ ¢1痂2磁3㊥ 歪1τ3歪4(D房1皿2哲3記4

124036d4102面1㊥ 盃2¢3e否1あ3面4㊦11記2飢3記4

125036e4102房3㊥ 面1房4〔D記lz2面3(D面1房2記3皿4

126037c372記1㊦ あ2記3㊥ 垣1ω2皿3飢4

12703c7383房1τ3㊦ ユ}2記3㊥ ユ}1諺2皿3z4

-127fc3838ユ=2歪3㊥ 飢1τ3∈D諺1盃2ユ=3の4

12803d5391元1あ4㊥ ∬1痂2記3㊥ 露1∬2②3記4

12903d6381哲1盃4㊥ 歪2記3㊥ 匠1⑳2z3躍4

13003d94102歪1㊥ 」}2面3∈D否1痂2記4(王)垣1∬2房3置

13103dc372面1〔D¢2歪3㊥ 面1記2正3躍4

13206674121記1記3㊥ 置1¢2歪4㊥ 記2竃3垣4∈D記1面2房3コ じ4

133066b5122露3㊥ ⑳1盃4∈Dの2¢4㊥ ユ}1ユ評2」}3㊥ 記1痂2偲3砂4

13406734102盃 …1∈D盃2置3㊥ 偲1露2皿4∈D哲1¢2記3ω4

13506764102元3㊥ 歪2記4㊥ 記1綴2房3〔D置1置2τ3証4

1360679492玩1(D記2記3㊦ 記2π4㊥ 盃1τ2記3τ4

137067a4102面1㊥ 記2¢4㊥ 記1歪2盃3㊥ 記1¢2コじ3記4

13806974111歪2勿3㊥ 房2記4㊥ 証1面3歪4㊥ 記1∬2∬3¢4

13906b34102歪}1㊥ 痂2餌3㊦ ¢1諺2飢4(D記1皿2砂3あ4

14006b54102盃1㊥ 露2¢4㊥ 飢1歪2∬3(D哲1¢2認3盃4

14106b64102房3㊥ 面2房4㊦ 記1詔2諺3㊥ 記1卯2記3の4

14206b9492記1(D歪2皿3㊥ 面2忽4e垣1¢2¢3証4

14306f1492∬1㊥ 飢2〔D盃2否314㊥ 置1訪2⑳3の4

14406f2391盃1記2(D哲2盃3コ じ4㊥ ∬1垣2の3記4

1450778482∬1㊥ ∬2(D¢3コ じ4(D記1置2ω3ω4

14607b14113記1皿2㊥ 房2盃4㊥ 房1皿3記4∈Dω1証2房3皿4

-146f84e411房2記4∈D記1τ2㊥ 歪1∬3記4㊥ 偲1諺2記3皿4

14707b4492$1㊥ 置2(D歪1¢3記4㊥ τ1盃2置3記4

14807e1492記1㊥ 皿2㊥ 面1盃3歪4㊥ ∬1房2記3記4

14907e24113皿1房2㊥ 諺1¢4㊥ 盃2置3¢4㊥ 証1記2皿3訪4

-149f81d411盃2∬3㊥ 記1砂2(D歪1歪3歪4㊥ 皿1証2¢3露4

15007fO362∬1㊥ 記2㊥ 飢1偲2置3τ4

1511669582勿1㊥ 置2㊥ の3e奮4㊥ ω1ω2ω3④4

152166a5112皿1㊥ 皿4㊥ 諺2皿3㊥ ∬1盃2記3㊥ 甜1砂2z3ω4

15316874102灘2㊥ ∬3z4㊥ 置1訪3歪4㊥ ω1¢2認3τ4

154168b4111記1∫4㊥ 房2垣3㊥ 諺1z3竃4㊥ ⑳1記2ω3記4



122付 録A4変 数MESOPの 表

表A.1(つ づ き)

ク ラ ス 代 表 関 数 積 項 数 リ テ ラ ル 数 否 定 形MESOP

155168e4111i冠2の3㊥ 歪2⑦4㊥ 房1忽3竃4㊦z1必2灘3諺4

1561696472置2(D∬3(D忽4(D∬1砂2置3偲4

1571699482∬3㊥ 房4㊥ ω1諺2㊦ 記1躍2即3z4

158169a492⑦4㊥ ∬1偲3㊥ ∬2廊3㊥ ⑳1の2∬3語4

15916a9482砂1㊥ 記4㊦ 垣2訪3㊥ 置1記2∬3あ4

16016ac4103皿1の4㊦ ¢2勿4㊥ 恋2狙3(D∬1偲2あ3男4

-160e953410躍1∬4㊦ 廊2匠3(D卯2あ4(Dτ1∬2歪}3歪4

16117834121諺2諺3㊥ ∬1¢2あ4㊥ 記1砂3歪4㊥ 面1偲2∬3∬4

16217895132記1(D記3z4㊥ 偲1飢2∬3㊥ ⑳1躍2皿4㊦ 盃1諺2記3置4

16317984111置1面2㊥ ⑳3⑳4㊥ 皿2諺3あ4㊥ ∬1記2岱3飢4

16419e1381盃1ω2㊥ 藪3諺4㊥z1盃2¢3即4

weight=8

16500ff11歪}1

166017f39哲1∈D置1面2面3盃4㊥ ¢1⑳2∬3忽4

16701bf39記1(D∬1痂2あ3歪4㊥ 歪}1置2記3房4

16801ef37諺1㊥ ω1歪3¢4㊥ 置2証3房4

16901fe24記1㊥ 諺2恋3房4

170033f36∬1藷2㊥ 盃1歪3㊥ あ2偲3

171035f37諺1㊥ ∬1盃2面3㊥ 房1記2皿4

172036f37」 …1α茸3㊥ 盃2鳶3∈D歪1∬2記4

173037d410置1㊥ ∬1房2記3qi)盃1の2¢4㊥ 盃1哲3∬4

174037e49垣1㊥ ♂2歪3㊥ 諺1¢2偲4㊥ 盃1歪3¢4

17503cf24歪1∬3㊥ 房2記3

17603d7410あ1(Dの1諺2歪3㊥ 歪1の2ω4〔D証1ω3偲4

17703db38ユ}2諺3㊥ 盃1∬2歪4(Dあ1∬3皿4

17803dd37房1(D∬1諺2歪3㊥ 面1記3∬4

17903de36否1㊥ 藪2房3㊥ 垣1諺3ω4

18003fc23盃1㊥ 否2面3

181066f410露1飢3㊥ 盃2諺3㊥z1諺2露4㊥ を}1ω2¢4

1820677410乏1㊥ 記1面2∬3㊥ ∬1あ2∬4㊥i診1∬3記4

183067b49歪1㊥ あ2忽3㊥ 忽1垣2⑳4㊦ 盃1皿3ω4

184067e49諺1∬2㊥ 垣2記3㊥ 諺2⑳4(D蕾1皿3ω4

185069f48¢1記3㊥ 露1盃4㊥ 記2⑳3㊥ 諺2∬4

18606b749記1∈D歪2z3㊥ ∬1語2記4(D房1記3露4

18706bb410諺1(D¢1歪2記3㊥ の1歪2記4㊥ 証1勿3歪4

18806bd48諺1㊥ 歪2忽3㊥ 垣2∬4㊥ 否1記3あ4

18906f336正1㊥ 語2⑳3㊥ 偲1訪2∬4

19006f636厨1皿2㊥i匠2τ3㊥ 諺2⑳4

19106f935歪}1㊥ 房2τ3㊥ 記2¢4

1920776412房1諺3㊥ 哲2房4㊥z1盃2房3忽4㊥ 諺1飢2ω3

1930779512砂1㊥ ∬2㊥ の3⑳4(D∬1¢2¢3∬4㊥ 房1房2諺3房4

194077a411丘}1㊥ 歪}2歪4㊥ ⑳1置2面3a}4e露1皿2の3偲4

19507b3481〔Dの1z2㊥ 諺1⑳3否4㊥ 面2¢3τ4
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19607b5411を}2㊥ 諺1∬4㊥ 記1垣2ω3の4(D厨1⑳2溶3痂4

19707b6410房2㊦ 蛋1忽2記4㊥ 房1」}3露4㊥ 房2⑳3¢4

19807bc48⑳1㊦ 記2㊥ 面1置3諺4㊥ 」}2記3¢4

19907e3410盃2㊥ 垣1∬2記4㊥ 露1¢3記4(Dあ2ω3偲4

20007e6481㊥ 釦1詔2㊥ 露1房3諺4(D諺2置3偲4

20107e948¢1㊥ 偲2∈D歪1置3露4(D露2記3∬4

20207f1410竃1㊥ 皿2㊥ 記1¢2記3記4∈D記1蕾2房3適4

20307f238諺1¢2㊥ ∬1訪2諺4㊦ 露2露3砂4

20407f835偲1㊥ の2㊥ 盃2∬3皿4

2050f丑D22∬1㊥ ¢2

206166b512記1㊦ 偲2痂3㊥ 哲1⑳2¢4㊥ 置1あ3∬4㊥ 語2¢3房4

207166e5101㊥ 猛1記2∈D露3葱4㊥ コじ1∬3¢4㊥ 偲2¢3ω4

208168f48灘2㊥ の1忠3㊥ 釦1記4㊥ ∬2記3ω4

2091697511詔2(D砂3∈Dz4㊥ ∬1忽2¢3置4(Dω1¢2z3皿4

210169b410あ3㊥ 置1痂2盃4〔D歪1¢3∬4㊥ ¢2盃3偲4

211169e49i冠2(D哲3盃4㊥z1の3∬4(Dの2卯3∬4

21216ab512飢1㊥ ¢4㊥ 痂2房3㊥ ∬1の2の3盃4(D歪1盃2乏3記4

21316ad49記1e記2露4∈D置1¢3盃4(D証2語3z4

21416ae410記4㊥ ∬1∬2垣3〔D皿1記3∬4㊥ 記2ω3歪4

21516bc471(D皿1⑳4㊦ 垣2房3㊥ ⑳2伍3玩}4

21616e947αy1㊥ ¢2㊥ 記3盃4㊥ 面2z3∬4

21716ea48z1㊥ 記4㊥ 置1露2記3㊥ の2皿3盃4

218178749盃2㊥ ¢3¢4㊥ ∬1偲2¢3㊥ 置1置2否4

219178b49偲1餌3㊥ あ2語3㊥ 忽3¢4㊥ ω1¢2哲4

220178e410zl諺3㊥ 房1z4(D¢2語3⑳4㊥ 廊2記3房4

2211796511露2㊥ 飢3㊦ ω4㊥ 伍1∬2置3記4㊦ ⑦1否2記3盃4

2221799411諺3(D歪1⑳4㊥ ¢1皿2痂3偲4∈D飢1歪2竃3¢4

223179a49忽4㊥ 飢2房3㊥ 記1露2房4㊥ 飢1ω3ω4

22417a9410房1¢4eあ2記3㊥ ω1皿2諺4(D¢1ω3房4

22517ac48忽1㊦ 竃2忽4㊥ 否2伍3(D∬1¢3露4

22617e847ω1∈D¢2忽3㊥ 卯2¢4㊥ 記3¢4

22718e737藪1㊥ 記2露3露4∈D房2記3∬4

22819e349盃1㊥ 盃2偲3(Dの1房2房4㊥ 皿2歪3露4

22919e636歪 …1㊥ 藪3露4㊥ 垣2飢3ω4

23019e937盃1τ2㊥ 露3至4㊥ あ2z3置4

23119ea48¢1㊥ ω4㊥ ∬1記2∬3㊥ ¢2記3諺4

23219f1412諺1¢2㊥ 記3男4㊥ 記1盃2飢3記4㊥ 露1∬2記3歪

23319f838灘1z2㊥ τ1葱3露4㊦ 房2¢3¢4

2341bd848記1∬2∈D∬1垣3㊥ 皿2房4(D∬3詔4

2351be435∬1㊦z2ω4㊥ ∬3証4

2361ee134⑳1㊦ 即2㊥ 面3面4

2373cc333∬1㊥ ∬2㊥13

238699644皿1㊥ τ2㊥ ¢3(D忽4
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付録B

補題5.11の 証明

関数 ノ を 表 現 す るMESOPを

双〕oo皿?錫 記9㊥jFbo1の9魂 偲§㊥ 」Fbo2記9錫 環

双〕lo偲?記麺9㊥ 」%11飢?ω 診 §㊥ 」Fb12耀 坊 蜷

Fb20¢9錫 媛 ㊥ 」%21∬9姥 認§㊥ 」%22忽9錫 堵

ハ 。。塵 雰・9㊥ 君 。、珈2錆 ㊥F、 。、命9垢

F110¢1場 の9㊥Flll記}銃 滝 ㊥ 」Fh2偲1坊 卯§

F、2。・1魂9㊥F、2、 塵1・ §㊥A22塵1姥

乃oo球 ∬9魂(DjらOl㌶ 媛 ¢き㊥ 乃02㌶ 記9環

乃 、。命 麺9㊥ 乃 、、命 蝿 ㊦ 凸12命 握

乃20堵 略 ∬9㊥jFセ21堵 場 ∬乙㊥j暁22婦 錫 姥(B.1)

と す る.こ こで,几 う,(α,δ,c∈{0,1,2})は,変 数 ¢1,∬2,z3を 含 ま な いESOPで あ る.式

(B.1)に お い て,@1,範,鮪)=(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)

と お くと,そ れ ぞれ,

∫boo㊥.Fbo2㊥ ∫b20∈D∫b22㊥ 凡oo㊥1ら02(DF220㊥ ∫ち22=∫(0,0,0)(B.2)

∫bl1㊦Fb12㊥.Fb21㊥ ∫b22㊥ ∬h1㊦1ら12㊥F221㊥ 巧22=∫(0,1,1)(B.3)

1㌦01㊦Flo2㊥F121㊥1㍉22∈D.Fbo1㊥ ∫ち02㊥F221㊥ 凸22=∫(1,0,1)(B.4)

Filo∈DF112㊥F120e」 『22∈D乃10∈D乃12(DF220㊦ 乃22=ノ(1,1,0)(B.5)

∫bo1(D∫bo2㊥ ∫b21㊦.Fb22(D1う01㊥1う02㊥F221㊥ 乃22=ノ(0,0,1)(B.6)

万bloe1モ)12㊥ 万b20㊦ ∫b22㊦ 凡10(D、F至12eF220㊥F222=∫(0,1,0)(B.7)

Floo㊥1へ02∈DF120〔D1査22㊥ 乃oo㊥ ∫ち02㊥F220㊥1ら22=ノ(1,0,0)(B.8)

Flll㊦F112㊥ ∬121㊥1監22(D1ら11㊦ 乃12㊥F221㊥ 乃22=∫(1,1,1)(B.9)

を 得 る・(B・2)㊥(B・6)・(B・2)㊦(B・7),(B・2)(D(B・8)・(B・3)㊦(B・6),(B・3)(D(B・7),(B・3)㊥(B.9),

(B.4)㊥(B.6),(B・4)㊥(B・8),(B・4)(D(B・9),(B・5)㊥(B,7),(B.5)㊥(B.8),(B.5)㊥(B.9)よ り,
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そ れ ぞれ,

∫boo㊥ 双)ol㊦1残)20㊥ ∫b21e∬ セoo㊥1う01㊥F220㊥ 乃21=/(0,0,2)(B・10)

.Fboo㊥ 一Fbo2㊥ 双)10㊥1そ}12㊥1らoo㊥ 乃02(DFち10㊥1ら12=/(o,2,0)(B・11)

∫boo㊥1bo2㊥ ∫b20㊥ ∫b22㊥1在oo㊥1㍉02㊥F120㊥ 、呂22=∫(2,0,0)(B・12)

∫bo1㊥ ∫bo2㊥ ∫b11㊥ ∫b12㊦ ∬セ01㊥1ら02㊥F211㊥1う12=∫(0,2,1)(B.13)

∫blo(D1そ 〕11㊥ ∫b20㊥1も21㊥1らlo㊦1ら11㊥F220㊥1う21=∫(0,1,2)(B.14)

∫b11㊦ ∫bl2㊥ ∫b21〔D∫b22㊥1㍉11㊦ 」晴12(DF121㊥1㌦22=∫(2,1,1)(B.15)

∫bo1㊥ ∫bo2㊥ η 〕21㊥ η}22㊥1残ol㊥Fio2㊦F121㊥F122=∫(2,0,1)(B・16)

1㌦oo㊥Flo1㊥F120㊥F121(D∬ セoo㊥1う01㊦ ∬セ20㊥ 乃21=ノ(1,0,2)(B.17)

Flo1㊥1で102㊥F111㊥1㌦12㊥ ∬至01∈D乃02㊥F211㊦1ち12=∫(1,2,1)(B,18)

∫blo㊥1醍}12㊥ ∫b20㊥E}22(D1『110㊥Fll2㊥F120㊥ 」覧22=ノ(2,1,0)(B.19)

Floo〔DFlo2∈DFllo㊥1㌦12㊥ 乃oo㊥.Fセ02∈DF210㊥1ら12=∫(1,2,0)(B.20)

Fho㊥Fill㊥F120㊦1㌦21(D乃lo㊥ 乃11∈DF220∈D凸21=∫(1,1,2)(B.21)

を 得 る.式(B.10)～ 式(B.21)よ り,

・(∫boo)+・(几 。、)+・(凡 、。)+・(凡 ・・)+・(凡 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)≧ ・(0,0,2)

・(∫boo)+・(凡 。、)+・(凡 、・)+・(凡 ・2)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)+・(凸 ・・)+・(乃 ・2)≧ ・(0・2,0)

・(∫boo)+・(凡 。2)+・(凡2・)+・(瑞22)+・(丹 ・・)+・(E・2)+・(丹 ・・)+・(F・22)≧ ・(2,0,0)

T(」Fbo1)十 γ・(∬bo2)十7印(∬bll)十7・(E〕12)十 τ(1弓201)十 τ(凸02)十 τ(乃11)十 γ(乃12)≧ τ(0・2,1)

・(∫blo)+・(几 、、)+・(凡 ・・)+・(凡 ・・)+・(凸 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)≧ ・(0・1・2)

・(万b11)+・(几 、2)+・(凡 ・・)+・(凡22)+・(A・ ・)+・(凡 ・2)+・(丹 ・・)+・(F・22)≧ ・(2・1・1)

・(F面 、)+・(凡 。、)+・(几2・)+・(几22)+・(E・ ・)+・(丹 ・・)+・(F・2・)+・(丹22)≧ ・(2,0・1)

・(F100)+・(F、 。、)+・(昂 ・・)+・(E・ ・)+・(凡 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)≧ ・(1・0,2)

・(F、。、)+・(F、 。、)+・(A・ ・)+・(丹 ・2)+・(乃 ・・)+・(乃 ・2)+・(乃 ・・)+・(乃 ・2)≧ ・(1,2,1)

・(∫blo)+・(凡 、2)+・(凡 ・・)+・(凡22)+・(A・ ・)+・(F・ ・2)+・(E・ ・)+・(F・22)≧ ・(2・1・0)

・(Aoo)+・(F、 ・・)+・(F…)+・(E・2)+・(凸 ・・)+・(凡 ・・)+・(乃 ・・)+・(凸 ・2)≧ ・(1・2,0)

・(F110)+・(F、 、・)+・(F・2・)+・(ハ ・・)+・(乃 ・・)+・ 働 ・・)+・(乃 ・・)+・(乃 ・・)≧ ・(1,1,2)

を 得 る.上 の12個 の 不 等式 を加 え る と,

3・(∫boo)+3・(几 。・)+4・(几 ・2)+3・(凡 ・・)+3・(几 ・・)+4・(凡 ・2)+4・(凡 ・・)+4・(几 ・・)

+4・(凡22)+3・(君 。。)+3・ 但 ・・)+4・(乃 ・・)+3・(君1・)+3・(F…)+4・(F・ ・2)+4・(F・2・)
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+4・(F、2、)+4・(F、22)+4・(F、 。。)+4・(乃 。、)+4・(乃 。、)+4・(乃 ・・)+4・(乃 ・・)+4・(乃 ・2)

十47(F220)十4τ(1『221)

≧ ・(0,0,2)+・(0,2,0)+・(2,0,0)+・(0,2,1)+・(0,1,2)+・(2,1,1)+・(2,0,1)+・(1・0・2)

十 τ(1,2,1)十 τ(2,1,0)十 τ(1,2,0)十7-(1,1,2)

を 得 る.

τ(∫)=

・(∫boo)+・(凡 。1)+・(凡 。、)+・(凡 、。)+・(凡 、、)+・(凡 、2)+・(凡2・)+・(几 ・・)+・(几22)

・(F100)+・(F、 。、)+・(F、 。2)+・(F、 、。)+・(F、1、)+・(Fl、2)+・(F・2・)+・(F・2・)+・(F・22)

・(F2。 。)+・(F、 。、)+・(乃 。、)+・(乃 、。)+・(乃 、、)+・(乃 、2)+・(乃2・)+・(乃2・)+・(乃22)・

γ(∬ 乙6c)≧0

で あ る か ら,

4・ γ(ノ)≧

7-(0,0,2)十 τ(0,2,0)十 丁(2,0,0)十 γ(0,2,1)十7-(0,1,2)十7-(2,1,1)十 τ(2,0,1)十7-(1,0,2)

十 丁(1,2,1)十7(2,1,0)十 τ(1,2,0)十 γ(1,1,2)

を 得 る.こ れ よ り,補 題 を 得 る.(証 明 終)
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