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要 旨

近年、有限要素解析に要求される問題の規模が大規模なものとなっている。しかし、

現在の高速計算環境においては、単一プロセッサの処理能力は半導体素子の限界に近づ

いてきており、さらなる大規模解析への要求には、多数のプロセッサを同時に用いる並

列処理方式の採用が不可避となっている。したがって、大規模解析を実現するための高

速計算環境が並列処理方式へと移行するのに伴い、有限要素法の並列処理に適した解析

アルゴリズムの開発が急務となっている。

一方で、高性能なUNIXワークステーションが急速に普及し、ネットワークに多数接

続された環境が増えてきた。こうした計算機環境を一種の巨大な並列計算機とみなして、

分散・並列処理に利用することへの期待が高まっている。しかし、ワークステーション・

クラスタによる並列解析においては、ネットワークの通信容量の制約が非常に大きいた

め、クラスタ環境に適した並列解析法の開発のほか、並列処理を行なう際のさまざまな

パラメータの最適化が重要となる。

そこで、本研究においては、ワークステーション・クラスタによる大規模並列有限要

素解析を実現するために、

(1) ワークステーション・クラスタとの適合性が良い並列解析法の開発

(2) 並列性能の定量的な評価に基づいた、並列パラメータの最適化方法の確立

(3) メッシュレス的手法を取り入れた高性能領域分割法の開発

(4) 電磁構造連成問題の並列解析法の提案

を行ない、並列有限要素解析システムを開発・構築した。

本論文では、第 2章において、有限要素法を並列化する方法として、並列ガウス消去

法および並列共役勾配法を提案した。さらに、領域分割法を加えた 3つの並列解析法つ

いて、並列解析時間の評価式を導出して並列性能の定量的な評価を行なった結果、
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(1) 最適な並列パラメータの決定法を示した。

(2) 3つの方法とも最適なパラメータを設定することにより、性能が大きく向上するこ

とを示した。

(3) いずれの方法においても、ネットワークの通信容量の制約が厳しいことが明らか

となった。

(4) 通信容量の制約を緩和させる 1つの方法として、サブネットを利用すると大きな

効果があることを示した。

(5) 35万元規模の大規模解析が 20 台のワークステーションを用いて十分実用的な時

間で行なえることを確認した。

第 3章においては、通信性能が高いFast Ethernetをワークステーション・クラスタ・

システムに使用した場合の並列性能の定量的な評価および比較を、領域分割法、領域型

共役勾配法および並列ガウス消去法の 3種類の並列有限要素解析法に対して行った。そ

の結果、

(1) 高速ネットワークの利用は、ワークステーション・クラスタによる並列有限要素

解析において極めて有効である。

(2) 高速ネットワーク環境の性能を最大限に引き出すには、並列パラメータの最適な

設定が重要である。

(3) ネットワークの飽和パラメータを定義し、これを用いてEthernet環境と比較した

結果、高速ネットワークの利用は通信の制約を大きく緩和させることができる。

(4) 高速ネットワークの導入により、35万元規模の解析を 10台のワークステーション

を用いて短時間に行える。

ことを確認した。

第 4章においては、これまで全く研究開発が行なわれていない電磁構造連成問題の並

列解析法について、領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた並列解析法を提案し

た。本並列解析法の並列性能の評価を行なった結果、

(1) 領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせて用いることにより、高い並列性能

が得られることを確認した。

(2) 核融合装置真空容器の実機モデルの大規模連成解析に適用し、本並列解析法の実

用性を検証した。
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第 5章においては、従来の領域分割法にメッシュレス的手法を取り入れ、並列処理と

の適合性が良好な新しい並列解析法を提案した。これは、領域間境界上にメッシュレス

仮想節点を配置し、領域間を移動最小自乗法により接続する方法である。本解析法の有

効性を検証するため、いくつかの 2次元平板問題を解析した結果、

(1) 仮想節点を境界節点よりも大幅に減らしても、精度良く並列解析することができる。

(2) 領域間で要素分割が不連続となる非適合問題の解析が実用上十分な精度で可能で

ある。

(3) 境界節点数よりも少ない仮想節点を用いて並列解析を行なうことにより、通常の

領域分割法に比べて、共役勾配法の収束性および並列性能が向上する。

ことを確認した。

第 6章では、結論として本研究の成果をまとめた。以上の結果、ワークステーション・

クラスタを用いた並列有限要素解析を実現し、大規模問題の解析に非常に有効な手段で

あることを示した。今後、本研究の成果が非線形問題あるいは非構造問題などといった

工学的緒問題へ応用され、一般に広く実用化されて大規模問題の解析に利用されること

が期待される。
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Abstract

Recently, models of finite element analyses have become extremely large. Since

computation performance of a single processor has reached the limitation of semicon-

ductor device, parallel processing technique is required to solve the large-scale problems.

On the other hand, the computing environment with many high-performance worksta-

tions on a network has recently become available. These workstations can be regarded

as a virtual parallel computer, or a workstation cluster to perform the large-scale finite

element analysis. However, there are some problems such as limited communication

capacity and low parallel efficiency in the workstation cluster system. Since the parallel

performance depends strongly on the parameters of parallel computing, evaluation of

parallel computation time and optimization of the parallel parameters are needed.

To realize the high-performance parallel finite element analysis using workstation

clusters,

(1) a parallel analysis algorithm with coarse granularity suitable for workstation clus-

ters is developed,

(2) an optimization technique of the parallel parameters of finite element analyses is

developed based on evaluation of parallel computation time,

(3) a high-performance domain decomposition method using a meshless technique is

proposed, and

(4) a parallel analysis method for an electromagnetic-mechanical coupled problem is

also proposed.

In chapter 2, parallel algorithms are developed on the cluster system for the paral-

lel Gaussian elimination method and the parallel conjugate gradient method. According
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to the performance evaluation of these methods and the domain decomposition method,

(1) methods to determine the optimum parallel parameters are developed,

(2) significant improvement is obtained using the optimum parameters,

(3) data transmission through the network is the largest limitation,

(4) subnetworking is effective to expand the data transmission limit,

(5) three-dimensional large-scale problems with up to 350,000 degrees of freedom are

solved using twenty workstations.

In chapter 3, the effect of Fast Ethernet is evaluated and compared on high-

performance cluster systems for the domain decomposition method, the parallel conju-

gate gradient method and the parallel Gaussian elimination method. The results show

that

(1) the high-speed network is efficient for high-performance parallel finite element

analysis using workstation clusters,

(2) optimization of the parallel parameters is important to achieve the maximum per-

formance of high-speed network,

(3) a relaxation of network limitation in Fast Ethernet environment is observed using

network saturation parameter and compared to Ethernet,

(4) a large-scale problem with more than 350,000 degrees of freedom can be solved in

about one hour using ten workstation with high-speed network.

In chapter 4, a parallel algorithm is proposed for the electromagnetic-mechanical

coupled analysis using the domain decomposition method in combination with the do-

main partitioned conjugate gradient algorithm. The method to evaluate the parallel

performance is discussed for the coupled problem. The results show that

(1) high parallel performance can be obtained by the combined domain decomposition

method,

(2) this method is efficient for a large-scale coupled problem of a magnetic fusion

device component.
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In chapter 5, a high-performance domain decomposition method using a meshless

technique for the large-scale parallel finite element analysis is proposed. The subdomains

are connected by meshless virtual nodes on the domain interface based on the moving

least square method. The results of some two-dimensional plate analyses show that

(1) almost the same accuracy is obtained with much fewer virtual nodes than the

interface nodes,

(2) the problem with non-conforming interface among subdomains can be solved prac-

tically,

(3) high parallel efficiency and improvement of the convergence of the conjugate gra-

dient method can be obtained by the decrease of the virtual nodes compared to

the conventional domain decomposition method.

In chapter 6, conclusions of this study are summarized. Parallel finite element

analysis for the large-scale problem is realized using workstation cluster. It will be ex-

pected that results of this study will be widely utilized by applied to general engineering

field such as nonlinear and non-structural problems.
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第 1 章

序 論

1.1 大規模解析の並列化の必要性

有限要素法は、コンピュータの飛躍的な進歩とともに発展し、現在では構造解析のみ

ならず、流体解析、電磁場解析などさまざまな物理現象の解析に適用されている。実際

の物理現象のシミュレーションにおいては、流体構造、電磁構造、熱流体などといった、

いくつかの系が連成する複雑系・複合系の超多自由度の解析が必要となり、さらに、さ

まざまな非線形問題を取り扱わなければならないため、解析の規模は超巨大化する。

設計現場においても、設計の高度化によって、旧来の公式や試作・実験に基づいた設計

(いわゆるDesign by Formula方式)から、有限要素法をはじめとする数値シミュレーショ

ンに基づいた解析による設計 (Design by Analysis)へと移行している。こうした CAE

(Computer-Aided Engineering: 計算機援用工学)の普及にともない、より大規模な解析

モデルを用いた数値シミュレーションが要求されている。すなわち、より複雑で高精度

な解析の要求から、これまで解析モデルを簡便な 2次元モデルやシェル要素に置き換え

て解析していたものを、実物をそのまま 3次元のソリッドモデルを用いて解析を行なう

といったことや、より詳細な要素分割モデルを用いた高精度な解析が必要となっている。

また、解析対象物をそれぞれの部品に分けて部分的な解析を行なっていたものを、巨大

で複雑なコンポーネントを丸ごと解析するといった要求もある。こうした大規模な問題

をいかに効率的に解くかということが、現在、大きな課題となっている。

これまでは、パイプライン方式を採用したベクトル型スーパーコンピュータをはじめ

とする高性能・高速計算機の登場により、大規模問題の解析を可能なものにしてきた。

また、こうした計算機環境の飛躍的な進歩は、有限要素法をはじめとする計算力学・計
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算工学を発展させる原動力の役割を果たしてきた。しかし、現在、単一プロセッサの処

理能力は半導体素子の限界に近付いてきており、さらなる大規模解析への要求を満たす

のは困難となっている。したがって、今後、これ以上の演算性能の向上には、多数のプ

ロセッサを同時に用いる並列処理方式の採用が不可避となっている。

一方で、かつての汎用大型計算機なみの処理能力を有するUNIXワークステーション

が急速に普及していることにより、計算機環境が大きく変化している。すなわち、1人

1台の個人計算機環境において、3次元ソリッドモデラーなどを用いた解析モデルの作

成から、解析計算、コンピュータ・グラフィックス (CG)を利用した解析結果の可視化

表示までを手軽に行なえるようになった。さらに、こうしたワークステーションはロー

カル・エリア・ネットワーク (LAN)にインターネット接続され、1人で多数のワークス

テーションを同時に利用することも可能である。

こうした 1本のネットワークに接続された多数のワークステーションは、一種の巨大

な並列計算機とみなすことができる。したがって、こうしたネットワーク環境を利用す

ることにより、1台のワークステーションでは実行不可能な大規模解析を手軽に並列解

析することが可能となる。このようなネットワーク環境の利用方法は、ネットワーク・

コンピューティングあるいはワークステーション・クラスタと呼ばれ、新しい計算機利

用環境として注目と期待を集めている。

しかし、従来の有限要素法は、すべて単一プロセッサの計算機を用いた逐次処理を前

提として解析アルゴリズムが開発されてきた。しかし、大規模解析を実現するための計

算機環境が並列処理方式へと移行するのにともない、有限要素法も並列処理に適したア

ルゴリズムの開発を行なわなければならない。すなわち、逐次処理用の計算アルゴリズ

ムを並列処理環境にそのまま適用しても、効率よく並列処理が行なえないため、高速化

をはかることができない。したがって、独立に演算可能な処理部分を拡大して複数のプ

ロセッサ上で並列に演算できるようにするとともに、プロセッサ間のデータ交換の頻度

およびデータ転送量が少なくなるような解析アルゴリズムの開発が必要となる。

そこで、本研究においては、ワークステーション・クラスタを用いて大規模問題の解

析を高速に実現するための有限要素法の並列解析アルゴリズムを開発することを目的と

する。本章においては、まず、これまでのさまざまな研究例をもとに、有限要素法を並

列化する際の問題点および考慮しなければならない点を整理し、ワークステーション・

クラスタに適した並列解析法を開発するにあたっての留意点を摘出する。
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1.2 並列計算環境

1.2.1 ベクトル型スーパーコンピュータ

1980年代、配列演算を高速化するためのパイプライン方式を採用したベクトル型スー

パーコンピュータが開発され、計算力学の分野でも有効に利用されてきた。ベクトル処

理は、演算処理が連続する配列データに対して個々の演算処理を細かいステージに分解

してパイプラインに流し込み、各ステージを独立に動作させて演算処理を次々と行なう

ことにより、演算の高速化をはかる。したがって、全処理のうちベクトル処理が可能と

なる割合、すなわちベクトル化率が高速化の決め手となり、ベクトル長を長く取ること

やスカラー演算をベクトル化が可能な計算に変更することが必要となる。

1.2.2 並列計算機

並列処理は、1つの処理を多数の独立に演算可能な処理に分割し、それらを複数のプロ

セッサ上で同時に実行することにより高速化する。このため、処理を分割してプロセッ

サに割り当てる際、ほかのプロセッサとのデータの交換や同期を行なわずに実行できる

計算量の大きさ、すなわち並列処理の粒度 (granularity)が大きいほど並列計算が効率的

に行なわれ高速化を図ることができる。こうした並列処理の性能を表す指標としては、

通常、スピード・アップ (speed-up)や並列効率 (parallel efficiency)といったものが用い

られる。スピード・アップは、並列処理によって得られる計算時間の加速率に相当し、

1台のプロセッサを用いた場合の計算時間と n 台のプロセッサによる並列計算時間との

比により表される。また、並列効率は、1台のプロセッサによる計算時間と n 台のプロ

セッサによる並列計算時間の n 倍との比により表され、n 台のプロセッサを用いたとき

に計算時間が 1/n、すなわち、スピード・アップが n となるとき、並列効率は 100 %と

なる。

並列計算機は、一般的に、数プロセッサを備えたものをマルチプロセッサ、プロセッ

サ数が 1000を越えるものを超並列計算機と呼ばれている。さらに、プロセッサのメモリ

へのアクセス方式や演算命令の流れなどの違いによって、いくつかの形態に分類される。

メモリへのアクセス方式としては、全てのプロセッサが同一のアドレス空間を共有し、

すべてのプロセッサが 1つのメモリをアクセスする共有メモリ方式と、それぞれのプロ

セッサが独立した専用のメモリを持つ分散メモリ方式に分類される。共有メモリ方式は、

プロセッサからのメモリアクセスが容易であるため、プログラミングも比較的容易であ

るが、プロセッサ数が多くなるにしたがいメモリへのデータアクセスが頻繁になること
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から、多数のプロセッサを有する並列計算機においては分散メモリ方式が採用される。

分散メモリ方式の場合には、他のプロセッサが所有するメモリ上のデータが必要になる

と、プロセッサ間を接続するネットワークを通じてデータの送受信を行なわなければな

らない。こうしたデータ交換はメッセージ・パッシングと呼ばれ、プログラミングの際

には各プロセッサにおけるデータ (メッセージ)の受渡しを明示的に記述しなければなら

ない。

また、各プロセッサの動作命令の流れの違いにより、SIMD (Single Instruction stream,

Multiple Data stream: 単一命令, 多重データ) 方式と、MIMD (Multiple Instruction

stream, Multiple Data stream: 多重命令, 多重データ)方式に分けられる。SIMD方式

は、1台のコントロール・ユニットからプロードキャストされた命令により、全てのプ

ロセッサがそれぞれのデータに対して同じ処理を行なう。このため、各プロセッサの動

作は常に同じ状態であり、適用する問題によっては、比較的容易に並列化することがで

きる。これに対してMIMD方式は、各プロセッサ・エレメントにそれぞれコントロー

ル・ユニットが内蔵され、それぞれのプロセッサは完全に独立して動作する。このため、

汎用性および柔軟性が高い並列処理を実現することができるが、プログラミングは各プ

ロセッサの動作を全て記述しなければならないため、複雑となる。

マルチプロセッサなど小規模な並列計算機においては、共有メモリ型 SIMD方式が一

般的であるのに対し、プロセッサ数が多い超並列計算機では量産されているRISCプロ

セッサを用いた分散メモリ型MIMD方式のものが一般的である。

ベクトル並列計算機と呼ばれる、パイプラインをベクトルレジスタを備えたベクトル・

ユニットを複数並べて並列に動作させる並列計算機が登場している。これは、プロセッ

サのベクトル化および並列アーキテクチャの採用という両面から高速化をはかることに

より、適用範囲の広い並列処理環境として注目されている。

1.2.3 ワークステーション・クラスタ

ワークステーション・クラスタは、それぞれのワークステーションをプロセッサとロー

カル・メモリとして、これがネットワークによって接続されているとみなすことができ

るため、分散メモリ型MIMD方式の並列処理環境と等価である。最近の高性能ワーク

ステーションには、スーパースカラーを採用した 64 bit RISCプロセッサが搭載されて

おり、これらを利用したクラスタ・システムは、1プロセッサあたりの演算処理能力が

大きい。さらに、ネットワーク環境の普及により、ワークステーション・クラスタ・シ

ステムは身近に利用可能であるとともに、大規模な並列システムを容易に構築すること
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ができ、既存資源の有効利用という点からも非常に有効な方法である。

また、PVM (Parallel Virtual Machine)(1.1)、p4 (Portable Programs for Parallel Process-

ors)(1.2)、TCGMSG (Theoretical Chemistry Group Message Passing System)(1.3)といっ

たワークステーション・クラスタを用いた並列アプリケーション・プログラムの構築を

支援するシステムが開発されている。これらはフリーソフトウェアとして公開されてい

ることから、ネットワーク環境における分散・並列システムを比較的容易に構築できる

ようになっている。

しかし、現在広く普及しているネットワークは、Ethernetをはじめとする 10 Mbpsク

ラスの比較的低速なネットワークであるため、ワークステーション・クラスタを用いた並

列処理においては、ネットワークの通信容量の制約が大きな問題となる。ネットワーク

に関しては、最近、100 Mbpsクラスの Fast EthernetやATM (Asynchronous Transfer

Mode: 非同期モード)スイッチを用いた高速ネットワークが普及しはじめており、ます

ますワークステーション・クラスタを用いた並列処理への期待が高まってきている。

1.3 有限要素法の並列化

有限要素解析の一般的な手順は

1. 解析データの入力

2. 要素マトリックスの作成と全体系への組込み

3. 連立一次方程式の解法

4. 要素ごとの物理量の算出

という流れとなる。ここで、2.および 4.の要素ごとに関する計算は、それぞれの要素ご

とに独立に行なうため、容易に並列化が可能である。しかし、これらの計算量は全解析

計算のうちのごくわずかであり、大規模解析を行う際に最も計算時間を要するのは、連

立一次方程式解法である。また、この係数マトリックスを記憶するための膨大な記憶容

量が必要となる。したがって、大規模解析においては、いかに大次元の連立一次方程式

を高速に解くかが問題となる。

連立一次方程式の解法には、大別して、ガウスの消去法に代表される直接解法と共役

勾配法に代表される共役勾配法がある。直接解法は、有限回の演算により安定した解が

得られるものの、必要とされる記憶容量が膨大であるのに対し、反復解法は、問題の性

質によって収束性が変化するものの、記憶容量の面で大規模解析に適している。

5



1.3 有限要素法の並列化

1.3.1 直接解法の並列化

有限要素解析を高速化するため、これまで並列化に関する研究が盛んに行なわれてき

ている。直接解法の高速化を目指した方法としては、ベクトル計算機において内積形式

のコレスキー分解(1.4)を用いると、最内側ループがベクトル化され高速化される。しか

し、有限要素法の係数マトリックスのようにバンド状でスパースなマトリックスでは、

ベクトル長が長くとれないことからリストベクトルを用いてマトリックスの要素を一次

元配列に並べる手法がとられる。

SIMD型の並列計算機を用いた有限要素法の並列化としては、データ並列処理のため

に拡張されたプログラミング言語を用いて解析コードを記述することにより、要素レベ

ルの演算やさまざまな繰り返しのループを容易に並列化することができる(1.5, 1.6)。

MIMD型の並列計算機を用いた直接解法の並列化に関する研究としては、Meloshら
(1.7)や Zois(1.8)による全体マトリックスをブロック分割してプロセッサに割り当て、ガウ

スの消去法の演算を並列化する方法がある。しかし、これらの方法はマトリックスの分

散および演算に対してマトリックスの対称性やスパース性が考慮されていないため、演

算量および記憶容量が増大している。一方、Allik(1.9)らは、バンドマトリックスに対す

るガウスの消去法を並列化している。しかし、この方法は、演算が全てマトリックスの

行単位に分割されているため、並列処理の粒度が非常に小さい。また、Farhatらは、ス

カイライン法を並列化しParallel Active Column Equation Solver(1.10)を開発した。これ

は、内積形式のコレスキー分解において、分解行とのベクトル内積演算を並列化するも

ので、さまざまな並列計算機上で良好な並列性能が得られている(1.11)。

ベクトル並列計算機を用いた直接解法の並列化として、三好ら(1.12)は、Farhat らの

Parallel Active Column Equation Solverにおいて、さらに 3行 3列のマトリックス成分

を同時に分解するパラレルスカイライン法を開発し、汎用有限要素解析コード SUPER

SOLVEにおいて実用化されている。また、コレスキー分解のベクトル並列処理として

は、演算を外積形式に変更することにより、最内側ループをベクトル化し、更に外側ルー

プを並列化する方法が開発されており(1.13–1.15)、さまざまな大規模問題の解析において、

その有効性が示されている。(1.16–1.18)。しかし、これらの研究例は、ベクトル並列計算機

というある特定のハードウェアを対象としたものであり、超並列計算機やワークステー

ション・クラスタといった並列計算環境においてその成果を利用することができない。

こうした直接解法の並列化は、記憶容量の制約が厳しいため解析可能な規模に限界が

ある。また共有メモリ型あるいは密結合のプロセッサによる並列環境においては、メモ

リアクセスが高速に行なえるため高い並列性能が得られるが、ワークステーション・ク
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ラスタのような疎結合・分散メモリ型の並列環境においては、並列処理の粒度が低いた

めメッセージパッシングによるオーバーヘッドの増大により、高い性能を得ることは困

難である。

1.3.2 反復解法の並列化

反復解法である共役勾配法の高速化に関する研究としては、係数マトリックスに対し

て前処理を行なうことにより解の収束性を向上させるPCG (Preconditioned Conjugate

Gradient)法(1.19)に関する研究がある。三好らは、係数マトリックスを不完全コレスキー

分解して前処理に用いる ICCG (Imcomplete Cholesky Conjugate Gradient)法(1.20)に関

して、コレスキー分解の演算をベクトル化することにより高速化した(1.21)。また、直接

解法である 3行 3列同時分解のパラレルスカイライン法と比較して、問題の種類によっ

てはベクトル化された ICCG 法の方が高速であることを示した。ICCG 法にはベクト

ル化が不可能な後退代入演算が含まれるため、Hayamiら(1.22)は、共役勾配法の前処理

法として、係数マトリックスの対角項を用いたスケーリングを行なう SCG 法 (Scaled

Conjugate Gradient)によりベクトル化率を向上させ、ICCG法よりも高速化が実現さ

れている。

一方、共役勾配法の並列化方法としては、Hughes ら(1.23)による EBE (Element-By-

Element)法がある。これは、要素マトリックスを全体系に組み込まずに共役勾配法の演

算を要素レベルで行ない、その演算結果を全体化して解く方法である。したがって、非常

に少ない記憶容量で解析することができ、さまざまな並列環境に適用されている(1.24, 1.25)

ものの、並列計算が全て要素単位で行なわれ粒度が非常に小さいことから、ワークステー

ション・クラスタのようなプロセッサが疎結合された並列処理環境においては、効率の

良い並列化は困難である。

Element-By-Element法は要素レベルにおいて並列化されるため粒度は極めて細かいが、

これを大きくする方法として、領域型共役勾配法(Superelement-By-Superelement)(1.26–1.31)

がある。これは、解析領域を複数の領域に分けてプロセッサに割り当て、それぞれの領域

ごとに係数マトリックスを作成した後、共役勾配法の演算を領域ごとに行なうことで並

列化するものである。さらに、Papadrakakisら(1.32)は、係数マトリックスの逆マトリッ

クスをノイマン多項式を用いて近似し、これを用いて領域型共役勾配法に前処理を行な

い、収束性の向上をはかっている。
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1.3.3 領域分割法による並列化

並列計算を行なうための演算およびデータの分割方法として、直接解法の並列化のよ

うに、全体化されたマトリックスを行あるいは列方向のブロックに分割することにより並

列性を導く方法に対して、あらかじめ解析領域を分割しておき、領域ごとに解析を行なう

ことにより並列化する方法がある。こうした方法は領域分割法 (Domain Decomposition

Method)と呼ばれるが、前述した領域型共役勾配法も広義の領域分割法といえる。しか

し、領域型共役勾配法の場合には、解析は全体領域として行なわれ、領域ごとには共役

勾配法のマトリックス演算を行なっているのみである。よって、ここで扱う領域分割法

としては、領域ごとに独立に解析を行なって解を求める方法に限定し、領域型共役勾配

法などとは区別することとする。

領域を分割して有限要素解析を行なう方法としては、従来からサブストラクチャー法
(1.33)と呼ばれる方法があった。これを利用して並列化する方法として、Farhat(1.34)らや

Noorら(1.35)による並列サブストラクチャー法がある。この方法は、各領域の内部自由度

を並列に消去して、境界自由度の方程式を作成して解く。境界自由度の方程式は、各領

域の境界自由度に関するマトリックスを 1ヶ所のプロセッサに集めて全体化し、これを

逐次処理あるいはParallel Active Column Equation Solverなどを用いた直接解法によっ

て解く。したがって、この処理部分において並列性能が低下することになる。

Glowinskiら(1.36)は、領域分割を行なった際の領域間境界における解の連続条件をラ

グランジュの未定乗数法を用いて付帯条件として与えて満足させ、共役勾配法などの反

復解法を適用する方法を提案した。しかし、定式化の過程においてさまざまな制約があ

るため、一般性・汎用性という点に問題があった。Yagawaら(1.37)は、Glowinskiらの方

法をベースにして、並列サブストラクチャー法における境界自由度の解法に共役勾配法

を適用することにより、境界マトリックスを全体化することなく並列解析する方法を開

発した。さらに、この領域分割法をトランスピュータ、ワークステーション・クラスタ、

超並列計算機などさまざまな並列計算環境に適用しているほか(1.37–1.39)、動的問題、非

線形弾塑性問題に応用している(1.40, 1. 41)。一方で、領域分割法に関する数学的な裏付け

も行なわれている(1.42)。これにより、領域間境界における境界条件としての取り扱い方

として、いくつかの方法が示されるとともに、構造問題のみならずさまざまな問題へ適

用されている(1.43)。

領域分割法に分類される他の並列化方法としては、Farhatらによる FETI法 (Finite

Element Tearing and Interconnecting)(1.11, 1.44)およびその変形版であるRFETI法 (Reg-

ularized FETI)(1.45)、モルタル有限要素法(1.46, 1.47)などがある。これらは、いずれも領域
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間境界における解の連続性をラグランジュ未定乗数法により求めるものである。

しかし、領域分割法は、領域の分割方法によって並列性能が大きく変化することから、

性能を最大限に引き出すためには、これらの最適化が必要とされる。

1.3.4 ワークステーション・クラスタによる有限要素法の並列化

一般に、これまでの研究から、効率が良くかつ実用的な並列解析法を開発するために

は、以下の点を考慮しなければならない。

1. 並列計算の高粒度化

逐次計算しなければならない演算量を限りなく減らすとともに、他のプロセッ

サとのデータ交換をできる限り行なわないようにする。すなわち、並列処理が可

能な演算量を大きくし、通信量を減少させて並列処理の粒度を大きくすることに

より、高い並列効率を得ることができる。

2. 計算負荷の均等化

各プロセッサに割り当てる計算量に差があると、割り当てられた計算量が少な

いプロセッサに待ち時間が生じることとなり、並列性能が低下する。したがって、

プロセッサへ割り当てる計算量を均等化しなければならない。

3. 容易なプログラミング

一般に並列アルゴリズムは複雑になり、プログラミングやデバッグが困難とな

る。したがって、できるだけ簡便な解析アルゴリズムを用いて汎用性や移植性の

よい並列解析法を開発しなければならない。

ワークステーション・クラスタを用いた並列解析においては、1.2節においても述べ

たように、ネットワークの通信容量の制約が非常に厳しいため、通信のオーバーヘッド

が大変大きい。このため、クラスタ環境に適した並列解析法としては、特に、並列計算

の粒度を大きくし、プロセッサ間で行なわれる通信の頻度を少なくするとともに、通信

量そのものを小さくしなければならない。

こうした点を考慮した上で、本研究においては、ワークステーション・クラスタとの

適合性が良い有限要素法の並列解析法を提案する。
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1.4 本研究の目的

ワークステーション・クラスタは、プロセッサが疎結合された分散メモリ方式の並列

環境であるが、現在広く普及している 10 Mbpsクラスの Ethernetの通信性能は、並列

計算機におけるプロセッサ間を接続するネットワーク性能に比べ、極めて低いという問

題がある。したがって、前節で述べたさまざまな並列有限要素解析法のうち、直接解法

の並列化や Element-by-Element法においては、並列計算がマトリックスの行単位ある

いは要素単位で行なわれるため粒度が小さく、そのままクラスタ環境に適用しても効率

の良い並列処理を行なうことができない。一方、領域分割法は、並列計算が領域単位に

行なわれるため比較的粒度が大きい並列解析法であるが、領域への分割方法によってプ

ロセッサへ割り当てられる演算量のほか通信量が大きく変化するため、並列性能が領域

分割数に大きく依存する。したがって、並列性能を最大限に発揮させるためには、並列

処理を行なう際にこうした各種のパラメータを最適な値に設定しなければならない。

そこで、本研究においては、ワークステーション・クラスタとの適合性が良い有限要

素法の並列解析法を提案するとともに、開発した並列解析法の並列性能を定量的に評価

し、これに基づいて最大の並列性能を得るための並列パラメータの最適化方法を明らか

にする。並列性能の定量的な評価を行なうため、並列解析時間を予測する評価式を、問

題の大きさや並列台数といった基本量を用いて導出し、これを用いた性能の最適化方法

を提案する。

解析問題の対象としては、3次元弾性問題のほか、これまで並列解析法の研究開発が

全く行なわれていない電磁構造連成問題について、並列解析法を提案するとともに、実

際に大規模問題の解析を行ない実用性を検証する。さらに、こうした研究成果をもとに、

より高性能でさまざまな制約を取り払うことが可能なメッシュレス的手法を取り入れた

新しい領域分割法を提案し、その有効性を検証する。

本論文では、まず第 2章において、ワークステーション・クラスタを用いて並列処理を

実現するための技術について述べたのち、有限要素法を並列化する方法としてマトリッ

クスのブロック分割に基づく並列ガウス消去法および並列共役勾配法を提案する。並列

ガウス消去法は、前進消去の演算部分をバンド・マトリックスの複数行をまとめたブロッ

ク単位で並列化する方法を開発ことにより、並列計算の粒度を大きくとることが可能と

なる。また、並列共役勾配法は、マトリックス・ベクトル演算部分を並列化するが、プ

ロセッサへの演算の分散方法の違いにより、ブロック型および領域型の 2つの方法を開

発する。さらに、領域分割法を加えた 3つの方法について、それぞれ並列性能を定量的

に評価するための並列解析時間を表す評価式を導出し、並列パラメータの最適化を行な
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う方法を提案する。これにより、各方法の性能の限界を明らかにするとともに、提案し

た並列解析法および並列パラメータの最適化方法によって、35万自由度を越える大規模

な 3次元問題を並列解析し、本手法の有効性を確認する。

第 3章においては、第 2章で述べた 3つの並列解析法について、演算性能および通信

性能が異なるさまざまなクラスタ・システムにおいて並列性能の評価を行なう。特に、

従来の 10倍の通信性能を有する高速ネットワークを用いた場合の並列性能について検

討する。この結果に基づいて、高速ネットワーク環境に適した並列パラメータの設定方

法を明らかにする。

第 4章においては、電磁場と構造体を同時に解析する電磁構造連成解析を並列化する

方法を提案する。この連成解析には領域分割法をそのまま適用することが困難であるた

め、領域型共役勾配法を併用した並列解析法を開発するとともに、例題の並列解析およ

び性能の定量的な評価を行ない有効性を検証する。さらに、核融合装置真空容器に生じ

る電磁構造連成現象を実機モデルを用いて並列解析し、本手法の実用性を検証する。

第 5章においては、以上の研究成果をもとに領域分割法におけるさまざまな制約を取

り払うことを目的として、メッシュレス法に用いられる手法を導入した新しい領域分割

法を提案する。この新しい領域分割法の開発によって、並列性能および共役勾配法の解

の収束性が向上することや領域分割に関連するさまざまな制約が取り払われることにつ

いてまとめ、本手法の有効性を示す。さらに、この解析法を用いて例題の解析を行ない、

解析方法の妥当性を検証するとともに、並列性能の比較検討を行ない、本手法の実用性

を明らかにする。
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第 2 章

有限要素解析の並列化および性能評価

2.1 はじめに

大規模有限要素解析においては、連立一次方程式の解法に多大な計算時間と記憶容量

が必要とするが、この解法には大別して、直接解法と反復解法がある。ガウスの消去法

に代表される直接解法は、未知数を順次消去していくため有限回の演算で安定した解が

得られ、また演算手法やプログラミングも容易で利用しやすいことから、一般に広く利

用されている。しかし、この並列化は、必要とする記憶容量や多いことや並列処理の粒

度の面で問題が多いとされている。一方、共役勾配法に代表される反復解法は、近似解

を収束計算により正解に近づけていく方法であるため、問題の性質や収束判定値によっ

て計算時間や解の精度が変化する。しかし、有限要素法のように係数マトリックスが疎

行列 (スパース・マトリックス)の場合には非零成分のみを記憶すれば良いため、大規模

解析においては記憶容量の面で有利である。

有限要素解析を並列化する方法としては、領域分割法と呼ばれる全体の解析領域を分

割して並列解析する方法が有力であるとされる(2.1–2.3)。しかし、領域の切り方によって

演算量や通信量が大きく変化するとともに、領域間境界に対して適用される共役勾配法

の収束性が変化するため、並列性能が大きく変化する。したがって、並列性能を最大限

に引き出すためには、領域の分割方法を最適なものに設定することが重要となる。

本章では、ワークステーション・クラスタを用いた並列有限要素解析法として、ガウ

スの消去法および共役勾配法を並列化する方法を開発し、さらに領域分割法を加えた 3

つの方法について、それぞれの並列化方法および並列解析システムの実装方法について

述べる。さらに、これらの並列性能の定量的な評価および比較を行なうため、並列解析
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2.2 並列化方法

時間を演算量と通信量をもとに予測する評価式を導出するとともに、この評価式に基づ

いてそれぞれの方法における並列パラメータの最適化を行なう。これにより、各並列化

方法の性能の限界を明らかにするとともに、実際に 35万自由度を越える 3次元解析に

適用して、これらの方法の有効性を確認する。

2.2 並列化方法

2.2.1 ワークステーション・クラスタによる並列処理

(a) マスター/スレーブモデルに基づいたシステムの実装

ネットワークに接続された多数のワークステーションを、1つの分散メモリMIMD型

の並列計算機とみなして並列計算を行なう。並列解析システムの実装は、マスター/ス

レーブモデルに基づいて、Fig. 2.1 に示されるように、1台のワークステーションを全

体の処理を管理するマスター・マシン、残りを並列計算を行なうスレーブ・マシンとに

分ける。スレーブ・マシンには、独立に計算可能な処理を割り当てておく。

Master

.....Slave-2 Slave-nsSlave-1

Data

Result

Fig. 2.1 Schematic diagram of a workstation cluster system

並列解析の全体の流れは、Fig. 2.2に示すように、マスター・マシンとスレーブ・マシ

ンとの間でデータ転送を行ないながら進められる。具体的には、マスター・マシンでは、

1. 初期化

使用するワークステーションを指定してスレーブ・プロセスを起動し、通信の初

期化を行なう。

2. データの送信

並列計算を行なうのに必要なデータを各スレーブ・マシンに送信する。
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2.2 並列化方法

Initialization Initialization

Parallel Computation

Receive DataSend Data

Send ResultReceive Result

Master Slave

Fig. 2.2 Message passing

3. 計算結果の受信

各スレーブ・マシンで行なわれた計算の結果を受信し、これを用いてマスター・マ

シンが担当する処理を行なう。

4. 上記の 2. 3. を全体の処理が終了するまで繰り返す。

また、スレーブ・マシンでは、

1. 初期化

マスター・マシンからプロセスが起動され、通信の初期化を行なう。

2. データの受信

担当している計算を行なうのに必要なデータを受信する。

3. 並列計算

割り当てられた計算を実行する。

4. 計算結果の送信

計算結果を送信する。
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2.2 並列化方法

5. 上記の 2. から 4. を繰り返す。

このように、マスター・マシンとスレーブ・マシンとの間では、データの受渡しや各

処理の同期を取る必要があるため、メッセージ・パッシングを用いてデータ (メッセー

ジ)の送受信を行なう。

(b) ソケットを用いたメッセージ・パッシング

本研究では、ワークステーション・クラスタにおいてメッセージ・パッシングを実現

するため、UNIXに実装されているソケット(2.4)を用いてデータ通信を行なう。

ソケットは、プロセス間の通信チャンネルを提供する機能として、BSD UNIXに実装

されている。この機能は、Fig. 2.3に示すように、ISO/OSI (International Organization

for Standardization on Open System Interconnection)の 7階層参照モデルのうち、ト

ランスポート層に対するアプリケーション・プログラム・インターフェース (API)を提

供する。この通信プロトコルは、通信方式が異なる型 (type)と通信範囲が異なる定義域

(address family)の組合せにより異なる。

7. Application Layer

Process User Process User Process

6. Presentation Layer User ↓↑ ↓↑

5. Session Layer Socket STREAM DGRAM

↓↑ ↓↑
4. Transport Layer TCP UDP

Protocol Kernel ↓↑ ↓↑
3. Network Layer IP

↓↑
2. Data Link Layer Interface CSMA/CD, ...

1. Physical Layer Network Hardware 10Base5, ...

ISO/OSI 4.3 BSD UNIX

Fig. 2.3 Network structure

ネットワークを介したインターネット・ドメインのソケット・インターフェースには、

Fig. 2.3 に示すように、TCP (Transmission Control Protocol)によって実装されている
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2.2 並列化方法

ストリーム (STREAM)・ソケットと、UDP (User Datagram Protocol)によって実装さ

れているデータグラム (DGRAM)・ソケットがある。ストリーム・ソケットは、Fig. 2.4

に示すように、通信を行なうプロセス間にバーチャル・サーキットと呼ばれる仮想的な

全二重通信路を設定し、ソケット同士を接続して通信を行なう。したがって、双方向通

信の信頼性が高く、順序正しいデータ通信が提供される。これに対しデータグラム・ソ

ケットは、ソケット同士の接続を一切行なわず、Fig. 2.4 に示すように、データパケッ

トを用いてそれぞれのネットワーク層の機能により通信が提供される。このため、スト

リーム・ソケットに比べて、ソケットの接続といった通信オーバヘッドの低減が期待で

きるが、複数のデータグラムが発送された場合などには、発信された順序で受信される

保証はなく、データの到着そのものすら保証されない。

Virtual Circuit

Datagram
Host A

Transport Layer

Network Layer

Data

Host B

Network

Fig. 2.4 BSD socket interface

そこで本研究では、ストリーム・ソケットを用いてメッセージ・パッシングを行なう

こととする。また、ワークステーションとして、Sun SPARCstation 2 (28.5 MIPS, 4.2

MFLOPS, 主メモリ 48 MB)、ネットワークには Ethernet (10Base-5, 10 Mbps)を使用

する。

21



2.2 並列化方法

2.2.2 並列ガウス消去法

大規模有限要素解析の連立一次方程式解法にガウスの消去法を適用すると、前進消去

の部分にCPU時間のほとんどを費やす。そこで、前進消去の処理を分散・並列化し、大

規模解析の高速化を実現する。

有限要素法の剛性マトリックスは、通常、対称で対角付近の比較的近い部分に非零成

分が並んだバンド・マトリックスである。このため、バンド・マトリックスにガウスの

消去法を適用する場合、上三角 (あるいは、下三角)部分の非零成分が充満したバンド部

分に対して演算を行なうことで、演算量を節約することができる。

マトリックス aij に対する前進消去は、ピボット行 k を用いて、それ以降の行 i およ

び列 j の成分に対して

aij = aij −
aik

akk
akj (2.1)

の演算を行なうため、プログラム上において kij の 3 重ループとなる。これらの反復

ループのうち、内側の 2つのループ i および j に関してはデータ依存性がないことか

ら並列化することができる(2.5–2.7)。特に、ベクトル・プロセッサを複数備えた共有メモ

リ型のベクトル並列計算機においては、最内側ループ i をベクトル化し、さらにループ

j を並列化することにより、高効率な並列化を実現することができる(2.8–2.10)。しかし、

この並列化手法をそのままワークステーション・クラスタのような分散メモリ環境に適

用しようとすると、ピボット行 k を 1行ずつ転送して演算を行なわなければならないた

め、並列処理の粒度が非常に細かくなることから、高い並列効率を得ることができない。

そこで、Fig. 2.5 に示すように、上三角部分のバンド・マトリックスを一定行ごとの

ブロックに分割し、このブロック単位に前進消去の演算を並列に行なう。まず、第 1ブ

ロック内を前進消去すると、これをピボット・ブロックとして第 2ブロック以降の対応す

る列の前進消去が可能となる。次に、第 2ブロック内の前進消去を行なうと、これを用

いて第 3ブロック以降の前進消去を同様に行なうことができる。したがって、各ブロッ

クを各スレーブ・マシンに割り当てておけば、前進消去が終了したピボットブロックを

用いて、並列に前進消去を行なうことができる。

まず、剛性マトリックスの担当ブロックを各スレーブ・マシン上で分散作成する。第

1ブロックを担当するスレーブ・マシンは、ブロック内の前進消去を行なう。マスター・

マシンはこの最初のピボットブロックをスレーブ・マシンから受信し、他のスレーブ・

マシンに転送する。各スレーブ・マシンは受信したピボットブロックを用いて、担当ブ

ロックにおける対応する列の前進消去を行なう。この処理を全てのピボットブロックに
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2.2 並列化方法

Half-bandwidth nbw

Number of Rows per Block nbr

Stiffness Matrix

Forward Elimination
within Pivot Block

Forward Elimination
by Slave Machines

1 (Slave-1)
2 (Slave-2)

3 (Slave-3)
4 (Slave-4)

5 (Slave-1)
6 (Slave-2)

0

sym.

Slave-1 Slave-2 Slave-3 Slave-4

Master

Block Allocation

Network

7 (Slave-3)
8 (Slave-4)

9 (Slave-1)

1 2 3 4
5 6 7 8
9

Fig. 2.5 Allocation of the stiffness matrix to the slave machines

対して行なうことにより、前進消去が完了する。なお、後退代入についても、代入する

解ベクトルを転送しながら各スレーブ・マシン上で行うことができる。また、各ブロッ

ク内の前進消去は並列化されないため、ブロックの行数により並列性能が変化すること

になる。

2.2.3 並列共役勾配法

正値対称なマトリックス [K] を係数とする連立一次方程式

[K] {u} = {f} (2.2)
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2.2 並列化方法

の解法は、汎関数

Π({u}) =
1

2
{u}T [K] {u} − {f}T {u} (2.3)

の最小化問題と等価である。共役勾配法 (Conjugate Gradient Method, CG法)は、探索

方向ベクトル {p}と残差ベクトル {r}により、この最小化問題を次の反復計算により解
く(2.11)。

Step 0: 初期化

{r}0 = {f} − [K] {u}0 ({u}0は初期値) (2.4)

{p}0 = {r}0 (2.5)

n ← 0

Step 1: 解と残差の修正

αn =
{r}T

n+1 {r}n+1

{p}T
n [K] {p}n

(2.6)

{x}n+1 = {x}n + αn {p}n (2.7)

{r}n+1 = {r}n − αn [K] {p}n (2.8)

Step 2: 収束判定
|| {r}n+1 ||2
|| {f} ||2

≤ ε なら終了 (2.9)

Step 3: 降下方向の更新

βn =
{r}T

n+1 {r}n+1

{r}T
n {r}n

(2.10)

{p}n+1 = {r}n+1 + βn {p}n (2.11)

n ← n + 1として Step 1に戻る

ここで、αn, βn はそれぞれ、n 回目の反復ステップにおける解の探索方向への修正量と

次ステップにおける探索方向の修正量である。

共役勾配法の反復過程においては、係数マトリックス [K] と探索方向ベクトル {p}n

の積の演算部分 (式 (2.6)および式 (2.8))にCPU時間のほとんどを費やす。そこで、剛

性マトリックスをスレーブ・マシン上に分散し、この演算を並列化して高速化をはかる。

なお、剛性マトリックスの分散方法の違いにより、ブロック型共役勾配法と領域型共役

勾配法の 2つの方法を提案する。
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2.2 並列化方法

(a) ブロック型共役勾配法

Fig. 2.6 に示すように、剛性マトリックス [K] を並列台数分に行方向にブロック分割

することとし、それぞれのブロックを各スレーブ・マシン上で分散作成する。このとき

剛性マトリックス内に多数含まれる零成分は演算に必要ないため、非零成分のみを記憶

すると記憶容量および演算量が削減できる。探索方向ベクトル {p} を各スレーブ・マシ
ンに転送し、割り当てられたブロックとの積 {bk} を計算する。全てのスレーブ・マシ
ンにおける計算結果をマスター・マシンに集めれば、剛性マトリックスと探索方向ベク

トルとの積 {b} が得られたことになり、解の修正や次の反復ステップで必要となる残差
や探索方向ベクトルといったパラメータの演算が行なえる。このとき、各スレーブ・マ

シンへの探索方向ベクトルを転送する際にマトリックスの非零成分に対応する成分のみ

とすることにより、データ転送量を減らすことができる。

{b} = [K] {p}n

⇓⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b1

b2

...

bns

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K1

K2

...

Kns

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

n

⇓
{b1} = [K1] {p}n {b2} = [K2] {p}n · · · {bns

} = [Kns
] {p}n

Slave 1 Slave 2 Slave ns

Fig. 2.6 Parallel submatrix-vector product operation

(b) 領域型共役勾配法

Fig. 2.7 のように、全体の解析領域を分割してスレーブ・マシンに割り当て、領域ご

との部分剛性マトリックス
[
K(k)

]
を分散作成する。探索方向ベクトルを各スレーブ・マ

シンに転送し、部分領域単位に剛性マトリックスと探索方向ベクトルとの積を行なう。

この結果をマスター・マシンに集め、全領域について領域間境界の自由度成分の総和を

とると、マトリックス・ベクトル演算の結果を得ることができる。この場合にも、部分
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2.2 並列化方法

剛性マトリックス
[
K(k)

]
は非零成分のみを記憶するとともに、探索方向ベクトルの転

送は演算を行なう部分領域の自由度成分のみとすることにより、演算量およびデータ転

送量を減らすことができる。

Subdomain Ω(1) Subdomain Ω(2){
b(1)

}
=

[
K(1)

] {
p(1)

} {
b(2)

}
=

[
K(2)

] {
p(2)

}
Slave 1 Slave 2

↘ ↙
{b} =

∑
k

{
b(k)

}

Master

Fig. 2.7 Domain partitioned CG method

2.2.4 領域分割法

(a) 方法の概要

領域分割法は解析領域を部分領域に分割して解析を行い、部分領域間の解の連続性は

共役勾配法などの収束計算で満足させる方法である(2.1–2.3)。

部分領域 (k) における剛性方程式を内部自由度
{
u(k)

}
と領域間境界自由度 {μ} に分

けて ⎡
⎢⎣ K

(k)
11 K

(k)
12

K
(k)T

12 K
(k)
22

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

u(k)

μ

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

F(k)

τ (k)

⎫⎪⎬
⎪⎭ (2.12)

と書くことにする。ここで、
[
K

(k)
ij

]
は領域の剛性マトリックス、

{
F (k)

}
,
{
τ (k)

}
は荷重

ベクトルである。式 (2.12)は、上側と下側の 2つの部分に分けて

[
K

(k)
11

] {
u(k)

}
=

{
F(k)

}
−

[
K

(k)
12

]
{μ} (2.13)
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2.2 並列化方法

2

q 2 2 p 2

Slave 2

q q k

k 1

nd

Master

Slave 1

1

q 1 1 p 1

p 2 q 2p 1q 1

K K

Fig. 2.8 Parallel implementation of the domain partitioned CG method

[
K

(k)
12

]T {
u(k)

}
+
[
K

(k)
22

]
{μ} =

{
τ (k)

}
(2.14)

と表される。式 (2.13)より得られる
{
u(k)

}
を式 (2.14)に代入すると、

[[
K

(k)
22

]
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 [
K

(k)
12

]]
{μ} =

{
τ (k)

}
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 {
F(k)

}
(2.15)

のように、内部自由度が消去される。

通常のサブストラクチャー法においては、式 (2.15)を全領域について

∑
k

[[
K

(k)
22

]
−
[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 [
K

(k)
12

]]
{μ}

=
∑
k

{{
τ (k)

}
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 {
F(k)

}}
(2.16)

と全体化したのち、これを解いて {μ} を求める。{μ} が求まると、各領域ごとに、式
(2.13)より内部自由度の変位

{
u(k)

}
が得られる。しかし、領域分割法では、式 (2.16)の

解法に共役勾配法などの反復解法を適用することにより、式 (2.15)を全体系に組み込む

ことなく解くことができる。式 (2.16)を共役勾配法によって解く際には、左辺の係数マ

トリックスと探索方向ベクトルとの積(∑
k

[[
K

(k)
22

]
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 [
K

(k)
12

]])
{p}n (2.17)

27



2.2 並列化方法

の演算を行なうが、これは、

∑
k

([[
K

(k)
22

]
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 [
K

(k)
12

]]
{p}n

)
(2.18)

のように、領域ごとにマトリックス・ベクトル演算を行ない、その結果を全体化するこ

とにより、等価な演算結果を得ることができる。

領域ごとの演算は、式 (2.12)の {μ} の部分に探索方向ベクトル {p}n をいわば境界条

件として与え、これに対応する反力
{
τ (k)

}
計算する。この時、式 (2.12)中で、

{
F(k)

}
は 0 とするため、式 (2.15)において[[

K
(k)
22

]
−

[
K

(k)
12

]T [
K

(k)
11

]−1 [
K

(k)
12

]]
{p}n (2.19)

を計算したことになる。この演算結果を全体系のベクトルにまとめ、これを用いて共役

勾配法のパラメータ演算を行なう。

(b) 本方法の特徴

領域分割法は、従来からあるスレーブ・ストラクチャー法に共役勾配法を適用したも

のと等価な方法であるが、前節で述べたように、領域ごとに
{
τ (k)

}
を求める方が並列

化される演算部分が多く、またプロセッサ間のデータ交換量も領域間境界自由度分のベ

クトルへと小さくなることから、高効率の並列化が実現できる。

領域型共役勾配法と比較すると、領域を分割することにより並列化を実現するという

点では共通するが、各領域の内部自由度が縮小され共役勾配法の反復計算が適用される

自由度数が境界自由度数分へと小さくなっていることから、データ転送量が小さくなる

とともに収束性も向上する。また、領域内の解析には直接解法、領域間には反復解法を

それぞれ適用し、2つの解法のそれぞれの利点を生かしてうまく組み合わせることによ

り、高性能な並列化が期待できる。しかし領域分割数を変えると、この 2つの解法のバ

ランスが変わることによって、収束性のほか並列性能も大きく変化する。極端な場合、

領域分割数を減らして全体領域を 1領域として解析すると、直接解法による解析と等価

になり、逆に、領域分割数を増して 1要素を 1領域に設定して解析すると、共役勾配法

による解析と等価になる。したがって、並列性能が最大となる最適な領域分割数が存在

する。

(c) ワークステーション・クラスタへのシステムの実装

ワークステーション・クラスタを用いた並列システムでは、部分領域の計算をスレー

ブ・マシンに割り当てて並列に解析を行ない、領域間境界自由度に関する共役勾配法の
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2.3 並列性能の定量化

パラメータ演算はマスター・マシンで行う。すなわち、マスター・マシン上で計算され

た探索方向ベクトルを全スレーブ・マシンに転送する。各スレーブ・マシンは担当する

部分領域について、残差計算などに必要となるベクトルを計算し、マスター・マシンへ

返す。なお、高速化をはかるため、各部分領域の剛性マトリックスの前進消去は反復の

1回目にのみ行い、消去後のマトリックスをそのままスレーブ・マシン上に保存して反

復の 2回目以降は後退代入のみで済ませることにする。

2

Slave 2

k

k 1

nd

Master

Slave 1

1

211 2

1

2
2

1

11
= ([Kbb

(1)] – [K ib
(1)]T[Kii

(1)]–1[Kib
(1)])

2 2
= ([Kbb

(2)] – [K ib
(2)]T[Kii

(2)]–1[Kib
(2)])

Fig. 2.9 Parallel implementation of the domain decomposition method

2.3 並列性能の定量化

2.3.1 解析時間の評価方法

並列時の解析時間、加速率および並列効率といった並列性能は、問題の規模や並列台

数、計算の分散方法などに大きく依存する。そこで、並列化の基本パラメータを用いて

解析時間を定量化する。

たとえば、並列ガウス消去法の場合、Fig. 2.10 (a)のように各スレーブ・マシンはマ

スター・マシンからピボットブロックを受け取ると、担当ブロックに対する前進消去を

開始する。消去が終了すると次のピボットブロックを担当しているスレーブ・マシンは、

ブロック内消去を行なった後マスター・マシンにこのブロックを送信する。この操作を
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2.3 並列性能の定量化

全ブロックに対して繰り返し、前進消去が終了することになる。このタイムチャートに

基づき各処理の演算量や通信量を積算すると、並列解析時間が基本パラメータの関数と

して求まる。演算速度や通信速度に関する係数は、小規模な例題の実測により求めるこ

とにする。

並列台数を増すと、1台当たりの演算量は減少するが、データ転送量は増加するため

ネットワークの通信容量は限界に達し、ネットワークの飽和が起こる。この時、スレー

ブ・マシン側に通信待ちが生じ処理時間が増大するが、このような場合にもFig. 2.10 (b)

に基づき解析時間が求まる。

なお、この並列性能の定量化方法は、並列共役勾配法や領域分割法に対しても適用で

きる。

2.3.2 並列ガウス消去法

並列ガウス消去法の各処理に要する時間は次のように表される。

• 1回のピボットブロックの転送

Tc = αc(nbw + 1)nbr + β (2.20)

• 1台のスレーブ・マシンが担当するブロック消去

Tf = αf(nbrns + nbr + nbw − 1)
nbrnbw

ns
(2.21)

• ブロック内前進消去
Tn = αnn2

brnbw (2.22)

• 後退代入

Tb = αc(nsneq − nsnbr + nbr) + β
(
2
neq

nbr
− 1

)
+ αbnbwneq (2.23)

ここで、ns は並列マシン台数、nbr はブロックの行数、neq は全自由度数、nbw は剛性マ

トリックスのバンド幅であり、αc, αf , αn, αb, β はこれらのパラメータに依存しない定数

である。これらの定数を小規模例題の解析により実測したところ、Table 2.1に示す値と

なった。なお、この定数は、演算精度が単精度 (Single Precision)および倍精度 (Double

Precision)のそれぞれの場合について測定した。また、式 (2.20)～(2.23)はいずれも並

列台数 ns とブロック行数 nbr の関数であり、この二つのパラメータの設定が解析時間

に影響する。
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(b) saturated condition

Fig. 2.10 Time chart of parallel Gaussian elimination method

式 (2.20)～(2.22)はいずれも1ブロック当たりのものであるため、解析時間はFig. 2.10

(a)に基づき

T = (2Tc + Tf + Tn)
neq

nbr

+ Tb

= C1
1

ns

+ C2
nbr

ns

+ C3nbr + C4
1

nbr

+C5nsnbr + C6ns + C7 (2.24)
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2.3 並列性能の定量化

Table 2.1 Coefficients of operation and communication speed (parallel Gaussian elimi-

nation method)

Single Precision Double Precision

αf 2.34420 × 10−7 3.18092 × 10−7

αn 1.83096 × 10−7 2.76550 × 10−7

αb 5.04579 × 10−7 1.05641 × 10−6

αc 6.13110 × 10−6 1.22622 × 10−5

β 8.34818 × 10−3

となる。ここで C1～C7 は並列パラメータに依存しない係数であるが、支配的な項は第

1～4項であるため、並列台数 ns に対して反比例して解析時間が減少する。ブロック行

数 nbr については第 2、3項は比例、第 4項は反比例の関係であるため、解析時間が最

小となる nbr の最適値が存在することになる。

一方、ネットワークの飽和が生じた場合には Fig. 2.10 (b)に基づき

T = Tc
neq

nbr

ns + Tb

= C8ns + C9nsnbr + C10
ns

nbr
+ C11nbr

+C12
1

nbr
+ C13 (2.25)

と表され、並列台数 ns に比例して解析時間が増加することになる。

2.3.3 並列共役勾配法

並列共役勾配法の場合も同様にして、以下のように解析時間を定量化することがで

きる。

(a) ブロック型共役勾配法

剛性マトリックスを大きさが等しい ns 個のブロックに分割し、ns 台で並列解析を行

なう時の各処理に要する時間は次のように表される。
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2.3 並列性能の定量化

• スレーブ・マシンへの探索方向ベクトルの転送

Ts = αc

(
2nbw +

neq

ns

)
+ β (2.26)

• スレーブ・マシンにおけるマトリックス・ベクトル演算

Ta = αa
neq

ns
(2.27)

• スレーブ・マシンの演算結果の転送

Tr = αc
neq

ns

+ β (2.28)

• マスター・マシンにおける修正演算

Tp = αpneq (2.29)

ここで、αa, αp は定数であるため、解析時間に影響する並列パラメータは並列台数 ns

のみである。これらの定数を測定した結果を、Table 2.2 に示す。なお、反復計算におけ

る数値丸め誤差を抑えるため、演算精度は倍精度とする。

Table 2.2 Coefficients of operation and communication speed (Block CG method)

Double Precision

αa 4.780 × 10−4

αp 3.360 × 10−5

αc 1.226 × 10−5

β 8.348 × 10−3

全解析時間は収束までの反復回数を It として

T = (Ts + Trns + Ta + Tp)It

= C14
1

ns
+ C15ns + C16 (2.30)

となる。ここで、支配的な項は第 1項であり、並列台数 ns に反比例して解析時間が減

少する。また、ネットワークの飽和が生じた場合には

T = {(Ts + Tr)ns + Tp} It

= C17ns + C18 (2.31)

33



2.3 並列性能の定量化

となるため、並列台数に比例して解析時間が増加することになる。

(b) 領域型共役勾配法

各領域の自由度数 n′
eq が等しくなるように nd 個の領域に分割した場合、反復 1回当

たりの各処理時間は次のように表される。

• スレーブ・マシンへの探索方向ベクトルの転送

Tp = αcn
′
eq

nd

ns

+ β (2.32)

• スレーブ・マシンにおけるマトリックス・ベクトル演算

Td = αdn
′
eq

nd

ns
(2.33)

• スレーブ・マシンの演算結果の転送

Tg = αcn
′
eq

nd

ns
+ β (2.34)

• マスター・マシンにおける修正演算

Tm = αpneq (2.35)

ここで、αd, αm は定数であるため、解析時間は総領域数 nd と並列台数 ns によって変

化する。これらの定数を測定した結果を、Table 2.3 に示す。

Table 2.3 Coefficients of operation and communication speed (Domain CG method)

Double Precision

αd 7.024 × 10−5

αm 8.486 × 10−6

αc 1.226 × 10−5

β 8.348 × 10−3

全解析時間は、反復回数 It より

T = (Td + Tp + Tgns + Tm) It (2.36)
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2.3 並列性能の定量化

と表される。ここで、支配的な項は第 1項目であるから、並列台数 ns に反比例して解

析時間が減少する。また、ネットワークの飽和が生じた場合には、

T = (Tp + Tg) nsIt + TmIt (2.37)

と表される。

2.3.4 領域分割法

領域分割法で、各部分領域の自由度数 n′
eq およびバンド幅 n′

bw を一定とすると、反復

1回当たりの各処理時間は次のように表される。

• 領域間自由度データの送信
Tco = αcnbf + β (2.38)

• 領域内の解析 (反復 1回目)

Td1 = αd1n
′
eqn

′2
bw

nd

ns
(2.39)

• 領域内の解析 (反復 2回目以降)

Td2 = αd2n
′
eqn

′
bw

nd

ns
(2.40)

• 共役勾配法のパラメータ修正演算

Tcg = αcgnbf (2.41)

ここで、nd は領域分割数、nbf は領域間境界自由度数、αd1, αd2, αcg は定数である。こ

れらの定数の実測値をTable 2.4 に示す。

解析時間は反復回数を It として

T = Tco(ns + 1)It + Td1 + Td2(It − 1) + TcgIt (2.42)

となる。また、ネットワークに飽和が生じた時も

T = Tco(2nsIt − ns + 1) + Td1 + TcgIt (2.43)

と表される。

ここで、領域分割数 nd によって部分領域内の自由度数 n′
eq、バンド幅 n′

bw および領

域間境界自由度 nbf が変化し、反復回数 It も変化する。したがって、領域分割数 nd と

並列台数 ns が並列のパラメータである。
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2.3 並列性能の定量化

Table 2.4 Coefficients of operation and communication speed (domain decomposition

method)

Double Precision

αd1 2.32544 × 10−6

αd2 2.70810 × 10−6

αcg 8.04954 × 10−6

αco 8.89320 × 10−6

β 8.34818 × 10−3

2.3.5 反復回数の予測

並列共役勾配法と領域分割法の解析時間を評価するには、共役勾配法の収束までの反

復回数を予測する必要がある。自由度数との関係を求めるため、Fig. 2.11に示す立方体

の一様引張り問題を考え、各辺を N 等分の部分領域に分割、さらに各部分領域は 8節

点アイソパラメトリック要素によって各辺M 等分の要素に分割し、N とM の組合せ

を変えて解析した。

このときの並列共役勾配法 (N = 1)による全自由度数と反復回数の関係を Fig. 2.12

(a)に、領域分割法 (N > 1)による領域間境界自由度数と反復回数の関係をFig. 2.12 (b)

に示す。最小 2乗近似すると

• 並列共役勾配法
It = 12.667n0.359

eq (2.44)

• 領域分割法
It = 12.648n0.293

bf (2.45)

が得られ、これを用いて解析時間の予測を行なう。

2.3.6 評価式の検証

導出した評価式の妥当性を検証するため、並列ガウス消去法、並列共役勾配法および

領域分割法のそれぞれに対して、並列台数を変化させ、実際の解析時間と予測時間の比

較を行なった。Fig. 2.13 に示すように、いずれの方法においても通常時およびネット
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(a) finite element mesh

x
y

z

Elements

Pz = const

ux = uy = uz = 0 uy = uz = 0

uz = 0

M × M × M

1 Domain

M

M
MN

N

N

(b) domain decomposition

Fig. 2.11 Three-dimensional model for performance evaluation

ワーク飽和時に対し良い一致が見られる。なお、スレーブ台数が大きい範囲において、実

際の解析時間とネットワーク飽和時の評価時間との間に若干の誤差が見られるが、これ

は、演算速度および通信速度を表す定数の実測を少ないスレーブ台数を設定して行なっ

たためであると考えられる。しかし、本研究においては、導出した評価式より並列解析

時間を最小にする最適な並列パラメータを求めるため、ネットワークが通常の状態およ

び飽和状態における 2つの曲線の交点付近の評価時間が最も重要であることから、この
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Fig. 2.12 Number of iterations for solution convergence

誤差については実用上問題ないといえる。以上のことから、導出した評価式の妥当性が

確認され、これらの式を用いて解析時間の評価や並列パラメータの最適化を行なうこと

ができる。
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(a) Parallel Gaussian elmination method (b) Block CG method
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Fig. 2.13 Comparison between estimated and executed time

2.4 システムの最適化

2.4.1 並列ガウス消去法の最適化

(a) 並列パラメータの最適化

並列ガウス消去法は、ブロック行数と並列台数により解析時間が変化する。ブロック

行数が少ないと、ピボットブロックの転送回数が増えて通信時のオーバヘッドが増大す

るが、逆にブロック行数を多くすると、並列に処理されないブロック内消去時間が増大
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2.4 システムの最適化

する。このため、ブロック行数には最適な値が存在し、これは式 (2.24)において

∂T

∂nbr

= −C1
1

n2
br

+ C2 + C3
1

ns

+ C5ns

= 0 (2.46)

を解くと、

nbr =

√
C1 · ns

C2 · ns + C3 + C5 · n2
s

(2.47)

となって、解析時間が最小となる最適なブロック行数を得ることができる。こうして得

られた nbr に対して Fig. 2.13 (a)に相当する図を作成し、並列台数 ns の最適値を求め

ることができる。

ブロック行数と並列台数に対しては、Fig. 2.14に示すような4種類の制約が存在する。
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Fig. 2.14 Limitation to the parameters of parallel Gaussian elimination method

1. ネットワークを飽和させないための制約

飽和が起こらない限界は、ブロック行数と並列台数の関係によりFig. 2.14 の右上

がりの曲線で表される。
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2.4 システムの最適化

2. バンド幅によるブロック行数への制約

バンド法では半バンド幅を越えて消去を行なう必要がないため、Fig. 2.15 のよう

にブロックが大きく設定すると、消去の対象となるブロック数が減少し、並列計

算を行なえないスレーブ・マシンが出てくる。したがって、ブロック行数にはバ

ンド幅による制約が存在し、これは

nbr ≤
nbw

ns
(2.48)

という条件式で表され、Fig. 2.14 の右下がりの曲線となる。

pivot block

nbr

to be eliminated

the blocks
to be modified

(a) small block size

to be eliminated

pivot block

nbr

the blocks
to be modified

-0-

half band width
-0-

(b) large block size

Fig. 2.15 Limit by band width

3. 剛性マトリックスを各マシンに分散記憶するのに必要なメモリ容量からくる制約
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2.4 システムの最適化

4. 利用可能なマシン台数の制約

3., 4. は使用するクラスタ環境による制約である。

このため、上記の最適値がこれらの制約を満足しない場合も生じる。したがって、これ

らの条件を満足しかつ効率よく計算できるように並列パラメータを設定しなければなら

ないが、最初の 3つの制約に関しては多少越えていたとしても、並列性能は低下するも

のの、解析の実行は可能である。

(b) サブ・ネットワークを用いた通信容量の拡張

並列パラメータに対する 4つの制約のうち、現状の技術レベルで最も問題となるのは

ネットワークの通信容量による制約である。そこで、複数のサブネットから構成される

ネットワークを利用することによってデータ通信を高速化し、並列効率の向上をはかる。

Fig. 2.16 に示すように各サブネット上にマスター・マシンを起動し、スレーブ・マシ

ンへのピボット・ブロックの転送を各サブネット内で並列に行うこととする。これによ

り、通信容量を実質的にサブネット数倍に増大させることができる。

SlaveSlave SlaveSlave

SlaveSlaveSlave

gateway
Master-1

Slave

Network-1

......

Master-2

Network-2

......

Fig. 2.16 Improvement of data transmission by subnetworking

この方法で実際に解析を行うと、Fig. 2.17に示すようにネットワークの飽和が起こり

にくく、また、飽和が生じた場合にも高い性能を維持することができた。
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Fig. 2.17 Effect of subnetwork system

2.4.2 並列共役勾配法の最適化

(a) ブロック型共役勾配法

並列共役勾配法の並列パラメータは並列台数のみであるため、これを式 (2.30)、(2.31)

および (2.44)を用いて、ネットワークが飽和を起こさず最短時間で解析が行えるように

設定する。例えば、Fig. 2.13 (b)に示した問題の場合、並列台数が 5台のときが最短時

間で解析できることがわかる。

(b) 領域型共役勾配法

領域型共役勾配法の場合、解析時間の評価式 (2.36)および (2.37)には、並列パラメー

タとして並列台数のほか領域分割数が含まれている。しかし本方法の場合には、Fig. 2.11

に示した立方体の一辺を 24要素に分割した問題 (総自由度数 46,247)を、一辺の領域分

割数 N と領域内要素分割数 M の組合せを種々に設定 (N × M = 24)しても、評価式

によって得られる解析時間は Fig. 2.18 に示すように極端な設定をしない限り大きな変

化はない。これは本方法が部分領域の設定が性能に依存しない方法であり、領域分割数

を変化させても演算量、および通信量の変化が小さいためである。
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Fig. 2.18 Dependence of computation time (Domain type)

このように領域数の依存性が小さいため、領域数の設定は考慮せずに並列台数を最適

な値に設定すれば良い。

2.4.3 領域分割法の最適化

領域分割法は、領域分割数と並列台数によって並列性能が変化する。例えば、Fig. 2.11

の立方体の一辺を 24要素に分割した問題の場合、一辺の領域分割数 N と領域内要素分

割数M の組み合わせを種々に設定すると (N ×M = 24)、並列台数の変化に対してFig.

2.19のように式 (2.42)および (2.43)で得られる評価時間が変化する。すなわち、各領域

の自由度数が大きいと領域内の解析には時間がかかるが、領域間境界自由度数は小さい

ため収束は速い。逆に、各領域の自由度数を小さくすると領域内の解析は速くなるが、

領域間境界自由度数が大きくなるため収束が遅くなり、同時に通信量も増加する。

このように、N とM の各組合せごとに解析時間が最小となる並列台数が評価式 (2.42),

(2.43)を用いて求まる。しかし、並列台数に対してはメモリの分散確保に必要となる最

小台数、利用可能な最大台数といった制約も存在する。そこで、最短時間で解析を行う

ためには、並列パラメータを以下の手順で決定する。

1. N と M の各組合せに対し、評価式 (2.42), (2.43)により解析時間が最短となる台
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Fig. 2.19 Variation of computation time for different domain decompositions

数とその時間を求める。

2. メモリの分散確保に必要な台数に達していないケースに対しては、確保できるよ

うに台数を変更し、その時の解析時間を求める

3. 利用可能台数を越えているケースに対しては、それ以下となるように台数を変更

し、その時の解析時間を求める

4. 上記の N とM の組合せの中から、解析時間が最小となるものを選択する

この並列パラメータの最適化の効果を確認するため、上記の立方体 (24×24×24要素

分割)の問題に対し、並列台数は 12台に固定して領域分割数を変えて解析を行なった。

通信や領域内計算などの各処理に要した時間を Fig. 2.20 に示す。Fig. 2.19 で予測され

たように 6×6×6領域に分割した場合が最も高速であり、これよりも領域数が少ないと

スレーブ・マシンにおける領域内計算時間が増している。逆に、領域数を多くするとマ

スター・マシンにおける通信時間が増大し、これにともなってスレーブ・マシンでは待

ち時間が増大している。
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Fig. 2.20 Effect of optimum domain decomposition parameters

このように並列パラメータの最適化の効果が大きいことがわかると同時に、この方法

の妥当性も確認される。

2.5 3つの方法の性能比較

立方体 (24×24×24要素分割)の問題に対し、評価式を用いて得られた並列パラメータ

と解析時間の関係をFig. 2.21に示す。いずれの方法も、解析時間が最小となる最適な並

列パラメータが存在している。並列ガウス消去法は、全体的に時間がかかっているが、

これは他の 2つの方法に比べ演算量、通信量ともに多いためである。しかし、ガウスの

消去法は、一般に反復法とは異なり、問題の性質によらず一定の演算の後に解が得られ
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2.5 3つの方法の性能比較

るという利点がある。領域分割法は最適な領域分割数に設定すれば最も速いが、場合に

よっては並列共役勾配法より遅く、極端な場合には並列ガウス消去法より遅い場合さえ

あるため、注意が必要である。
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Fig. 2.21 Comparison of estimated parallel performance

このように、領域分割型のほうが高速であることがわかる。並列台数を増すと同程度

の解析時間となっているが、これはブロック分割型との通信量の差が縮まるためである。

次に、こうして得られた最適な並列パラメータを用いて、実際に解析を行なった結果

を Table 2.5 に示す。ここで、並列ガウス消去法の最適な並列台数が 8台と他の方法に

比べて少ないが、これは通信容量による制約が大きいためである。また、スレーブ・マ

シン 1台当りに必要なメモリ量は並列共役勾配法が最も少ないが、これは剛性マトリッ

クスの非零成分のみを記憶していること、および領域分割法の領域内解析にガウスの消

去法を用いていることによる。解析時間は、評価式による予測通り領域分割法が最も高

速であった。評価式により求めた並列効率は、いずれの方法とも 50%程度であるが、こ

こで行なった最適化は解析時間を最小にするものであって、並列効率は必ずしも最適化

されていないためである。
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Fig. 2.22 Comparison of parallel performance for two CG method

Table 2.5 Comparison of parallel performance by execution

Gauss CG DDM

Block Domain

Number of Workstations 8 20 10 12

Required Memory [MB] 90.4 1.5 1.5 5.2

Execution Time [min] 292.2 23.9 25.8 18.2

Parallel Efficiency∗1 [%] 47.4 46.6 31.3 52.0

∗1Estimated

2.6 大規模問題への適用

大規模解析の例として、夜間の計算機利用者のいない時間で行なえる範囲内 (ただし、

ワークステーション台数は最大 20台)の最大規模の解析を行った。問題設定と解析結果

をTable 2.6 に示す。
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Table 2.6 Results of a large scale problem

Gauss CG DDM

Block Domain

Number of Elements 32×32×32 48×48×48∗1

Number of Nodes 35937 117649

Degrees of Freedom 104544 350544

Total Matrix Size [MB] 1383∗2 230 230 1046

Number of Workstations 18 20

Total RAM Size [MB] 864 960

Estimated Time [h] 10.8∗3 6.6∗4 6.5 5.4 7.0

Execution Time [h] 12.9 6.9 6.8 5.2 10.8

Parallel Efficiency∗5 39.4 64.5 50.0 14.1 46.9
∗14×4×4 Domains for Domain CG Method, 6×6×6 Domains for DDM Method
∗2Single Precision
∗31 Network
∗42 Networks
∗5Estimated

このようにガウスの消去法によっても、並列パラメータなどを最適化することで 10万

元規模の解析が可能であること、並列共役勾配法、領域分割法では 35万元を越える大

規模解析が十分実用的に解析できることを確認した。

2.7 まとめ

ワークステーション・クラスタを用いて、ガウスの消去法、共役勾配法および領域分割

法による並列有限要素解析システムを開発し、さらに定量的な性能評価を行なった結果、

1. 最適な並列パラメータの決定法を示した。

2. 3つの方法とも最適なパラメータを設定することにより、性能が大きく向上するこ

とを示した。

3. いずれの方法においても通信容量の制約が厳しいことがわかった。
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2.7 まとめ

4. 通信容量の制約を緩和させる 1つの方法として、サブネットを利用すると大きな

効果があることを示した。

5. 35万元規模の大規模解析が 20 台のワークステーションを用いて十分実用的な時

間で行なえることを確認した。
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第 3 章

高速ネットワークを用いたクラスタ・
システムにおける並列性能の評価

3.1 はじめに

前章で述べたように、ワークステーション・クラスタを用いた並列処理においては、

ネットワークの通信容量による制約が大きな問題となる。こうした中、現在広く普及し

ているEthernet (10 Mbps)に変わり、100 MbpsクラスのFast EthernetやATMスイッ

チといった高速ネットワークの普及が始まっており、ワークステーション・クラスタを

用いた並列処理の性能向上が期待される(3.1)。

そこで、通信性能および演算性能が異なるさまざまなクラスタ・システムを用いて並

列性能の評価と比較を行なう。まず、Ethernet環境と Fast Ethernet環境のそれぞれに

おいて、さまざまなメッセージ・パッシング・ライブラリを用いて通信性能の評価およ

び比較を行なう。次に、Fast Ethernetの高速ネットワークを用いたクラスタ・システム

および演算性能が異なるクラスタ・システムにおいて、前章で述べた領域分割法、領域

型共役勾配法、並列ガウス消去法の並列性能の評価と比較を行なう。

以上のことから、クラスタ・システムの演算性能および通信性能が向上することによっ

て、並列性能と並列パラメータへの依存性が大幅に変化することについて議論する。さ

らに、高速ネットワークを用いたクラスタ・システムの性能を最大限に引き出すための

最適な並列パラメータの設定方法を明らかにする。

52



3.2 高速ネットワークの通信性能

3.2 高速ネットワークの通信性能

3.2.1 クラスタ・システムの構成

本章における並列性能の評価と比較には、Table 3.1 に示す、演算性能が異なる 4種類

のクラスタ・システムを用いる。これらのうち、NWS–5000はFast Ethernet (100Base-

TX, 100 Mbps)、それ以外の SPARCstation 2, SPARCstation 10およびHP 9000 Series

700 Model 735 (以下、HP 9000/735 と略記) は Ethernet (10Base-2, 10Base-T および

10Base-5)により接続されている。

Table 3.1 Computation performance of workstation cluster systems

Workstation
(Network)

SPECfp92 SPECint92

SPARCstation 2
(Ethernet 10Base-2, 10 Mbps)

22.8 21.8

SPARCstation 10
(Ethernet 10Base-T, 10 Mbps)

60.2 50.2

HP 9000 Series 700 Model 735
(Ethernet 10Base-5, 10 Mbps)

150.0 80.0

NWS–5000
(Fast Ethernet 100Base-TX, 100 Mbps)

125.0 117.0

3.2.2 メッセージ・パッシング・ライブラリの性能比較

(a) メッセージ・パッシング・ライブラリ

ワークステーション・クラスタや分散メモリMIMD型の並列計算機においては、プロ

セッサ間でデータを交換するためメッセージ・パッシングが用いられる。ワークステーショ

ン・クラスタにおいてメッセージ・パッシングを行なう方法としては、Fig. 3.1 (a)に示すよ

うに、本研究で用いているソケット・インターフェースを用いるほかに、PVM (Parallel

Virtual Machine)(3.2)、p4 (Portable Programs for Parallel Processors)(3.3)、TCGMSG

(Theoretical Chemistry Group Message passing system)(3.4)といった、無償で提供され

ているメッセージ・パッシング・ライブラリを用いる方法もある。これらは、ソケット

を用いて開発されているが、ユーザが作成するアプリケーション・プログラムからは、

繁雑な UNIXシステムコールを直接呼び出すことなく、簡単な関数 (サブルーチン)に
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適当な引数を与えて呼び出すだけで通信を行なうことができる。

TCP/IP

BSD Socket Interface

PVM
MPI

MPI
ApplicationPVM

ApplicationSocket
Application

p4
MPI

MPI
Applicationp4

Application

MPI

MPI
Application

(a) Message passing interface for workstation cluster

MPP Communication Device

PVM
MPI

MPI
ApplicationPVM

ApplicationNative
Application

MPI

MPI
Application

(b) Message passing interface for parallel computer

Fig. 3.1 Message passing library

PVMは、Fig. 3.2 のように、各ワークステーション上に通信やプロセスを管理する

ためのプロセス (デーモン)を起動し、データの転送はこのデーモンを介して行なわれ

る。これにより、通信形態として、同期/非同期通信、ブロック/非ブロック通信、1対

1/1対多通信といったさまざまな方式を選択することができる。また、PVMはワーク

ステーション・クラスタのみならず、(超)並列計算機にも専用の通信デバイスを用いて

移植されており、多くの機種で利用できる。このため、PVMを用いて作成されたアプ

リケーション・プログラムは、Fig. 3.1 (b)に示すように、ワークステーション・クラス

タや PVMが動作するさまざまな並列計算機において互換性を保つことができる。

こうした並列プログラムの他機種への移植性を向上させるため、メッセージ・パッシン

グにおけるインターフェース部分の標準化・統一化を目指して、MPI (Message Passing

Interface)(3.5)により 130を越える関数 (サブルーチン)の仕様が定義されている。この規

約に基づいて実装されたメッセージ・パッシング・ライブラリとしては、MPICH、LAM

などがある。
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UDP socket
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PVM Version 3 Anatomy

Fig. 3.2 PVM version 3 system overview(3.2)

(b) 通信性能の比較

並列効率やスピード・アップといった並列処理性能は、プロセッサ間のデータ転送時

間に大きく依存する。すなわち、ワークステーション・クラスタ・システムにおいて同
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じ性能のネットワークを用いる場合にも、メッセージ・パッシング・ライブラリの性能

により、並列性能が変化する。
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(b) Fast Ethernet

Fig. 3.3 Communication performance of message passing libraries

そこで、前節で述べたメッセージ・パッシング・ライブラリのうち、一般に広く用いら

れているPVM、および、MPIのワークステーション・クラスタへの実装であるMPICH

の通信性能を、本研究で用いているソケットと比較する。Fig. 3.3 に、Ethernetと Fast

Ethernetのそれぞれにおいて、1度に送受信するデータの大きさを変化させて測定した
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3.2 高速ネットワークの通信性能

実効通信性能を示す。

いずれのネットワークにおいても、ソケット・インターフェースを直接用いた場合に

比べ、MPICH、PVMのメッセージ・パッシング・ライブラリを用いると通信性能が低

下している。これは、ライブラリの内部で余分なオーバヘッドが付加されているためで

あると考えられる。特に、PVMの通信性能が低い結果となっているが、これは、通信

を行なう際に送信/受信側のそれぞれのデーモン・プロセスを経由しているためである

と考えられる。

3.2.3 通信性能の定量化

性能が異なる 4種類のクラスタ・システムにおいて、ソケット・インターフェースを

用いる場合の実効通信速度と通信時間を、1度に送受信するデータサイズを変化させて

測定した。この結果を、Fig. 3.4 に示す。いずれのシステムにおいても、通信の初期化

などにより、データ転送量が小さいほど、通信性能が低下する。Fast Ethernetは、一度

に送受信するデータサイズが小さいと、通常の Ethernetとほぼ同等、あるいはそれ以

下の性能しか得られず、データサイズを大きくとることにより、その性能が生かされて

くることがわかる。

同図 (b)より、データ転送に要する時間 Tc [sec]を、一度に送受信するデータサイズ

n [byte]を用いて

Tc = αn + β (3.1)

のように 1次関数に最小 2乗近似することができる。ここで、α は通信速度を表す係数、

β は通信の初期化などに要するオーバヘッド時間を表し、これらはネットワークの通信

性能により変化する。各システムにおける値を、Table 3.2 に示し、これらの値は、後

述の並列解析時間の評価に用いる。

なお、Fig. 3.4およびTable 3.1には、参考までに、超並列計算機Connection Machine

CM–5 (Fat Tree) の通信性能もプロットした。Fig. 3.4 (a) のように、Fast Ethernet

(NWS–5000)の最大通信速度は、超並列計算機 (CM–5)とほぼ同等であるが、データサ

イズが小さいときは、通信初期化などのオーバヘッドが大きいため、通信性能が低下し

ている。したがって、Fast Ethernetを用いたクラスタ・システムでは、一度に送受信す

るデータサイズを大きくとることができれば、超並列計算機なみの性能が期待できる。
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Fig. 3.4 Communication performance of workstation clusters
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Table 3.2 Communication performance of workstation cluster systems

Workstation
(Network)

α [sec/byte] β [sec]

SPARCstation 2
(Ethernet 10Base-2, 10 Mbps)

1.218 × 10−6 0.0037

SPARCstation 10
(Ethernet 10Base-T, 10 Mbps)

1.296 × 10−6 0.0025

HP 9000/735
(Ethernet 10Base-5, 10 Mbps)

1.044 × 10−6 0.0049

NWS–5000
(Fast Ethernet 100Base-TX, 100 Mbps)

1.703 × 10−7 0.0151

Connection Machine CM–5
(Fat Tree)

1.236 × 10−7 0.0003

3.3 領域分割法

3.3.1 各クラスタ・システムにおける性能の定量化

領域分割法の並列解析時間は、2.3.4節で述べたように、

T = Tco(ns + 1)It + Td1 + Td2(It − 1) + TcgIt

=
{
αd1n

′
eqn

′2
bw + αd2n

′
eqn

′
bw(It − 1)

} nd

ns

+ (αcnbf + β)Itns

+(αcnbf + β + αcgnbf)It (3.2)

と表される。また、ネットワークが飽和した場合には

T = Tco(2nsIt − ns + 1) + Td1 + TcgIt

= (αcnbf + β)(2It − 1)ns + αd1n
′
eqn

′2
bw

nd

ns
+ αcnbf + β + αcgnbfIt (3.3)

となる。

ここで、演算速度を表す定数 αd1, αd2, αcg は、クラスタ・システムの性能により異な

る。4種類のクラスタ・システムにおいて、それぞれ小規模な例題を解析し、これらの

定数を実測した結果、Table 3.3 に示す値となった。また、通信速度を表す定数 αc, β に

ついては、前節で述べた通信性能の定量化の結果より、α [sec/bite]を αc [sec/word]に

換算することにより、等価なものとなる。
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Table 3.3 Coefficients of computation speed (domain decomposition method)

Workstation αd1 αd2 αcg

SPARCstation 2 2.32544 × 10−6 2.70810 × 10−6 8.04954 × 10−6

SPARCstation 10 9.69298 × 10−7 1.05016 × 10−6 3.51717 × 10−6

HP 9000/735 2.79842 × 10−7 3.99980 × 10−7 2.02626 × 10−6

NWS–5000 5.02752 × 10−7 5.58571 × 10−7 2.84646 × 10−6

したがって、式 (3.2)および (3.3)に、それぞれのクラスタ・システムにおける各定数

を代入することにより、並列解析間を定量化することができる。

3.3.2 領域数が等しい場合の性能比較

(a) 評価時間の比較

Fig. 3.5に示す一様引張りを受ける立方体を、8節点アイソパラメトリック要素により

48×48×48に分割した問題 (350544自由度)を設定する。この解析モデルを 6×6×6領域

(nd = 216) に分割した場合、4種類のクラスタ・システムにおけるそれぞれのスレーブ

台数に対する評価時間の変化を、Fig. 3.6 に示す。Ethernetを用いた 3種類のシステム

(SPARCstation2, SPARCstation 10, HP 9000/735)を比較すると、演算性能が高いシス

テムほど計算時間は短縮される。しかし、これに伴ってネットワークの通信容量の制約

が相対的に厳しくなるため、HP 9000/735や SPARCstation 10においては、少ないス

レーブ台数でネットワークの飽和が起きている。

一方、Fast Ethernetのシステム (NWS–5000)においては、通信性能が高いため通信

時間が短縮されることにより、ネットワークの飽和が起きていない。この結果、スレー

ブ台数を増しても効率的に並列処理を行なうことができ、解析が高速化されることがわ

かる。

(b) ネットワークの飽和パラメータの比較

ネットワークの飽和の起こりやすさは、ネットワークの通信性能およびワークステー

ションの演算性能によって大きく変化する。例えば、同じ演算性能のワークステーショ

ンを用いても、ネットワークの通信性能が向上して通信時間が短縮されると、飽和は起
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Fig. 3.6 Parallel execution time of domain decomposition method by different worksta-

tion clusters

こりにくくなる。逆に、同じ通信性能のネットワークを用いても、ワークステーション

の演算性能が向上して演算時間が短縮されると、飽和は起こりやすくなる。

このネットワークが飽和を起こす度合は、スレーブ 1 台当たりの演算時間と、マス

ターからスレーブへの通信時間との比によって表すことができる。ここでは、この比を
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3.3 領域分割法

飽和パラメータ Sp として定義する。領域分割法の場合には、領域間境界データの転送時

間 Tco と、共役勾配法の反復 2回目以降におけるスレーブ 1台当たりの演算時間 Td2
nd

ns

の比

Sp =
Tco(ns − 1)

Td2
nd

ns

(3.4)

として表わされ、Sp > 1 のときネットワークが飽和状態となる。

スレーブ台数に対する飽和パラメータの変化は、Fig. 3.7 のようになり、曲線の傾き

が大きいほどネットワークの飽和が起こりやすいことを示している。また、それぞれの

曲線と Sp = 1 の直線との交点は、ネットワークの飽和が起こりはじめる臨界点を表し、

この点において並列解析時間が最小となる。
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Fig. 3.7 Saturation parameter for different workstation clusters (DDM)

ここで、NWS–5000 (Fast Ethernet)と SPARCstation 2 (Ethernet)の飽和パラメー

タの変化は、良く似た傾向を示しているが、これは、2つのシステムの演算性能と通信

性能の比率が、ほぼ等しいためである。よって、Ethernetに接続された SPARCstation

2と、Fast Ethernetに接続された NWS–5000のシステムの飽和の起こりやすさは、同

程度であるといえる。

3.3.3 領域数に対する依存性および最適化

演算性能がほぼ等しいNWS–5000 (Fast Ethernet)とHP 9000/735 (Ethernet)のシス

テムにおいて、立方体を 48×48×48要素に分割した問題に対して、領域数を 3×3×3か
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ら 12×12×12まで変化させたときの解析時間を比較すると、Fig. 3.8 のようになる。こ

こでスレーブ台数は、HP 9000/735 (Ethernet)においては、それぞれの領域数に対して

解析時間が最小となる最適な台数に設定した。また、NWS–5000 (Fast Ethernet)にお

いては、HP 9000/735 (Ethernet)の最適な台数ををそのまま設定した場合 (図中には、

NWS–5000 (non-optimized)と表記)と、このシステムにおいて最適な台数をそれぞれ設

定した場合 (図中には、NWS–5000 (optimized)と表記)について、比較している。
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Fig. 3.8 Dependence of parallel execution time on number of domains

ネットワークの性能が高いFast Ethernetにおいては飽和が起こりにくいため、スレー

ブ台数を Ethernetの場合よりも多く設定することができることから、並列処理の効果

によって高速化されている。特に、領域数を増してネットワークへの負荷が大きくなる

と、この差が大きくなる。このように、並列パラメータである領域数とスレーブ台数を、

それぞれ Fast Ethernetの環境に適した値に設定することにより、高速化されることが

わかる。

最適な領域数は、Ethernetにおいては 6×6×6であるのに対し、Fast Ethernetの場合

には、8×8×8と大きな値となっている。これは、領域数を増すことにより領域ごとの解

析時間が短縮されるとともに、共役勾配法が適用される領域間境界自由度が増大し、通

信 1回当たりのデータサイズが大きくなることによって、Fast Ethernetの通信性能が

Fig. 3.9 のように向上しているためである。
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Fig. 3.9 Relation between communication performance and number of domains

3.3.4 実際の解析における並列性能の比較

立方体を 48×48×48 要素に分割した大規模問題を、SPARCstation 2 (Ethernet) と

NWS–5000 (Fast Ethernet)の 2つのシステム上で実際に解析を行ったところ、Table 3.4

の結果が得られた。並列パラメータはそれぞれのシステムにおいて、解析時間が最小と

なる値に設定している。NWS–5000は SPARCstation 2に比べ演算性能が高いため解析

時間が短縮され、さらに、Fast Ethernetの効果によって、ネットワークが飽和を起こさ

ず、高い並列効率を得ることができた。

Table 3.4 Execution time and parallel efficiency (DDM)

SPARCstation 2 NWS–5000

(Ethernet) (Fast Ethernet)

Number of Slave Machines 20 10

Number of Domains 216 512

Time [h] 10.8 1.2

Parallel Efficiency [%] 46.9 75.7
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3.4 領域型共役勾配法

3.4.1 各クラスタ・システムにおける性能の定量化

領域型共役勾配法の並列解析時間は、2.3.3(b)節で述べたように、

T = (Td + Tp + Tgns + Tm) It

= (αd + αc) Itn
′
eq

nd

ns
+ βItns + αcn

′
eqItnd + (β + αmneq) It (3.5)

と表される。また、ネットワークが飽和した場合には、

T = (Tp + Tg)nsIt + TmIt

= 2βItns + 2αcn
′
eqItnd + αmneqIt (3.6)

となる。

ここで、演算速度を表す定数 αd, αm を 4種類のクラスタ・システムにおいてそれぞ

れ実測した結果、Table 3.5 に示す値となった。したがって、領域分割法の場合と同様

に、式 (3.5)、(3.6)にそれぞれのクラスタ・システムにおける定数を代入することによ

り、解析時間を評価することができる。

Table 3.5 Coefficients of computation speed (Domain CG method)

Workstation αd αm

SPARCstation 2 7.024 × 10−5 8.486 × 10−6

SPARCstation 10 3.055 × 10−5 3.095 × 10−6

HP 9000/735 1.258 × 10−5 2.094 × 10−6

NWS–5000 1.694 × 10−5 1.774 × 10−6

3.4.2 評価時間の比較

領域分割法の場合と同じ、立方体を 48×48×48要素に分割した問題に対する評価時間

を、Fig. 3.10 に示す。Fast Ethernetを用いると、通信の高速化によりネットワークの

飽和が生じにくいため、演算性能がほぼ等しい HP 9000/735 (Ethernet)に比べて、解

析時間が短縮されている。
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3.4 領域型共役勾配法
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Fig. 3.10 Parallel execution time of domain partitioned CG method by different work-

station clusters

3.4.3 飽和パラメータの比較

領域型共役勾配法の飽和パラメータは、領域分割法の場合と同様の定義に基づき、探

索方向ベクトルの転送時間とスレーブ 1台当たりの演算時間との比

Sp =
Tp(ns − 1)

Td
nd

ns

(3.7)

として表される。スレーブ台数に対する飽和パラメータの変化をFig. 3.11に示す。通信

量が多いため領域分割法に比べて全般的に飽和しやすい傾向にあるが、この場合もFast

Ethernetにおける飽和パラメータの傾きが最も小さく、ネットワークの飽和が起こりに

くいことがわかる。

3.4.4 実際の解析における並列性能の比較

この大規模問題を、SPARCstation 2 (Ethernet)とNWS–5000 (Fast Ethernet)の 2つ

のシステムにおいて、実際に解析した結果をTable 3.6 に示す。NWS–5000のシステム

においては、領域分割法の場合と同様に、演算性能と通信性能の向上により高速に解析

することができた。なお、並列効率が低い値となっているのは、通信量が多いことと、

解析時間が最小となるように並列パラメータを設定しているためである。
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3.5 並列ガウス消去法
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Fig. 3.11 Saturation parameter for different workstation clusters (Domain CG)

Table 3.6 Execution time and parallel efficiency (Domain CG)

SPARCstation 2 NWS–5000

(Ethernet) (Fast Ethernet)

Number of Slave Machines 20 10

Number of Domains 64 64

Time [h] 5.2 1.0

Parallel Efficiency [%] 14.1 32.9

3.5 並列ガウス消去法

3.5.1 各クラスタ・システムにおける性能の定量化

並列ガウス消去法の解析時間は、2.3.2節で述べたように、

T = (2Tc + Tf + Tn)
neq

nbr
+ Tb

= 4β
neq

nbr
+ (αf + αn)nbwneqnbr +

(
αc + αfnbw

neq

ns

)
nbr + αf (nbw − 1) nbw

neq

ns

+αc (neq − nbr)ns + {2αc (nbw + 1) + αbnbw}neq − β (3.8)
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3.5 並列ガウス消去法

と表される。また、ネットワークが飽和した場合には、

T = Tc
neq

nbr
ns + Tb

= αcneq(nbw + 2)ns + αc(1 − ns)nbr + β(ns + 2)
neq

nbr
+ αbnbwneq − β (3.9)

となる。

Table 3.7 Coefficients of computation speed (parallel Gaussian elimination method)

Workstation αf αn αb

SPARCstation 2 2.34420 × 10−7 1.83096 × 10−7 5.04579 × 10−7

SPARCstation 10 7.21425 × 10−8 9.05435 × 10−8 3.83333 × 10−7

HP 9000/735 2.71279 × 10−8 4.72637 × 10−8 1.73632 × 10−7

NWS–5000 3.35564 × 10−8 4.14677 × 10−8 2.63308 × 10−7

3.5.2 評価時間の比較

立方体を 16×16×16 要素に分割した問題 (13872 自由度) に対する評価時間を、Fig.

3.12 に示す。ここで、ブロック行数は、それぞれのシステムにおいて最適な値を設定し

た。NWS–5000 (Fast Ethernet)の場合には、ネットワークの飽和が起こりにくいため、

演算性能が同等のHP 9000/735 (Ethernet)よりも高速に解析を行うことができる。

3.5.3 ブロック行数に対する依存性および最適化

スレーブ台数を 5台に固定した時の、ブロック行数に対する評価時間の変化を、Fig.

3.13 に示す。ここで、HP 9000/735 (Ethernet)のシステムにおいては、スレーブ台数 5

台においてネットワーク飽和状態にあるため、ほかのシステムと依存性が異なっている。

Fast Ethernetにおける最適なブロック行数は、Ethernetの場合に比べて大きな値と

なっている。これは、ブロック行数によって通信 1回当たりの通信量が変化するため、

Fig. 3.14 に示すように、ブロック行数を大きく設定することにより、Fast Ethernetの

通信性能を引き出すことができる。したがって、Fast Ethernetを利用する場合には、ブ

ロック行数を Ethernetの場合よりも大きく設定し、高い通信性能が得られるようにし

なければならない。
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3.5 並列ガウス消去法
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Fig. 3.12 Parallel execution time of parallel Gaussian elimination method by different

workstation clusters
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Fig. 3.13 Dependence of parallel execution time on block size of parallel Gaussian elim-

ination method
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3.5 並列ガウス消去法
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Fig. 3.14 Relation between communication performance and block size
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3.5 並列ガウス消去法

3.5.4 並列パラメータへの制約の比較

ブロック行数とスレーブ台数の設定に対して、図 3.15 に示すような制約が存在する。

まず、第一に、ネットワークを飽和させないための通信容量による制約であり、これに

よってスレーブ台数の最大値が設定される。第二は、バンドマトリックスに対する前進

消去が、全てのスレーブマシンにおいて並列に行えるための、バンド幅により決定され

るブロック行数の最大値であり、これはクラスタ・システムの性能に依存しない制約で

ある。これらの制約を満たすようにブロック行数とスレーブ台数を設定しなければなら

ないが、Fast Ethernetを用いたシステムにおいては、通信容量の制約が大幅に緩和され

るため、スレーブ台数を大きく設定することができ、解析を高速に行うことができる。
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Fig. 3.15 Limitation to the parallel parameters of parallel Gaussian elimination method

3.5.5 実際の解析における並列性能の比較

立方体を 32×32×32要素に分割した問題 (104544自由度)を、SPARCstation 2 (Eth-

ernet)とNWS–5000 (Fast Ethernet)の 2つのシステムにおいてそれぞれ解析を行った

ところ、Table 3.8 に示す高い並列効率が得られた。
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3.6 まとめ

Table 3.8 Execution time and parallel efficiency (parallel Gaussian elimination method)

SPARCstation 2 NWS–5000

(Ethernet) (Fast Ethernet)

Number of Slave Machines 18 10

Time [h] 12.9 1.8

Parallel Efficiency [%] 39.4 61.3

3.6 まとめ

通信性能が高いFast Ethernetを用いたワークステーション・クラスタ・システムにお

いて、領域分割法、領域型共役勾配法および並列ガウス消去法の 3種類の並列有限要素

解析手法について、並列性能の評価および比較を行った。その結果、以下の結論を得た。

1. 高速ネットワークの利用は、ワークステーション・クラスタによる並列有限要素

解析において、並列処理が効率的に行なえるようになることから、解析の高速化

を図る上で極めて有効である。

2. 高速ネットワーク環境の性能を十分に引き出すには、通信 1回あたりのデータ転

送量を大きくとることにより通信時のオーバヘッドを小さくする、並列パラメー

タの最適な設定が重要である。この結果として、領域分割法においては、Ethernet

環境の場合よりも領域分割数は小さ目、また、並列ガウス消去法においては、ブ

ロックサイズは大き目に設定されることになる。

3. ネットワークの通信容量の制約を定量的に表す飽和パラメータを定義するととも

に、これを用いてEthernet環境と比較した結果、高速ネットワークの利用が通信

の制約を大きく緩和させることを確認した。

4. 高速ネットワークの導入により、35万元規模の解析を、10台のワークステーショ

ンを用いて、短時間に行えることを確認した。
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第 4 章

電磁構造連成問題の並列有限要素解析

4.1 はじめに

核融合炉や磁気浮上列車などの強磁場中におかれた機器の設計においては、磁場と渦

電流による電磁力および磁場と構造物の変形による速度起電力の相互作用を考慮した、

電磁構造連成解析が必要となる。この連成現象は、一般に、速度起電力によって発生す

る渦電流が構造物の変形を抑えるような電磁力として作用することから、磁気減衰効果

とも呼ばれている(4.1–4.3)。したがって、こうした機器の設計においては、連成現象を考

慮することが大変重要となる。

このような電磁場と構造体の変形が連成する複合現象の解析は、互いに影響を及ぼし

合う渦電流と変位を同時に解析しなければならないため、多自由度の大次元問題となる。

さらに、渦電流解析における係数マトリックスがフル・マトリックスとなることから、

多大な解析時間が必要となる。

こうした複雑系の問題においては、並列解析法に関する研究はほかに例がなく、また、

領域分割法をこの問題の解析にそのまま適用しても並列化を行なうことが不可能である。

したがって、Fig. 4.1に示すような核融合装置真空容器(4.4)のような複雑で超大規模な連

成解析を行なうのは困難な状況にある。

そこで、電磁構造連成解析に適した並列化方法として、領域分割法と領域型共役勾配

法を組み合わせた新しい方法を提案する。本章においては、まず連成解析の方法を示し

て並列化を行なう際の問題点を摘出し、新しく提案する並列解析法を示す。さらに、平

板のたわみ連成問題において並列性能の定量的な評価を行ない、本並列解析法の有効性

を検証する。また、本方法の実用性を確認するため、核融合装置真空容器に生じる電磁
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4.2 電磁構造連成解析方法

Fig. 4.1 Vacuum vessel of magnetic fusion device JT–60U(4.4)

構造連成現象を実機モデル (1/36セクタモデル)を用いた大規模並列解析を行ない、並

列性能を確認するとともに、大規模解析への有効性を検証する。

4.2 電磁構造連成解析方法

4.2.1 電磁構造連成問題 (磁気減衰効果)

Fig. 4.2 に示すように、定常磁場 B と平行に一端を固定した導体平板を置く。この

平板と垂直な方向に時間的に変化する磁場 Ḃ
ex
を印加すると、平板に渦電流 J が発生

し、Fig. 4.3 のように、定常磁場 B によって J ×B 電磁力が発生する。電磁力により

平板が変形すると、この時の変形速度 u̇ と定常磁場 B によって u̇ × B 速度起電力が

発生する。この速度起電力は、Fig. 4.3 のように発生している渦電流を減少させる方向

に電流が流れるため、平板の変形を抑える減衰力として作用する。

この現象は、一般に構造物の変形を抑えるように作用することから、磁気減衰効果と
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4.2 電磁構造連成解析方法

Fig. 4.2 Schematic view of the cantilever plate

J

J

J × B0
B0

B0 B0

J × B0

Ḃex

(a) electromagnetic force

B0

u̇× B0 u̇

B0

(b) electromotive force

Fig. 4.3 Electromagnetic structural coupling effect

呼ばれている。このように、電磁構造連成現象は、J ×B 電磁力による変形が u̇×B 速

度起電力を誘起し、また、速度起電力によって電流が発生するという複雑な現象である。
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4.2 電磁構造連成解析方法

4.2.2 速度起電力を考慮した渦電流解析

電流密度 j を電流ベクトルポテンシャル T を用いて

j = ∇× T (4.1)

と表す。これを用いると、速度起電力を考慮した渦電流の支配方程式は、

1

κ
∇×∇× T = −Ḃ + ∇× (u̇ × B) (4.2)

となる。

ここで、解析対象を薄肉シェル構造物に限定すると、電流は構造物の面内方向成分の

みを考慮すれば良い。そこで、局面シェル上の任意の点で、局面に沿って互いに直行す

る局面シェル座標系 (x̄, ȳ, z̄) を導入すると、電流ベクトルポテンシャル T は、局面に

垂直な成分 T のみの電流スカラーポテンシャルとなる。

よって、電流スカラーポテンシャル T を用いて渦電流の支配方程式 (4.2)を書き改め

ると、
∂Bin

z̄

∂t
− 1

κ

(
∂2T

∂x̄2
+

∂2T

∂ȳ2

)
= −∂Bex

z̄

∂t
(4.3)

となり、これが薄肉シェル構造物に生じる渦電流の支配方程式となる。ここで、左辺第

1項は渦電流が作る磁場、第 2項は電気抵抗、第 3項は構造物の変形による速度起電力、

右辺は外部磁場を表す。

渦電流の解析法には、上述した電流ベクトルポテンシャル T に基礎をおく方法のほ

か、磁気ベクトルポテンシャル A に基礎をおく方法がある。磁気ベクトルポテンシャ

ル A を用いる場合には、渦電流が流れる導体領域のほか、その周りの無限に広がる空

気領域も解析領域として取り扱わなければならない。これに対して、本研究で採用する

電流ベクトルポテンシャル T を用いる場合には、導体領域のみを取り扱えば良いので、

少ない自由度数で解析を行なうことができる。

ガラーキン法を用いて支配方程式 (4.3)を離散化すると、速度起電力を考慮した渦電

流解析の有限要素式

[U]{Ṫ} + [R]{T} + [Ce]{u̇} = {Ḃex} (4.4)

が得られる。ここで、[U]はインダクタンスマトリックス、[R]はレジスタンスマトリッ

クス、[Ce]{u̇}は速度起電力項であり、[Ce] は磁気減衰に関する連成サブマトリックス、

{Ḃex} は外部磁場ベクトルである。
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4.2 電磁構造連成解析方法

4.2.3 電磁力を考慮した構造解析

(a) アイソパラメトリックシェル要素

曲面シェル構造物の応力解析を、8節点アイソパラメトリックシェル要素(4.5)を用いて

行なう。8節点アイソパラメトリックシェル要素による変位場は、2次元の 8節点アイ

ソパラメトリック要素の形状関数 Ni(ξ, η) を用いて⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ux

uy

uz

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

=
8∑

i=1

Ni(ξ, η)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

uxi

uyi

uzi

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

+
8∑

i=1

Ni(ξ, η)
ζ

2

[
v1i −v2i

]⎧⎪⎨
⎪⎩

αi

βi

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.5)

と表される。ここで、ξ, η, ζ は要素内において正規化された局所座標系、v1i および v2i

は、Fig. 4.4 に示すように、節点 i における板厚方向のベクトル V3i と直交する 2軸方

向の単位ベクトルであり、これらの軸まわりの回転角を βi, αi とする。

V3i

x-y-
z-

x

y

z v1i

v3i

v2i

i

i

Fig. 4.4 Isoparametric shell element

このように、8節点アイソパラメトリックシェル要素では、各節点についてそれぞれ、

3方向の変位 uxi, uyi, uzi のほか、回転角 αi, βi を含めた計 5自由度となる。回転角 αi, βi

については、要素ごとの局所座標系で定義されるが、Fig. (a)に示す要素 2の節点 4と

要素 4の節点 1のように、要素の面外方向のベクトル V3i が一致するため、要素間で適

合する。

しかし、同図 (a)に示す要素 1と要素 2にように要素間で折れ曲がりがある場合には、

それぞれの要素で定義される面外方向のベクトル V3i が異なるため、v1i,v2i まわりの
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4.2 電磁構造連成解析方法

回転角 βi, αi が非適合となる。したがって、折れ曲がり部分を含むシェル構造物を解析

する場合には、同図 (b)のように、回転角を全体座標系 (x, y, z) で定義し、要素間にお

ける回転角の適合性を満足させなければならない。このとき、要素 2の節点 4と要素 3

の節点 1のように、1節点に集まる全ての要素が同一平面内にある場合には、面外方向

まわりの回転剛性が 0となるため、全体剛性マトリックスが特異となる。これを避ける

ため、仮想回転剛性と呼ばれる任意の値の剛性係数を、剛性マトリックスの面外方向ま

わりの回転角自由度に対して挿入する。以上のように、回転角を全体座標系で定義する

場合には、各節点について、3方向の変位と回転角 θx, θy, θz を含めた計 6自由度となる。
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Fig. 4.5 Definition of rotation angle
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4.2 電磁構造連成解析方法

(b) 電磁力を考慮した有限要素式

電磁力を考慮して、8節点アイソパラメトリック要素を用いたシェル構造物の有限要

素式は、

[M]{ü} + [K]{u} + [Cs]{T} = {Fex} (4.6)

と表される。ここで、[M] は質量マトリックス、[K] は剛性マトリックス、[Cs]{T} は
電磁力項であり、[Cs] は電磁力に関するマトリックス、{Fex} は外力ベクトルである。

4.2.4 連成解析方法

速度起電力を考慮した渦電流解析の有限要素式 (4.4)と、電磁力を考慮した構造解析

の有限要素式 (4.6)を組合せ、連立させることにより電磁構造連成系の有限要素式⎡
⎢⎣ M 0

0 0

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

ü

T̈

⎫⎪⎬
⎪⎭ +

⎡
⎢⎣ 0 0

Ce U

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

u̇

Ṫ

⎫⎪⎬
⎪⎭ +

⎡
⎢⎣ K Cs

0 R

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

u

T

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Fex

Ḃex

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.7)

が得られる(4.3)。

この式に、ニューマークの β 法およびクランク・ニコルソン法の直接時間積分法を適

用すると、 ⎡
⎢⎢⎣ K +

M

β(Δt)2
Cs

−Ce −(U + αΔtR)

⎤
⎥⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

u

T

⎫⎪⎬
⎪⎭

n+1

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

F1

−F2

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.8)

という連立一次方程式が得られる。ここで、Δt は時間きざみ幅、β はニューマークの

β 法における定数で β = 1
4
、α はクランク・ニコルソン法における定数で α = 1

2
であ

る。また、右辺ベクトル {F1} , {F2} はそれぞれ

{F1} = {Fex}n+1

− [M]

{(
1 − 1

2β

)
{ü}n − 1

βΔt
{u̇}n − 1

β(Δt)2
{u}n

}
(4.9)

{F2} = −αΔt{Ḃex}n+1

−(1 − α)Δt{Ḃex}n + [Ce] {u}n +
(
[U] − (1 − α)Δt [R]

)
{T}n (4.10)

である。

この連立一次方程式を時間ステップごとに解くことにより、変位 {u} および電流スカ
ラーポテンシャル {T}を同時に求めることができる。なお、マトックス [M] , [K] , [U] , [R]

はそれぞれ対称であり、また、

− [Ce] = [Cs]
T (4.11)
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4.3 連成問題の並列化方法

であることから、式 (4.8)の係数マトリックスは対称である。

式 (4.8)の未知数には、シェル要素による変位 {u} および電流スカラーポテンシャル
{T} の両方を含むため、大次元の連立一次方程式となる。さらに、インダクタンスマト
リックス [U] はフルマトックスであるため、この連立一次方程式の解法には、多大な計

算時間と記憶容量が必要となる。

4.3 連成問題の並列化方法

4.3.1 電磁構造連成解析への領域分割法の適用性

2.2.4節で述べた領域分割法の手順にしたがって電磁構造連成解析の並列化を行なおう

とした場合、領域を分割すると、Fig. 4.6 に示すように、相互インダクタンスにより領

域内を流れる渦電流 j によって誘起される磁場 Ḃ
in
が空気中を伝わり、領域間で互い

に影響を及ぼし合う。したがって、領域 (k) の渦電流自由度のマトリックス方程式を、

領域の内部自由度 (添字 (1))と領域間境界自由度 (添字 (2))に分けて表すと

⎡
⎢⎣ A

(k)
11 A

(k)
12 A13

A
(k)
21 A

(k)
22 A23

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

T
(k)
1

T
(k)
2

T3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

B
(k)
1

B
(k)
2

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.12)

のようになる。この方程式の係数マトリックスは正方ではなく、未知数には、領域内と境

界上の電流スカラーポテンシャル
{
T

(k)
1

}
,
{
T

(k)
2

}
のほかに、他の全領域の電流スカラー

ポテンシャル {T3} が含まれている。このため、領域分割法の計算方法にしたがって、
領域間境界上の電流スカラーポテンシャル

{
T

(k)
2

}
の部分に境界条件を設定しても、領

域ごとに独立に解析を行なうことができない。よって、電磁構造連成解析に領域分割法

をそのまま適用して並列化を行なうことは、困難である。

4.3.2 領域型共役勾配法による並列化

電磁構造連成解析に領域型共役勾配法を適用する場合には、変位および電流スカラー

ポテンシャルの全自由度に対して共役勾配法が適用されるため、解析領域を分割しても、

領域間におけるインダクタンスの影響を考慮することができる。ただし、各領域におけ

る演算には、全自由度の電流スカラーポテンシャルが必要となる。

解析領域を 2つの領域に分割した場合、時間ステップごとに解くべき連立一次方程式
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4.3 連成問題の並列化方法

(1)

(2)

j

j

Ḃin

Ḃin

Fig. 4.6 Mutual inductance between domains

(4.8)は
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K(1) +
M(1)

β(Δt)2
C(1)

s

K(2) +
M(2)

β(Δt)2
C(2)

s

−C(1)
e −

(
U(1) + αΔtR(1)

)

−C(1)
e −

(
U(2) + αΔtR(2)

)

⎤
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(1)

u(2)

T

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

n+1

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F
(1)
1

F
(2)
1

−F2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.13)

となる。したがって、領域ごとに 6 つのマトリックス
[
M(k)

]
,
[
K(k)

]
,
[
U(k)

]
,
[
R(k)

]
,[

C(k)
s

]
,
[
C(k)

e

]
を領域内の要素マトリックスからそれぞれ作成すると、共役勾配法におけ

る係数マトリックスと探索方向ベクトルとの積を、領域ごとに構造自由度および渦電流

自由度についてそれぞれ

{
q(k)

s

}
=

[
K(k) +

M(k)

β(Δt)2

] {
u(k)

}
+
[
C(k)

s

] {
T(k)

}
(4.14)
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4.3 連成問題の並列化方法

{
q(k)

e

}
=

[
−C(k)

e

] {
u(k)

}
+
[
−
(
U(k) + αΔtR(k)

)]
{T} (4.15)

のように行なうことができる。ここで、渦電流自由度の演算には、全領域の電流スカラー

ポテンシャル {T} が必要となる。
領域ごとに得られた演算結果を全領域について

{b} =
∑
k

⎧⎪⎨
⎪⎩

q(k)
s

q(k)
e

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.16)

のように全体化することにより、マトリックス・ベクトル演算の結果を得ることができる。

式 (4.13)の係数マトリックスは、条件数が大きい性質の悪いマトリックスであるため、

対角項を用いたスケーリングによる前処理を行ない、共役勾配法の収束性を向上させる。

また、非定常解析における第 2時間ステップ目以降においては、共役勾配法の初期解と

して 1つ前の時間ステップにおける解を用いて、高速化をはかる。

4.3.3 領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた並列化方法

電磁構造連成問題において、渦電流解析には領域分割法を適用することができないが、

構造自由度に関しては領域ごとに独立に解析を行なうことが可能である。そこで、渦電

流自由度は前節で述べた領域型共役勾配法を用いて並列解析を行ない、構造自由度には

領域分割法を適用して並列解析を行なう。ただし、連成解析には連成サブマトリックス

を含んでおり、さらに領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせて同時に反復計算を

行なうため、以下に示す計算法により並列化を行なう。

式 (4.8)における構造自由度を、領域 (k) について、内部自由度 (添字 i)と境界自由

度 (添字 b)に分けて表すと、
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K
(k)
ii +

M
(k)
ii

β(Δt)2
K

(k)
ib +

M
(k)
ib

β(Δt)2

K
(k)T

ib +
M

(k)T

ib

β(Δt)2
K

(k)
bb +

M
(k)
bb

β(Δt)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u(k)

μ(k)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ +

⎡
⎢⎢⎣C

(k)
si

C(k)
sb

⎤
⎥⎥⎦
{
T(k)

}
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f(k)

τ (k)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (4.17)

となる。これより、領域の内部自由度の変位 {u(k)}は、境界自由度の変位 {μ(k)}と、そ
の領域内の電流スカラーポテンシャル {T(k)} を用いて

{
u(k)

}
=

{
f(k)

}
−

[
C(k)

si

] {
T(k)

}
−

⎡
⎣K(k)

ii +
M

(k)
ii

β(Δt)2

⎤
⎦
−1 ⎡

⎣K(k)
ib +

M
(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦ {μ(k)

}
(4.18)

のように求めることができる。これを用いて、領域分割法の境界自由度に対する演算と、

領域型共役勾配法の演算を行なう。境界自由度に対する共役勾配法の係数マトリックス
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とベクトルとの積演算は、各領域ごとに

{
τ (k)

}
=

⎡
⎣K(k)

ib +
M

(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦

T {
u(k)

}
+

⎡
⎣K(k)

bb +
M

(k)
bb

β(Δt)2

⎤
⎦ {μ(k)

}
+
[
C(k)

sb

] {
T(k)

}

=

⎛
⎝
⎡
⎣K(k)

bb +
M

(k)
bb

β(Δt)2

⎤
⎦

−
⎡
⎣K(k)

ib +
M

(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦

T ⎡
⎣K(k)

ii +
M

(k)
ii

β(Δt)2

⎤
⎦
−1 ⎡

⎣K(k)
ib +

M
(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦
⎞
⎟⎠{

μ(k)
}

+

⎛
⎜⎝[C(k)

sb

]
−
⎡
⎣K(k)

ib +
M

(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦

T [
C(k)

si

]⎞⎟⎠{
T(k)

}

+

⎡
⎣K(k)

ib +
M

(k)
ib

β(Δt)2

⎤
⎦

T {
f(k)

}
(4.19)

と行なうことができる。

渦電流自由度についても、領域 (k) について

[
−C(k)

e

]⎧⎪⎨
⎪⎩

u(k)

μ(k)

⎫⎪⎬
⎪⎭ +

⎡
⎣− (

U(k) + αΔtR(k)
)⎤⎦

⎧⎨
⎩T

⎫⎬
⎭ =

{
q(k)

e

}
(4.20)

と表される。したがって、境界自由度の変位
{
μ(k)

}
と全自由度の電流スカラーポテン

シャル {T}、および、式 (4.18)により求められた領域の内部自由度の変位 {u(k)} を用
いて、領域型共役勾配法における領域ごとの係数マトリックスとベクトルとの積演算を

行なうことができる。

こうして各領域ごとに得られた演算結果
{
τ (k)

}
,
{
q(k)

e

}
を集めた後、全領域について

⎧⎪⎨
⎪⎩

τ

qe

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

∑
k

⎧⎪⎨
⎪⎩

τ (k)

q(k)
e

⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.21)

のように総和を取ることにより、構造境界自由度と渦電流自由度の両方に対して、同時

に共役勾配法の演算を行なうことができる。ここで、共役勾配法の反復計算は、境界自

由度の変位および電流スカラーポテンシャルに対して行なわれるため、式 (4.8)に対し

て直接CG法を適用した場合に比べ、反復回数およびデータ転送量を削減することがで

きる。

以上をまとめると、実際の計算手順は以下のようになる。
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4.3 連成問題の並列化方法

Step 1: 初期化

領域間境界に初期変位 {μ}、全領域の電流スカラーポテンシャルに初期値 {T}
を設定する。

Step 2: 各領域での計算

1. 領域の内部自由度の変位
{
u(k)

}
を、電流スカラーポテンシャル

{
T(k)

}
により

領域に作用する電磁力
[
C(k)

si

] {
T(k)

}
、および、境界に設定された変位

{
μ(k)

}
を用いて、式 (4.18)を解いて求める。

2. 構造境界自由度に対する領域分割法の計算 (式 (4.19))を行なう。

3. 領域の内部自由度の変位
{
u(k)

}
と全領域の電流スカラーポテンシャル {T}

を用いて、渦電流自由度に対する領域型共役勾配法の計算を行なう。

Step 3: 全体化と共役勾配法のパラメータ更新

1. 各領域での構造自由度の計算結果
{
τ (k)

}
と、渦電流自由度の計算結果

{
q(k)

e

}
を集めて全体化し、解ベクトル {μ} および {T} を更新する。

2. 収束判定を行ない、解が収束していなければ、残差ベクトルおよび探索方向

ベクトルを更新して Step 2に戻る。

3. 解が収束していれば、非定常解析の時間ステップを更新し Step 1に戻る。

4.3.4 クラスタ環境へのシステムの実装

ワークステーション・クラスタへのシステムの実装は、Fig. 4.7のように、スレーブ・

マシン上に領域ごとの演算を割り当てて並列計算を行ない、マスターマシン上で各領域

の計算結果を全体化し共役勾配法のパラメータ更新演算を行なう。

マスターからスレーブへ転送されるデータは、Table 4.1 に示すように、領域型共役

勾配法の場合には、

• スレーブが担当する領域 (k) の構造自由度
{
u(k)

}

• 全領域の渦電流自由度 {T}

に対応した探索方向ベクトルであるのに対して、領域分割法と領域型共役勾配法を組み

合わせた方法の場合には、

• スレーブが担当する領域 (k) の境界上の構造自由度
{
μ(k)

}
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Fig. 4.7 Schematic diagram of a workstation cluster system

• 全領域の渦電流自由度 {T}

となり、データ転送量が構造自由度に関して境界自由度数分へと小さくなる。また、ス

レーブからマスターへの演算結果の転送は、領域型共役勾配法の場合には、

• 領域の構造自由度の演算結果
{
q(k)

s

}
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• 渦電流自由度の演算結果
{
q(k)

e

}

であるのに対して、領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の場合には、

• 境界上の構造自由度の演算結果
{
τ (k)

}

• 渦電流自由度の演算結果
{
q(k)

e

}

となる。

スレーブ・マシン上で行なわれる領域ごとの計算は、領域型共役勾配法の場合には、

式 (4.14)および (4.15)における係数マトリックスと探索方向ベクトルとの積演算であ

るのに対し、領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の場合には、前節で述

べたように、式 (4.18)～(4.20)の演算を行なう。共役勾配法の反復の対象となる自由度

は、領域型共役勾配法の場合には変位 {u} および電流スカラーポテンシャル {T} の全
ての未知数であるのに対し、領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の場合

には、領域間境界の変位 {μ} および電流スカラーポテンシャル {T} と、構造自由度に
関して小さくなる。

Table 4.1 Comparison between domain partitioned CG method and combined domain

decomposition method

Domain CG method Combined DDM method

Data transmission

(Master→Slave)

{
u(k)

}
, {T}

{
μ(k)

}
, {T}

Parallel computation

(Slave)
Eqn. (4.14), (4.15) Eqn. (4.18)～(4.20)

Data transmission

(Slave→Master)

{
q(k)

s

}
,
{
q(k)

e

} {
τ (k)

}
,
{
q(k)

e

}
CG iteration

(Master)
{u}, {T} {μ}, {T}
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4.4 並列性能の評価

4.4.1 並列性能の定量化

(a) 領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の並列性能の定量化

各領域における構造自由度数 n′
t、スカイラインの平均カラム高さ n′

bw、境界上の構造

自由度数 n′
bf、渦電流自由度 n′

e を一定とすると、反復 1回当たりの各処理時間は次の

ように表される。

• スレーブ・マシンへの探索方向ベクトルの転送

Ts = αc

(
n′

bf

nd

ns
+ ne

)
+ β (4.22)

• 1領域分の演算時間 (反復 1回目)

Td1 = αd1n
′2
bwn′

t + αesn
′
en

′
t + αednen

′
e (4.23)

• 1領域分の演算時間 (反復 2回目)

Td2 = αd2n
′
bwn′

t + αesn
′
en

′
t + αednen

′
e (4.24)

• スレーブ・マシンにおける演算結果の転送

Tg = αc

(
n′

bf + n′
e

) nd

ns
+ β (4.25)

• 共役勾配法のパラメータ修正演算

Tm = αcg (nbf + ne) (4.26)

ここで、ne は全領域の渦電流自由度数、n′
bf は領域の境界上の構造自由度数、nbf は全

境界の構造自由度数、nd は総領域数、ns はスレーブ台数であり、αc, β, αd1, αes, αed,

αd2, αcg は定数である。

これらそれぞれの処理は、Fig. 4.8 に示すように繰り返される。このタイムチャート

に基づいて、反復回数を It とすると、解析時間は

T = Td1
nd

ns

+ Td2
nd

ns

(It − 1) + (Ts + Tgns + Tm)It (4.27)

と表される。また、ネットワークの飽和が生じた場合には、Fig. 4.8 (b) にもとづき、

T = Td1
nd

ns

+ Ts(nsIt − ns + 1) + Tgns(It − 1) + TmIt (4.28)

と表される。
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Fig. 4.8 Time chart of combined domain decomposition method

(b) 領域型共役勾配法の並列性能の定量化

領域型共役勾配法による並列化の場合には、各処理時間は次のようになる

• スレーブ・マシンへの探索方向ベクトルの転送

Ts = αc

(
n′

t

nd

ns
+ ne

)
+ β (4.29)

• 1領域分の演算時間

Td = α1n
′
t + 2α2n

′
en

′
t + α3nen

′
e (4.30)
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• スレーブ・マシンにおける演算結果の転送

Tg = αc (n′
t + 2n′

e)
nd

ns

+ β (4.31)

• 共役勾配法のパラメータ修正演算

Tm = αcg (nt + ne) (4.32)

ここで、α1, α2, α3 は定数である。

反復回数を It とすると、領域分割法を組み合わせた方法の場合と同様にタイムチャー

トに基づいて、解析時間は

T =
(
Ts + Td

nd

ns
+ Tgns + Tm

)
It (4.33)

と表される。また、ネットワークの飽和が生じた場合には、

T + (Ts + Tr)nsIt + TmIt (4.34)

と表される。

4.4.2 並列性能の評価および比較

(a) 平板たわみの連成問題

並列性能を評価するため、Fig. 4.9 に示す磁場中におかれた平板のたわみ連成問題を

並列解析する。この問題は、平板と垂直な方向に

Bz(t) = 5.5 × 10−2 exp
(
− t

6.6 × 10−3

)
[T] (4.35)

のように時間的に変化する磁場を印加し、渦電流を発生させる。発生した渦電流と、平

板の長手方向の定常磁場Bx により電磁力が作用するため、平板が振動するとともに速

度起電力が発生する。定常磁場 Bx の大きさを変えると連成の強さが変わるため、平板

の自由端におけるたわみは Fig. 4.10 のように変化する。

この問題を解析するため、Fig. 4.11 に示すように、平板を 8節点アイソパラメトリッ

クシェル要素により要素分割し、さらにこれを各領域の自由度数が等しくなるように 2,

4, 8領域に分割する。なお、本解析においては、定常磁場Bx を 0.5 [T]、時間きざみ幅

Δt を 0.1 [ms]とする。
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Fig. 4.9 Schematic diagram of cantilever plate in crossed magnetic field
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Fig. 4.10 Deflection at free end

(b) 評価式の妥当性の検証

Fig. 4.11における8領域に分割した場合について、クラスタ・システムにSPARCstation

10 (60.2 SPECfp92, 50.2 SPECint92)およびEthernet (10Base-T, 10 Mbps)を用いたと

きの評価時間と実際の解析時間を比較して、Fig. 4.12 に示す。

この問題は規模が小さいため、いずれの方法においてもスレーブ台数が 3台を越える

とネットワークが飽和状態となっている。実際の解析時間と評価時間は、いずれの方法

においても、通常の場合およびネットワークが飽和した場合ともに良く一致しており、

評価式の妥当性が検証される。
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2 Domains

4 Domains

8 Domains

Mesh Subdivision

Fig. 4.11 Finite element mesh and domains of the plate

(c) 共役勾配法の解の収束性の比較

Fig. 4.11 に示した 8領域の問題について、2つの方法の共役勾配法の収束の様子を比

較して Fig. 4.13 (a)に示す。領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の場合

には、反復計算の対象となる構造自由度が境界自由度数分へと小さくなることから、収

束性が向上している。

しかし、領域数を 2, 4, 8と変化させると、境界自由度数の変化にともなって収束性が

Fig. 4.13 (b)のように変化する。

(d) 並列性能の比較

2つの方法において、スレーブ数は 2台に固定し、領域数をFig. 4.11のように 2, 4, 8

と変化させたときの解析時間を Table 4.2 に示す。領域型共役勾配法の場合には、領域

分割数を変えても演算量および通信量ともに大きく変化しないため、解析時間はほぼ一

定である。

領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法の場合には、領域分割数により領
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(b) domain CG method

Fig. 4.12 Comparison between estimation and execution time

域ごとの演算量が変化するとともに、共役勾配法の収束性も変化するため、解析時間が

変化している。しかし、データ転送量および解が収束するための反復回数は領域型共役

勾配法に比べて小さいため、短時間で解析できることがわかる。

平板の要素分割を Fig. 4.14 に示すように、問題の規模を大きくした場合の並列性能

を、Fig. 4.15 に示す。領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせた方法においては、

構造自由度に関するデータ転送量が小さくなることから、領域型共役勾配法に比べて高
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Fig. 4.13 Convergence of CG method

い並列性能が得られる。
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Table 4.2 Comparison of computation time

Number of Combined DDM method Domain CG method

Domains Estimation [sec] Execution [sec] Estimation [sec] Execution [sec]

2 0.84 0.89 19.1 17.4

4 1.35 1.33 18.4 16.4

8 2.03 1.96 18.6 17.4

(a) 300 elements, 3221 dof

(b) 1200 elements, 12741 dof

Fig. 4.14 Finite element mesh for large-scale problem

4.5 核融合装置真空容器への適用

4.5.1 解析条件

大規模連成問題の例として、Fig. 4.1 に示した臨界プラズマ試験装置 JT–60Uの真空

容器に生じる電磁構造連成現象を並列解析する。この真空容器は、プラズマを閉じ込め

るためのトロイダル磁場およびポロイダル磁場の強磁場中に置かれ、プラズマを生成す

る領域を高真空に保つ機器である。トカマク装置ではプラズマが不安定となり、プラズ

マが移動しながら消滅する、ディスラプションと呼ばれる現象がしばしば発生する。プ
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Fig. 4.15 Comparison of parallel performance

ラズマ電流が消滅すると、真空容器には誘導電流が生じ非常に大きな電磁力が作用する

ことにより、複雑な電磁構造連成現象が発生する。

解析条件はプラズマのディスラプション時を想定し、設計条件と等しく、定常なトロ

イダル磁場中においてプラズマ電流が消滅する状態を模擬する。プラズマを閉じ込める

ためのトロイダル磁場は、Fig. 4.16 に示されるように、ドーナッツ方向に沿う中心軸

に対称な磁場であり、その強さは中心軸からの距離に反比例する。この磁場を中心軸に

沿って流れる線電流が作る磁場として与えることとし、各軸方向の大きさを

Bx = −14.4
y

x2 + y2
[T] (4.36)

By = 14.4
x

x2 + y2
[T] (4.37)

Bz = 0 [T] (4.38)

とする。プラズマのディスラプションは、ドーナッツ方向に流れている 6 [MA]のプラ

ズマ電流が、Fig. 4.17 に示されるように、10 [msec]間に消滅するものとし、非定常解

析の時間きざみ幅は Δt = 0.01 [ms]とする。

解析には、対称性を考慮してFig. 4.18 (a)に示す 1/36セクターモデルを使用し、8節

点アイソパラメトリックシェル要素を用いて要素分割する。ここで、ポート部分などに
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Fig. 4.16 Toroidal magnetic field
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Fig. 4.17 Plasma current

折れ曲がりを含んでいるため、4.2.3 (a)節で述べたように、構造解析の回転角自由度を

全体座標系で定義することとし、1節点あたりの構造自由度を 6自由度とする。
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並列計算のための領域分割は、Fig. 4.18 (b)のように 4領域に分割した。このとき、

各領域の計算負荷を均等化するため、Table 4.3に示すように、各領域の要素数が等しく

なるように分割した。これにより、1領域あたりの解析に必要となるメモリ量は、いず

れも 80 [MB]以下となる。また、この問題の総自由度数は 17,673 (構造自由度数 15,098、

渦電流自由度数 2,575)であるが、領域分割法により各領域の内部自由度が縮小されるた

め、CG法の反復計算の対象となる自由度数は 2,907 (構造境界自由度数 332、渦電流自

由度数 2,575)となる。

Domain 1Domain 2

Domain 4Domain 3

(a) mesh subdivision (b) 4 domains

Fig. 4.18 Finite element mesh and domains of JT–60U vacuum vessel

4.5.2 並列性能の評価

並列解析の過程における、CG法の反復 1回目および 2回目以降の計算時間と並列性

能を、Table 4.4 に示す。ここで、CG法の反復 1回目においては、各部分領域の内部自

由度を消去するための演算が含まれている。同表には、式 (4.27)に基づいたスレーブ数

が 1～4台の場合の評価時間、および、実際に 4台のスレーブを用いて解析した際の結
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Table 4.3 Characteristics of JT–60U vacuum vessel model

Number of elements 809

Number of nodes 2716

Number of domains 4

Number of nodes on interface boundary 57

Structural degrees of freedom 15098

Interface boundary degrees of freedom 332

Eddy current degrees of freedom 2575

Domain number 1 2 3 4

Number of elements 202 203 202 202

Number of nodes 689 702 695 687

Structural degrees of freedom 3779 3975 3915 3761

Interface boundary degrees of freedom 134 234 198 98

Eddy current degrees of freedom 672 702 695 687

Matrix size per domain [MB] 75.6 79.4 78.5 75.1

果を示した。ここで、本解析は 1台のスレーブによる解析がメモリ容量の制約により実

行できないことから、並列効率の算出については評価式を用いて行なうこととする。い

ずれの場合も並列効率が 90 [%]を越えており、高い並列性能を得ることができた。

なお、時間積分の 1スッテプあたりには 1500回程度の共役勾配法の反復が行なわれ、

10ステップの時間積分には、4台のスレーブを用いて 11.8時間要した。

4.6 まとめ

電磁構造連成解析のための並列解析法として、領域分割法と領域型共役勾配法を組み

合わせた新しい方法を開発した。平板のたわみ連成問題および核融合装置真空容器の実

機モデルの解析において並列性能の評価を行なった結果

• 領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせて用いることにより、並列性能およ
び共役勾配法の解の収束性が向上することを確認した。
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4.6 まとめ

Table 4.4 Summary of parallel performance

Number Execution Speedup Parallel

of slaves time [sec] efficiency [%]

first CG iteration including matrix condensation

Estimation 1 94.0 1.000 100.0

2 47.0 2.000 100.0

4 23.5 3.999 100.0

Execution 4 24.0 3.917 97.9

second or later CG iteration

Estimation 1 13.7 1.000 100.0

2 6.6 1.988 99.4

4 3.5 3.914 97.9

Execution 4 3.7 3.703 92.6

• 核融合装置真空容器の実機モデルの大規模連成解析に適用し、本並列解析法の実
用性を検証した。
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第 5 章

メッシュレス境界節点を用いた高性能領
域分割法の開発

5.1 はじめに

前章までの研究成果から、領域分割法は有限要素法の並列化方法として、高効率な並

列化を実現できる非常に有効な方法であるといえる。しかし領域分割法は、並列計算の

ため解析領域を分割する際、領域間において要素分割の連続性を保たなければならない

ため、要素分割および領域分割が大きな課題となる。また、領域間境界の解を共役勾配

法による反復計算で求めることから、大規模問題に適用した場合、境界自由度数の増加

にともなって解の収束性が悪化し反復回数が増大するという問題がある。

領域間境界において要素分割が非適合となる問題の解析法としては、Farhatらによっ

て提案された FETI法 (Finite Element Tearing and Interconnecting)(5.1, 5. 2)やモルタル

有限要素法(5.3, 5. 4)などの方法により並列解析を行なうことができる。しかし、これらの

方法はいずれも、領域間境界上における解の連続条件を満足させるため、ラクランジュ

未定乗数法を用いて付帯条件を導入している。このため、解析自由度が増加するととも

に、解かれる方程式が特異となるといった問題点がある。

一方で、近年、要素を必要としない解析法としてフリーメッシュ法、メッシュレス法

の研究が精力的に行なわれている(5.5–5.8)。これらの方法は、要素分割などのさまざまな

制約を取り払う有効な方法であるとともに、要素および節点の接続情報を必要としない

ことから、分散・並列処理との適合性が高いと考えられる。

そこで本章においては、領域分割法において領域間の境界部分にメッシュレスの手法

を適用して領域間における要素および節点の接続情報を取り払うことにより、領域分割
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5.2 高性能領域分割法の概要

や反復回数の増加といった問題に対して、ブレークスルーをもたらす高性能な領域分割

法を提案する。これにより、領域間境界において要素分割が不連続となる問題の並列解

析が可能となることや、共役勾配法の収束性が向上するといった本手法の有効性を示す。

5.2 高性能領域分割法の概要

5.2.1 解法の概要

問題をいくつかの領域に分割して解く場合、得られた解が正解であるためには、隣接

する領域間において

• 応力 (表面力)のつり合い

• 変位の連続性

がともに満足されている必要がある。領域分割法においては、隣接する領域間の境界に

共通の変位を規定し、これをいわば境界条件として各領域ごとに解析を行ない反力を求

め、これが領域間でつり合うように共役勾配法により境界上の変位を修正する。このた

め、隣接する領域間においては、Fig. 5.1 (a)に示すように、互いに節点を共有し要素分

割が連続になるようにしなければならない。

そこで、Fig. 5.1 (b)に示すように、領域間境界に領域の節点とは異なる別の仮想境界

節点を配置し、これを用いて領域間境界における表面力および変位の連続条件を満足さ

せる。領域分割法の計算手順と同様に、

1. 仮想節点上に変位を規定する

2. 仮想節点上の変位を各領域の境界節点に変換する

3. 領域ごとに解析を行ない境界節点反力を求める

4. 領域ごとの境界節点における反力を仮想節点に変換する

5. 仮想節点における反力の不つり合い量を求め、これがゼロになるように仮想節点

変位を修正する

を繰り返す。

仮想節点と境界節点との間の変換には、エレメント・フリー・ガラーキン法(5.6, 5. 8)に

用いられている移動最小自乗法(5.9)による内挿関数を用いる。すなわち、仮想境界節点上

に規定された変位を領域の境界節点値に変換する場合には、Fig. 5.2に示すように、境界
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5.2 高性能領域分割法の概要

interface virtual node

(a) conventional DDM (b) present method

Fig. 5.1 Domain subdivision

節点Aを評価点 (evaluation point)としてその近傍にある仮想節点から内挿する。これ

により、仮想節点郡はその節点間および領域の境界節点との間に接続情報 (connectivity)

を一切持つ必要が無い。さらに、各領域の境界節点は領域ごとに完全に独立しているた

め、隣接する領域の間で要素および節点の配置に関して、領域分割法における要素の適

合条件の制約を完全に取り払うことができる。

(2)Ω

:virtual node

:node on domain interface

:evaluation node

:domain influence

(1)Ω

A

:refered node

Fig. 5.2 Interpolation method using moving least square method

5.2.2 本手法の利点

本研究で提案する境界仮想節点を用いる方法は、通常の領域分割法に比べて

• 境界節点数よりも仮想節点数を減らすことにより、共役勾配法の収束性および並
列性能を向上させることができる
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5.2 高性能領域分割法の概要

• 仮想節点を用いて領域間を接続するため、領域間境界における要素分割の適合条
件を満たす必要がない

といった特徴がある。これにより、本解析法は以下のような利点が得られると考えら

れる。

(a) 共役勾配法の収束性の向上

境界仮想節点は、節点間における接続情報を持たず、境界への配置やその数に関して

一切の制約を受けない。このため、解の精度が低下しない範囲で仮想節点数を領域間境

界の節点数よりも少なく配置すると、共役勾配法における反復計算の対象となる自由度

数が減少するため、解の収束性が飛躍的に向上する。

(b) 共役勾配法の収束度に応じた仮想節点の追加

共役勾配法の反復計算の過程において、反復の初期段階においては非常に少ない仮想

節点を用いて計算を行ない、解の収束度に応じて徐々に仮想節点数を増していくといっ

た方法が可能となる。これは、反復計算の途中で新たに仮想節点を生成し、この節点に

おけるパラメータを領域間の内挿と同様に移動最小自乗法によって設定するとともに、

反復計算の自由度に追加する。こうした方法は、要素のような節点間の接続が規定され

る場合には適合条件を満足させるといったことが不可能であるが、本手法のようにメッ

シュレス手法を取り入れることに実現可能となる。

(c) 並列性能の向上

仮想節点と各領域の境界節点との内挿演算は、領域ごとに完全に独立に行なえるため、

本手法において新たに追加される演算は、全て並列に計算することができる。さらに、仮

想節点を領域境界節点数よりも少なく配置することにより、並列計算における境界デー

タの転送量が減少することから、並列処理性能を向上させることができる。

(d) 領域ごとに独立な要素分割の実現

仮想節点上で領域間のつり合いを満足させるため、領域境界の節点配置および要素分

割は領域間で適合し連続したものである必要はない。このため、通常の領域分割法で要

素分割および領域分割を行なう際には、Fig. 5.3 に示すように、まず解析領域全体を要

素分割し、この要素分割にしたがって領域への分割を行なわなければならない。

106



5.2 高性能領域分割法の概要

Domain Definition

Domain DecompositionMesh Generation

Domain Decomposition Mesh Generation in each Subdomain

Conventional DDM DDM using Virtual Nodes

Fig. 5.3 Mesh generation for domain decomposition method

しかし、本解析法においては、全体の解析領域を部分領域に分割し、領域ごとに独立

に要素分割を行なうことができる。したがって、領域分割法のためのメッシュ生成およ

び領域分割における
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5.2 高性能領域分割法の概要

• 領域の自由度数を等しくする

• 領域間の境界自由度数が最小となるように領域分割を行なう

といった厳しい制約条件を取り払うことができる。

(e) 並列アダプティブ有限要素法への応用

有限要素法によって得られる解の精度は要素分割の形態に大きく依存するが、得られ

た有限要素解から誤差を事後推定し、要素分割を自動的に改善するアダプティブ有限要

素法が開発されている。アダブティブ法には、大別して

r法 全体の要素数は不変で、節点位置を移動させる

h法 誤差が大きい部分の要素を細分化する

p法 誤差が大きい部分の要素の内挿関数の次数を上げる

という 3つの方法がある(5.10–5.12)。

領域分割法にこのアダプティブ法を適用する場合、領域ごとに節点配置や要素分割を

変更すると、領域間の境界上でメッシュの不連続性が生じることとなり、解析が不可能

となる。したがって、要素の細分化や節点の移動は全体領域に対して行なったのち、領

域の分割をやり直さなければならないため、領域分割法にアダプティブ法を適用しても

並列アダプティブ有限要素法の実現は困難である。

しかし、本解析法の場合には、領域間におけるメッシュの連続性は全く考慮する必要

がないため、Fig. 5.4 に示すように、領域ごとに独立にアダプティブ法を実行しながら

解析を行なうことができる。さらに、Fig. 5.5 に示すように、仮想節点に対する共役勾

配法の反復ループ中にアダプティブ法の手続きを挿入し、反復の初期段階においては、

各領域の解析を粗い要素分割を用いて行ない解の収束を加速させ、収束が進むにつれて、

徐々にアダプティブ法にしたがってメッシュ分割を細分化する。これにより、共役勾配法

の収束性が向上するとともに、メッシュ分割も解析と同時に並列化されることから、メッ

シュ分割および領域分割を含めたトータルの解析時間を大幅に短縮することができる。
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5.3 移動最小自乗法による領域間の接続方法

Initial mesh Mesh refinement in each subdomain
and addition of virtual nodes

Fig. 5.4 Adaptive mesh refinement for domain decomposition method

5.3 移動最小自乗法による領域間の接続方法

5.3.1 各領域における内部自由度の消去

領域分割法で、領域 (k) における剛性方程式を内部自由度 (添字 i)と境界自由度 (添

字 b)に分けて表すと ⎡
⎢⎣ K

(k)
ii K

(k)
ib

K
T (k)
ib K

(k)
bb

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎨
⎪⎩

u(k)

μ(k)

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

f(k)

τ (k)

⎫⎪⎬
⎪⎭ (5.1)

のようになる。ここで、
{
u(k)

}
、
{
μ(k)

}
はそれぞれ内部自由度および境界自由度の変位

である。

2.2.4節で述べたように、領域分割法の手順にしたがって内部自由度の変位
{
u(k)

}
は、

{
u(k)

}
=

[
K

(k)
ii

]−1 ({
f(k)

}
−
[
K

(k)
ib

] {
μ(k)

})
(5.2)
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5.3 移動最小自乗法による領域間の接続方法

Addition of Virtual Nodes
Interpolation of Virtual Node

Increase Virtual Nodes

Initialization

Renewal CG Parameter
Convergence Check

FEM

Mesh Refinement
Error Estimation

Adaptive FEM

FEM

Mesh Refinement
Error Estimation

Adaptive FEM

FEM

Mesh Refinement
Error Estimation

Adaptive FEM

Fig. 5.5 Flow chart of domain decomposition method with adaptive mesh refinement

と表されるから、これを用いて境界自由度に関する式([
K

(k)
bb

]
−
[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 [
K

(k)
ib

]) {
μ(k)

}
=

{
τ (k)

}
−
[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 {
f(k)

}
(5.3)

が得られる。通常の領域分割法では、全領域についての式 (5.3)に対して共役勾配法を

適用して境界自由度の変位
{
μ(k)

}
を求める。

本解析法においては、境界仮想節点に変位
{
μ(k)

v

}
を設定し、これを式 (5.3)における

境界節点変位
{
μ(k)

}
に内挿して領域分割法と同様の演算を行なったのち、その結果を

再び仮想節点に内挿して共役勾配法の反復計算を行なう。

5.3.2 移動最小自乗法に基づく境界節点の内挿

ここでは、移動最小自乗法を用いて仮想節点に規定された変位 {μv} を境界節点に内
挿する方法を示す。

Fig. 5.2 に示した境界節点 A (x, y) における変位を、1次あるいは 2次といった多項

式を用いて

μh =
m∑

j=1

pj(x, y)aj(x, y)
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5.3 移動最小自乗法による領域間の接続方法

= {p(x, y)}T {a(x, y)} (5.4)

のように近似する。ここで、pj は空間座標 (x, y) を含む多項式、aj は未定係数である。

また、m は多項式展開に用いた項数であり、二次元問題において 1次多項式を用いて近

似する場合、多項式 {p(x, y)} は

{p(x, y)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

x

y

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(5.5)

となり、m = 3 となる。また、2次多項式を用いる場合、{p(x, y)} は

{p(x, y)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

x

y

x2

y2

xy

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.6)

となり、m = 6 となる。

未定係数 {a(x, y)} については、次の関数

J =
n∑

I=1

w
(
{x} −

{
x

(k)
I

}) (
μ

(k)
A ({x}) − μ

(k)
I

)2

=
n∑

I=1

w
(
{x} −

{
x

(k)
I

}) (
{p(x, y)}T {a(x, y)} − μ

(k)
I

)2
(5.7)

を最小化させるように決定する。ここで、{x}T = [x, y] であり、n は境界節点近傍に

ある内挿に用いる仮想節点数、
{
x

(k)
I

}
、μ

(k)
I はそれぞれ仮想節点 I の節点座標ベクトル

[xI , yI ]
T および節点変位値である。

また、w(r)は内挿に用いる仮想節点に対してそれぞれ重みづけを行なうための重み関

数であり、w(r) は ||r||2 = 0 で 1 を取り、||r||2 が増加するにつれて滑らかに減少する
連続関数である。ここで、||r|| は仮想節点との距離 r

r = ||r||2 =
√

(x − xI)2 + (y − yI)2 (5.8)

である。エレメント・フリー・ガラーキン法における移動最小自乗法を用いた内挿関数

において、Belytschkoらは重み関数としてFig. 5.6 に示す以下のような関数を用いてい

る(5.6)。
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Fig. 5.6 Weight functions

• Conical weight function

wI(r) = 1.0 −
(

r

dI

)2

(0 ≤ r ≤ dI) (5.9)

• Exponential weight function

wI(r) =
e−(r/c)2 − e−(dI/c)2

1 − e−(dI/c)2
(5.10)

• Quartic Spline function

wI(r) = 1.0 − 6.0
(

r

dI

)2

+ 8.0
(

r

dI

)3

− 3.0
(

r

dI

)4

(0 ≤ r ≤ dI) (5.11)

移動最小自乗法の内挿精度は、重み関数の選択のほか、内挿を行なう際に用いる仮想節

点を決定する影響半径 (domain influence) dI によって大きく変化する。

式 (5.7)は

J =
{
[D]T {a} −

{
μ

(k)
Av

}}T
[W]

{
[D]T {a} −

{
μ

(k)
Av

}}
(5.12)

と表される。ここに、

[D] = [{p(x1, y1)} , {p(x2, y2)} , · · · , {p(xn, yn)}] (5.13)
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[W] = diag [w({x} − {x1}), w({x} − {x2}), · · · , w({x} − {xn})]

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w({x} − {x1}) 0 · · · 0

0 w({x} − {x2}) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · w({x} − {xn})

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.14)

であり、
{
μ

(k)
Av

}
は内挿に用いる仮想節点の変位ベクトル

{
μ

(k)
Av

}
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ
(k)
A1

μ
(k)
A2

...

μ
(k)
An

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.15)

である。式 (5.12)の未定係数 {a} についての停留条件 (最小化条件)は、

δJ = 2 {δa}T
(
[D] [W] [D]T {a} − [D] [W]

{
μ

(k)
Av

})
= 0 (5.16)

のように表されるから、これを {a} について解くと、

{a} =
(
[D] [W] [D]T

)−1
[D] [W]

{
μ(k)

v

}

= [A]−1 [B]
{
μ

(k)
Av

}
(5.17)

が得られる。ここで、[A] および [B] は

[A] = [D] [W] [D]T (5.18)

[B] = [D] [W] (5.19)

とおいたが、それぞれ m × m および m × n のマトリックスである。

こうして得られた未定係数 {a} を式 (5.4)に代入すると、境界節点 Aにおける変位

μ
(k)
A は、その近傍に位置する仮想節点の変位

{
μ

(k)
Av

}
を用いて

μ
(k)
A = {p(x, y)}T [A]−1 [B]

{
μ

(k)
Av

}

= {φA(x, y)}T
{
μ

(k)
Av

}
(5.20)

と内挿される。ここで、
{
φ

(k)
A (x, y)

}
は移動最小自乗法による内挿関数であり、

{
φ

(k)
A (x, y)

}T
= {p(x, y)}T [A]−1 [B] (5.21)
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と表される。この内挿関数は、1 次多項式を用いて近似した場合においても、Fig. 5.7

に示すように、有限要素法で用いられる内挿関数よりも高精度な内挿を行なうことがで

きる。
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(b) Moving least square method

Fig. 5.7 Comparison of interpolation function
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5.3.3 境界仮想節点への共役勾配法の適用

前節で述べた内挿を、各領域において境界上の全ての節点について行なうと、領域 (k)

における境界変位ベクトル
{
μ(k)

}
は

{
μ(k)

}
=

[
T(k)

] {
μ(k)

v

}
(5.22)

と表される。ここで、マトリックス
[
T(k)

]
は内挿関数

{
φ(k)

}
を用いて

[
T(k)

]T
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

φ
(k)
1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

φ
(k)
2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

· · ·

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.23)

と表される。この変換マトリックスは、境界節点数と仮想節点数は異なるため正方マト

リックスでないことに注意しなければならない。

式 (5.22)を各領域における内部自由度の式 (5.2)に代入すると、
{
u(k)

}
=

[
K

(k)
ii

]−1 ({
f(k)

}
−

[
K

(k)
ib

] {
μ(k)

})

=
[
K

(k)
ii

]−1 ({
f(k)

}
−

[
K

(k)
ib

] [
T(k)

] {
μ(k)

v

})
(5.24)

が得られ、仮想節点の変位を用いて領域ごとに解析を行なうことができる。これを用い

て、各領域における境界自由度の式 (5.3)は([
K

(k)
bb

]
−
[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 [
K

(k)
ib

]) [
T(k)

] {
μ(k)

v

}

=
{
τ (k)

}
−
[
K

(k)
ib

] [
K

(k)
ii

]−1 {
f(k)

}
(5.25)

と表され、仮想節点の変位に対する領域ごとの境界における節点反力を導くことができ

る。式 (5.25)の両辺に左から
[
T(k)

]T
を乗じて、境界節点反力を仮想節点に内挿すると、

[
T(k)

]T ([
K

(k)
bb

]
−

[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 [
K

(k)
ib

]) [
T(k)

] {
μ(k)

v

}

=
[
T(k)

]T ({
τ (k)

}
−

[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 {
f(k)

})

=
{
τ (k)
v

}
(5.26)

となり、領域 (k) における仮想節点反力を求めることができる。

領域ごとに得られた式 (5.26)を全領域について全体化

∑
k

[
T(k)

]T ([
K

(k)
bb

]
−

[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 [
K

(k)
ib

]) [
T(k)

]
{μv} =

∑
k

{
τ (k)
v

}
(5.27)
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し、これに対して共役勾配法を適用して {μv} を求める。ここで、係数マトリックス∑
k

[
T(k)

]T ([
K

(k)
bb

]
−

[
K

(k)
ib

]T [
K

(k)
ii

]−1 [
K

(k)
ib

]) [
T(k)

]
は仮想節点の総自由度数サイズの

正値・対称マトリックスである。

実際の並列解析においては、式 (5.27)のように係数マトリックスを全体系に足し合わ

せることは行なわず、式 (5.26)により各領域ごとにマトリックス・ベクトル演算を行なっ

たものを集めて全体系のベクトルにまとめ、これを用いて共役勾配法のパラメータ演算

を行なう。

5.3.4 クラスタ・システムへの実装

仮想節点を用いた領域分割法は、Fig. 5.8 に示すように、

1. 仮想節点から境界節点への変位の内挿

2. 領域内の解析

3. 境界節点反力の仮想節点への内挿

の演算は、全て領域ごとに独立に行なうことができる。また、領域ごとに計算された仮

想節点の反力を集め、全体系のベクトルにまとめると、共役勾配法のパラメータ演算を

行なうことができる。

クラスタ・システムへの実装は、Fig. 5.9 に示すように、通常の領域分割法と同様に

領域ごとの計算をスレーブ・マシンに割り当てて並列に解析を行ない、仮想節点に対す

る共役勾配法の演算はマスター・マシン上で行なう。すなわち、マスター・マシン上で

計算された仮想節点の変位に対する探索方向ベクトルを全てのスレーブ・マシンに転送

する。各スレーブ・マシンは、演算を担当する領域について仮想節点のデータを領域境

界に内挿して解析を行ない、その結果を再び仮想節点に内挿したのち、マスター・マシ

ンへ送り返す。なお、並列解析の高速化をはかるため、各領域の剛性マトリックスに対

する前進消去および境界データの内挿を行なうための変換マトリックスの作成は反復の

1回目のみに行ない、これらのマトリックスをそのままスレーブ・マシン上に保存して、

反復 2回目以降はこれらを用いて演算を行なうこととする。
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Fig. 5.8 Flowchart of domain decomposition method using virtual nodes

5.4 本解析法の検証

5.4.1 領域間境界において要素分割が適合する問題の解析

本解析法および解析コードの妥当性を検証するため、まず領域間境界において要素分

割が連続している適合領域問題の解析を行ない、解の収束性および精度を通常の領域分

割法と比較する。

(a) 一様引張り荷重を受ける平板の解析

Fig. 5.10 に示す一様引張り荷重を受ける正方形板を 2つの領域に分割して解析する。

各領域は 4節点アイソパラメトリック要素により 50×100要素に等分割し、領域間境界

上に境界節点と一致するように 101個の仮想節点を配置した場合と、仮想節点数を 51

個に減らして等間隔に配置した 2つのケースについて、通常の領域分割法と比較する。
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Fig. 5.9 Analysis system on the workstation cluster

なお、移動最小自乗法の近似次数は 1次関数とし、重み関数には 4次スプライン関数

w(r) = 1.0 − 6.0
(

r

dI

)2

+ 8.0
(

r

dI

)3

− 3.0
(

r

dI

)4

(5.28)

を用いる。

Fig. 5.11 に共役勾配法の反復計算おける解の収束の様子を領域分割法と比較して示

す。同図 (a)より、仮想節点数が異なるいずれのケースにおいても反復が進むにつれ残

差が減少し、領域分割法に比べて良好な収束性が見られる。また、仮想節点数が少ない

場合の方が反復計算の自由度数が減少するため、収束性は速い。反復過程におけるFig.

5.10 A点の仮想節点変位を厳密解により正規化した値 (反復解が正解と一致すると 1.0

となる値)は、Fig. 5.11 (b)に示すように反復が進むにつれ正解に収束している。
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Fig. 5.10 A square plate subjected to a uniform tensile load
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Fig. 5.11 Condition of CG convergence

収束後の境界上における解の精度を、仮想節点を 101個配置した場合をFig. 5.12 に、

51個配置した場合をFig. 5.13にそれぞれ示す。いずれのグラフにおいても、横軸はFig.

5.10 に示したA点を y 軸原点としてB点に向かって取った距離に対応し、縦軸にそれ

ぞれの節点において得られた変位 μ を厳密解 μexact により誤差を

Error [%] =

∣∣∣∣∣μexact − μ

μexact

∣∣∣∣∣× 100 [%] (5.29)

としてプロットした。
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Fig. 5.12 Displacement error for 2-domain problem using 101 virtual nodes

収束後の仮想節点における X方向および Y方向の変位誤差を Fig. 5.12 (a), (b)に、

境界節点におけるX方向およびY方向の変位誤差を同図 (c), (d)に示す。ここで、移動

最小自乗法における影響半径 dI を、仮想節点が 101個の場合には 0.4, 0.8, 1.6の 3ケー

ス、仮想節点が 51個の場合には 0.7, 2.0の 2ケース設定した。影響半径を変えると、1

つの境界節点の内挿に選択される仮想節点数がTable 5.1 に示すように変化し、これを

大きく取るほど 1つの境界節点の内挿に用いる仮想節点数が増加する。

影響半径を大きく設定すると、Fig. 5.12 (a), (b)に示すように、仮想節点における変

位誤差は大きくなるが、これを用いて内挿される境界節点の変位誤差は同図 (c), (d)の

ようにいずれも非常に小さい。なお、同図 (b), (d)に示したY方向の変位誤差において、
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Fig. 5.13 Displacement error for 2-domain problem using 51 virtual nodes

A点近傍の誤差は大きい値となっているが、これは変位誤差の算出において式 (5.29)の

厳密解 μexact が 0となるため、相対的に大きくなるためである。

境界上に配置する仮想節点数を 51個に減らしてもFig. 5.13 のように良好な精度で解

析できることが確認される。

次に、同じ正方形板を Fig. 5.14 に示すように 10×10の 100領域に格子上に分割し、

辺 AB上に一様引張り荷重を与える。仮想節点は、境界節点と等しく 1727個配置した

場合と、297個に減らして配置した場合の 2ケース設定する。なお、移動最小自乗法の

影響半径は、仮想節点数が 1727の場合には dI = 0.4 とし 1つの境界節点の内挿に近傍

の 3個の仮想節点を用い、仮想節点数を 297に減らした場合には dI = 3.0 として 4～5
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Table 5.1 Number of virtual nodes for interpolation

Total number Size of domain Selected number

of virtual nodes influence dI of virtual nodes

101

0.4

0.8

1.6

2～3

3～5

5～11

51
0.7

2.0

2～3

3～6

個の仮想節点を用いて内挿する。

A

B

C

100×100 domains

D

E

x

y

10×10 elements

Fig. 5.14 A square plate subjected to a uniform tensile load

共役勾配法の収束状況は、Fig. 5.15に示すように、領域分割法に比べ良好な収束性と

なっており、この場合も仮想節点数を減らすことにより収束は速くなる。
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Fig. 5.15 Condition of CG convergence for square domain problem

収束後の平板中心付近の領域境界 (Fig. 5.14 に示す境界DE上)における変位誤差は、

Fig. 5.16に示すように、非常に小さい値となっており、精度良く解析されていることが

確認される。
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Fig. 5.16 Displacement error of square domain problem

(b) 曲げ荷重を受ける平板の解析

Fig. 5.17に示す正方形板に 1点に集中荷重を与えた曲げ問題を、全体を100×100要素

に等分割し、これを 2つの領域に分割して解析する。仮想節点は境界節点と等しく 101

点配置した場合と、51点に減らした 2ケース設定し、それぞれの影響半径の大きさは

Table 5.1 に示したものを設定する。

領域間境界における変位誤差は、Fig. 5.18に示すように、非常に小さく精度良く解析

できることが確認される。なお、境界の中心付近においてX方向の変位誤差が大きい値

を示しているが、これはこの付近において変位が 0となるため、相対的に誤差が大きく

なるためである。
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Fig. 5.17 A square plate subjected to bending load

以上のことから、領域間境界において要素分割が適合する通常の問題に対しては、仮

想節点数によらず良好な精度で解析できており、本解析法の妥当性が検証される。

5.4.2 領域間境界において要素分割が非適合となる問題の解析

一様引張り荷重を受ける平板を、Fig. 5.19に示すように 2つの領域に分割し、それぞ

れの領域の要素分割数を変えることにより、領域間境界において要素分割が非適合とな

る問題を解析する。非適合の度合を変えるため、領域 (2)の要素分割数は 50×50に固定

し、領域 (1)の要素分割を 35×35および 25×25の 2種類の問題を設定した。仮想節点

は、それぞれにおいて 51, 38, 26点を境界上に等間隔に配置し、要素分割数と仮想節点

数が異なる合計 6ケースについて比較する。

Fig. 5.20に共役勾配法による仮想節点変位の収束の様子を示す。いずれのケースにお

いても、解は発散することなく安定した収束性がみられるが、収束に向かう変位の値に

ついては、仮想節点数の設定によっては正解の値と異なるところに収束している。

解が収束した後の領域間境界における変位誤差を、領域 (2)を 35×35分割した場合を

Fig. 5.21 に、25×25分割の場合を Fig. 5.22 に示す。35×35分割においては、仮想節点

を 38点および 26点配置した場合には、Fig. 5.21 (c)～(f)に示すように、X, Yいずれの

方向の変位誤差も 1 %以下と小さいが、51点配置した場合には、数%の誤差となってお

り解の精度が低下している。
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Fig. 5.18 Displacement error on boundary nodes for bending problem

一方、25×25分割においては、仮想節点を 26点配置した場合には、Fig. 5.22 (e), (f)

に示すように、変位誤差が非常に小さい値となっているが、51点および 38点配置した

場合には誤差は大きくなっている。以上のことから、領域間境界において要素分割が非

適合となる問題においては、解の精度は仮想節点数に大きく依存し、また、非適合の度

合によって最適な仮想節点数は異なることがわかる。

そこで、非適合の度合をさらに変えて解析を行ない、仮想節点数に対する変位誤差の

変化を調べる。Fig. 5.19 に示した領域 (2)の要素分割数は 50×50に固定し、領域 (1)の

要素分割を 45×45から 5×5まで 9段階変え、このときの領域間境界における変位誤差

の最大値を Fig. 5.23 に示す。ここで、仮想節点数は

• 領域 (1)の境界節点数と等しく配置する場合
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Fig. 5.19 Test problem with non-conforming interface between subdomains

• 領域 (2)の境界節点数と等しく 51点配置する場合

• 領域 (1)の境界節点数よりも、さらに 8割程度に減らして配置する場合

• 2つの領域の境界節点数の平均値に設定する場合

の 4種類をそれぞれ設定した。

領域 (1)の要素分割を粗くして非適合の度合が大きくなるにしたがい、誤差は大きく

なる。特に、仮想節点数を 51点に固定した場合および 2つの境界節点数の平均値に設

定した場合には、誤差の増加が著しい。しかし、領域 (2)の境界節点数に合わせて仮想

節点を配置すると、いずれのケースにおいても最大誤差は 1%程度もしくはそれ以下と

なり、精度良く解析できることがわかる。

以上のことから、仮想節点数の設定に注意が必要であるが、本解析法によって非適合

領域問題の解析が可能であることが確認される。
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Fig. 5.20 Condition of CG convergence for non-conforming problems
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Fig. 5.21 Displacement error for non-conforming problem (35×35 mesh)
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Fig. 5.22 Displacement error for non-conforming problem (25×25 mesh)
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Fig. 5.23 Displacement error for non-conforming problem
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5.5 並列性能の評価

5.5 並列性能の評価

5.5.1 解析時間の定量化

本解析法の並列性能を定量的に評価するため、解析時間の定量化を行なう。解析する

問題を領域間において要素分割が適合している問題に限定し、このときの各領域の自由

度数 n′
eq およびバンド幅 n′

bw を一定とする。総領域数を nd、スレーブ台数を ns とする

と、共役勾配法の反復 1回当たりの各処理時間は以下のように表すことができる。

• 仮想節点データの送信
Tco = αcn

′
v

nd

ns
+ β (5.30)

• 1台のスレーブ・マシンが担当する領域の解析時間 (反復 1回目)

– 移動最小自乗法による仮想節点パラメータの内挿

Tmls1 = αt1n
′
vn

′
bf

nd

ns

(5.31)

– 領域内の解析

Td1 = αd1n
′
eqn

′2
bw

nd

ns
(5.32)

• 1台のスレーブ・マシンが担当する領域の解析時間 (反復 2回目以降)

– 移動最小自乗法による仮想節点パラメータの内挿

Tmls2 = αt2n
′
vn

′
bf

nd

ns
(5.33)

– 領域内の解析

Td2 = αd2n
′
eqn

′
bw

nd

ns
(5.34)

• 共役勾配法のパラメータ修正演算

Tcg = αcgnv (5.35)

ここで、nv は全仮想節点の総自由度数、n′
v は 1つの領域の境界に配置されている仮想

節点の自由度数、n′
bf は 1つの領域の境界自由度数であり、αc, β, αd1, αd2, αt1, αt2, αcg

は定数である。これらの定数のNWS–5000 (Fast Ethernet)のクラスタ・システムにお

ける実測結果を、Table 5.2 およびTable 5.3 に示す。
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5.5 並列性能の評価

Table 5.2 Coefficients of communication speed

NWS–5000 (Fast Ethernet)

αc [sec/word] 1.3624 × 10−6

β [sec] 0.0151

Table 5.3 Coefficients of computation speed

NWS–5000

αd1 5.02752 × 10−7

αd2 5.58571 × 10−7

αcg 2.84646 × 10−6

αt1 1.90482 × 10−6

αt2 4.93009 × 10−7

反復回数を It とすると、解析時間は

T = Tco (ns + 1) + Td1 + Tmls1 + (Td1 + Tmls2) (It − 1) + TcgIt (5.36)

と表される。また、ネットワークに飽和が生じた場合には、

T = Tco (2nsIt − ns − 1) + Td1 + Tmls1 + TcgIt (5.37)

と表される。ここで、スレーブ台数 ns、領域分割数 nd のほか、境界上に配置する仮想

節点数により nv および n′
v のほか反復回数 It も変化することから、この 3つが本解析

法における並列パラメータとなる。

5.5.2 評価式の妥当性の検証

導出した評価式の妥当性を確認するため、Fig. 5.24に示すような一様引張りを受ける

正方形板を 100×100要素に分割し 10×10領域に分割した問題に対して、実際の解析時

間と評価時間の比較を行なった。このとき、仮想節点は境界節点と同一の位置に配置し

た。Fig. 5.25に示すように、通常時およびネットワーク飽和時において良い一致が見ら

れ、導出した評価式の妥当性が確認される。
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Fig. 5.25 Comparison between estimation and execution time

5.5.3 領域分割法との並列性能の比較

Fig. 5.24 に示した問題は境界節点数は 3465であるが、境界上に配置する仮想節点数

をこれよりも少なく設定すると、共役勾配法の計算の対象となる自由度は通常の領域分

割法に比べ減少する。このため、仮想節点数に対して、解が収束に至るまでの反復回数
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は、Fig. 5.26に示すように変化する。このように、本解析法は境界節点数よりも少ない
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Fig. 5.26 Comparison of number of CG iterations

仮想節点数を用いて解析することにより、通常の領域分割法に比べて収束性が向上する。

仮想節点数を変化させると、データ転送量や移動最小自乗法による内挿演算の時間が

変化するため、スレーブ台数に対する解析時間はFig. 5.27のように変化する。本解析法

は、通常の領域分割法に比べて、領域ごとに行なわれる演算量は内挿演算分多くなり、

逆にデータ転送量は仮想節点自由度数分へと小さくなることから、ネットワークの飽和

は起こりにくいことがわかる。

スレーブ台数を 2および 4台に固定したとき、マスターおよびスレーブにおいてそれ

ぞれ行なわれる演算と通信の各処理時間を Fig. 5.28 に示す。仮想節点数を境界節点数

と等しい 3465に設定すると、スレーブ・マシン上で行なわれる領域ごとの内挿演算に

時間がかかるため、解析時間は領域分割法より増大する。しかし、仮想節点数を減少さ

せると、内挿の演算時間および通信時間が減少するとともに反復回数も Fig. 5.26 に示

したように減少するため、Table 5.4 に示すように、領域分割法よりも高速に解析する

ことができる。
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Fig. 5.27 Variation of estimation time for different number of virtual nodes

Table 5.4 Comparison of parallel performance between DDM and presented method

Number of Nubmber of Time Speed-up

virtual nodes iterations [sec] vs. DDM

DDM 227 72.8 1.0

1737 185 71.3 1.01

1377 157 60.4 1.20

1017 135 51.8 1.41

657 126 46.8 1.56

297 112 41.3 1.76

Number of Slave Machines: 4

5.6 今後の検討課題

本解析法は、領域間を内挿精度が高い移動最小自乗法を適用して接続することにより、

境界上に配置する仮想節点数を境界節点数よりも減少させることが可能であるとともに、

共役勾配法の解の収束性および並列性能を向上させることを確認した。以上のように、
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Fig. 5.28 Processing time on master and slave machine

本解析法は大規模有限要素解析の並列化手法として非常に有力な可能性を持っているこ

とを明らかにしたものの、本研究においては、基本的な 2次元問題の解析に適用するに

留まった。したがって、今後、本解析法が広く実用化されるためには、

• 3次元大規模問題、領域分割が複雑な問題への適用

本解析法の有効性がもっとも発揮される、大規模な 3次元問題や複雑に領域分

割が行なわれた問題に適用し、並列性能および共役勾配法の収束性が通常の領域

分割法に比べて向上することを確認する。
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5.7 まとめ

• 領域ごとにアダプティブ有限要素法を行なう非適合問題の並列解析

それぞれの領域ごとにアダプティブ有限要素法を適用し、その際、領域間境界

において要素分割が不連続となる問題の並列解析を行なう。これにより、並列ア

ダプティブ有限要素法の有効性を検証する。

• 共役勾配法の収束度に応じた仮想節点数の動的な変更による収束性の向上

仮想節点のメッシュレス性を生かし、共役勾配法による解の収束度合に応じて

仮想節点数を徐々に増加させ、収束性のさらなる向上を図る方法を開発する。

といった応用研究が必要であり、こうした研究開発が進展し本解析法が広く実用化され

ることを期待する。

5.7 まとめ

領域分割法における境界上の適合条件を取り払うとともに並列性能をさらに向上させ

るため、領域間境界上にメッシュレス仮想節点を配置し領域間を移動最小自乗法により

精度良く接続する新しい領域分割法を提案した。本解析法の妥当性を検証するため、2

次元の平板問題について荷重条件および領域分割を各種設定して解析を行なった結果、

以下の結論を得た。

• 領域間において要素分割が適合する問題においては、仮想節点を境界節点よりも
大幅に減らしても精度良く解析することができる。

• 領域間で非適合となる問題においては、非適合の度合が大きくなると、仮想節点
を配置する数によっては解の精度が低下することから、仮想節点の配置に十分な

注意が必要である。

• 境界節点数よりも少ない仮想節点を用いて並列解析を行なうことにより、通常の
領域分割法に比べて、共役勾配法の収束性および並列性能が向上する。

なお、本研究においては、解析法の提案および例題の解析により本解析法の有効性が

確認されたが、実用化のためには今後の応用研究が行なわれることに期待する。
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第 6 章

結 論

本論文で述べた、ワークステーション・クラスタによる大規模有限要素解析に関する

研究で得られた著者の見解は、以下の通りである。

ワークステーション・クラスタを用いた並列処理においては、ネットワークの通信容

量による制約が非常に大きいため、データ通信量および頻度を減少させることにより、

大きな粒度の並列処理を行なわなければならない。こうした留意点をもとに、大規模問

題の並列解析法を開発するとともに、並列性能の定量的な評価を行なった。

1. ワークステーション・クラスタを用いて、ガウスの消去法、共役勾配法および領

域分割法による並列有限要素解析システムを開発し、さらに定量的な性能評価を

行なった結果、

• 最適な並列パラメータの決定法を示すとともに、3つの方法とも最適なパラ

メータを設定することにより、性能が大きく向上することを示した。

• いずれの方法においても、ネットワークの通信容量の制約が厳しいことが明
らかとなり、通信容量の制約を緩和させる 1つの方法として、サブネットを

利用すると大きな効果があることを示した。

• 35万元規模の大規模解析が 20 台のワークステーションを用いて十分実用的

な時間で行なえることを確認した。

2. 通信性能が高いFast Ethernetを用いたワークステーション・クラスタ・システム

において、領域分割法、領域型共役勾配法および並列ガウス消去法の 3種類の並

列有限要素解析手法について、並列性能の評価および比較を行った結果、
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• 高速ネットワークの利用は、ワークステーション・クラスタによる並列有限
要素解析において、極めて有効である。

• 高速ネットワーク環境の性能を十分に引き出すには、並列パラメータの最適
な設定が重要である。

• ネットワークの飽和パラメータを定義し、これを用いてEthernet環境と比較

した結果、高速ネットワークの利用が通信の制約を大きく緩和させることを

確認した。

• 高速ネットワークの導入により、35万元規模の解析を、10台のワークステー

ションを用いて、短時間に行えることを確認した。

3. 電磁構造連成問題の並列解析法として、領域分割法と領域型共役勾配法を組み合

わせた並列解析法を開発するとともに、平板のたわみ連成問題および核融合装置

真空容器の実機モデルの解析において並列性能の評価を行なった結果、

• 領域分割法と領域型共役勾配法を組み合わせて用いることにより、並列性能
および共役勾配法の解の収束性が向上することを確認した。

• 核融合装置真空容器の実機モデルの大規模連成解析に適用し、本並列解析法
の実用性を検証した。

4. 領域間境界上にメッシュレス仮想節点を配置して領域間を移動最小自乗法により

精度良く接続する新しい領域分割法を提案し、いくつかの 2次元平板問題を解析

した結果、

• 仮想節点を境界節点よりも大幅に減らしても、精度良く並列解析することが
できる。

• 領域間で要素分割が不連続となる非適合問題の解析が可能であることを確認
した。ただし、非適合の度合が大きくなると仮想節点を配置する数によって

は解の精度が低下することから、仮想節点の配置に十分な注意が必要である。

• 境界節点数よりも少ない仮想節点を用いて並列解析を行なうことにより、通
常の領域分割法に比べて、共役勾配法の収束性および並列性能が向上する。

以上の研究成果が実用化され、大規模問題の解析に少しでも役立つことができれば幸

いである。
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