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有向グラフの最小帰還点集合をもとめる

　　　　問題の時間的複雑さについて

　　　　　　　　　　（昭和54年5月23日　　原稿受付〕

情報工学教室永松正博
On　the　Time　Complexit｝・of　the　Problelll　of　Findillg　Minimum

　　　　　　　Feedback　Vbrtex　Sets　of　Directed　Graphs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by　Masahiro　NAGAMATSU

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstrnct

　　For　a　directed　graph　G＝（レ，」EL），　a　subsetγ’ofτノis　called　a　feedback　vertex　set　of　G　if　th已

subgraph　of　Ggenerated　by　U一γ’has　no　cir（：LIit．　It　is　well－1｛nown　that　the　problem　of　nユiIlim山1、

cardinarity　feedback　vertex　5et　is　NP－complete　for　gelleral　c呂宮es．　As　a　consequence，　this　result

is　tantamount　to　showirlg　that　tlle　problem　of　finding　a　nlillimurll　cardinarity　feedback　uertex

5et§llould　n⑪t　be　solved　in：Iess　than　exponential　tirne．

　　V可e5how　that　this；problenユ　can　be　solΨed，　Le．しhere　exists　all　algorithl丁1　that　solves　the

probIem，　in　time　O　GEI）for　reducible　flow　graphs，　alld　that　this　problelll　is　NP－complete　evell　for

the　flow　graph5　each　node　of“・11ich　llas　oLltdegrees　and　iIldegrees　less　tllan⑪r　equal　to　2．

Lまえがき　　　　　　　の各点の入徽出次数を岬したとき・M〕完錐がど
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のようになるかについて述べろ。

　本誇文では，有向グラフの最小帰還点集合をもとめる

アルゴリズムについて謡する．このア，、ゴリズムは多　2儲概念の醐

くの場面で使用される。たとえば，デッドロックの生じ　　　　2．1．グラフに関する定義

たシステムに対して，いくつかのプロセスを中止させて　　　有向グラフを2項組rピEノで表わす。ここで1臼ま点

アツドロックから回復させるとき，ヰ止させるプロセス　　　とよばれるものの有限集合であり，Eは技とよばれるも

の個数を∫口小にしたい場台lu相互に呼び合う複数個のプ　　　のの有限集合であワEq｛rf・の1’」r・Pε臼である。枝

ロセデュアからなるプログラムが与えられたとき，それ　　　〔1r，のを点’rから出て点～川こ入る枝とよぴ，点〃を枝

と等価で，プロセジュア問の呼び合う閲係が最も前潔な　　　（’r．川の始点，点～ノを終点とよぶ。G＝日ろE）を有向ゴ

プログラムをもとめる場合、川それから，技に述語をつけ　　．ラフとする。｛～’・のεEのとき，Pをπのサクセッサ・μを

ることにより，プログラムの正当性を証明するときに，　　　1，のプレディ七ッサとよぶ。点πのすべてのサクセッサ

述語をっける綾の個数を最小にしたい場合ηなどである。　　を一列に並べたものを点Irのサクセッサリストとよぶ。

一般的な有向グラフのクラスに対して，最小帰還点集合　　　すべての点のサクセッサリス．トが与えられれ1∫，もとの

をもとめる問題はNP完全であることが知られてい　　有向グラフを完全に表わすことができる。これを有向グ

る。町また，可約な流れ図のクラスに対しては，OGVI・　　　ラフのサクセッサリスト表現とよぷ。点r’のサク七ッサ

lEDの馴で齢齪点耳｛合をもとめるア，、ゴ1以」、　・）鰍を・・め蹴趾よぴ∂ll〔・・）で詞・す。また点・，の

が存在する口本論文では，可約な流れ図のクラスに対し　　　プレゲイ七ッサの個放を↓‘の入次数とよびζ1ξ（叶で表

てo（脚の時間で最小帰還点集髄もとめるアルゴ　わ寸ユ。

リズムが存在することを示し，また，対象とする流れ図　　　　G＝｛UE）を有向グラフとする。U’⊂γかつE’＝
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｛〔”、のレf，涯1㌃（H，叶EEIであるとき，有向グラフG’　　　次に，流れ図に対して，デプスファーストサーチをお

＝〔V’．E’）を点集合γ’によるGのサプグラフという。　　　こなうアルゴリズムを図一1に示す。このアルゴリズムの

また，E”⊂Eであるとき，有向グラフG”二日ろEつを　　　入力は，サクセッサリスト表現された流れ図である。ア

技集合E・・によるGのパーシヤルグラフという。点の列　　　ルゴリズムではプッシュダウンスタックSTACKをひ

｛↓，1必．…，～ノ冨）が道であるとは，1≦r≦祝一1を満たすす　　　とつ使用する。サーチの途中でラベル“neW”をつけられ

べてのrに対して（1，∫，～♪r．1｝εEであることである。点r戊1を　　　た点がちようどSTACIζ上にならんでいる点になって

この道の始点，点1培を終点といい，このとき点巧から　　　　いる。

点隔に到達できるという。～ノ1＝娠であるとき，この　　　　根とよばれる一点をもち，すべての点から根へ（根か

点の列を有向閉路という。△⊂γとする。Gの中のすべ　　　らすべての点へ）至る道が正確に一本だけであろような

ての有向閉路が△の元を含むとき，△をGの帰遼点集台　　　有向グラフを流入木（流出木）とよぶ。

　（以下，FVSと路す）という。　FVsのうちで点の｛固致　　　　F＝（胚E）を流れ図，1ノ，をFの開始点，』SUCLIST

が最小のものを最小帰還点集合（以下，MFVSと問す）　　　を・Fのサクセッサリスト表現とする。　SUCCLISTに対

という。グラフに関する詳しい諸定義は（4）を参照された　　　してアルゴリズムDESを適用しているとき，’ポイント

い。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1〕1を通過する時点での枝（U，γ：）をFのSUCCLIST

　2．2．デプスファーストサーチと可約な流れ図　　　　　　に対する逆方向枝という。またポイント②を通過する時

　流れ図とは，開始点とよばれる特別な点をもつ有向グ　　　点での枝｛陪，1伺の集合をE’とすると，Fのパーシャ

ラフで，開始点からその有向グラフの任意の点に到達す　　　ルグラフ｛y，E’｝は晦を根とする流出木になる。この木

る道が存在するようなものである。流れ図とは．言葉ど　　　をFのSUCCLISTに対するデプスファLストスパニ

おり，計算機プログラムの命令を点に，コントロールの　　　ングツリーとよぶ。

流れを枝とみなして有向グラフで表わしたものである。　　　デプスファーストサーチDFSを実行しているとき，あ

STA　RT

DSUCCLIST・一入力流れ図の→」・ク・ヒッサリス1・表現

V1一入力流れ図のII目拍点

V」にラベル”n¢w”をつける。

　　　　　　　11ne冒”　　　　なし　　　　　　　　　　　　YES　　　　　NO

・財ント（1）　　　　　ボ⇔ト｛2｝　　　　　STACI｛のト。プ

V1をSTACIくにいれる
v1・－v2

V1にラペル”newをつけろ。

図一1　アルゴリズムDFS

†本迫文ではアルゴリズムを回一】のようにワローチ㍗一トの形で示十

二とにするが，アルゴllズム中のあろ場所を指定するとき，国中に示し

てあろ直ポイント〔0←を漣用する二とにナろc
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る点にラベル‘‘new”をつけるとき・モの点にサーチが到　　　で最小帰還点集合をもとめるアルゴリズムを示す。

達したといい，ラペル‘‘old”をつけるとき，その点の

サーチが終了したという。　　　　　　　　　　　　　　　　〔補題1〕ロlFを可約な流れ図とすると，BACK（F）の

　可約な流れ図の定義は“インターバル、という言葉を　　　元のみからなるFのMFVSが存在する。

使ってなされるのが普通である且］が，ここではそれと等

価な～牧の定義をっかう。流れ図Fが可約であるとは，　　　　　瓦＝｛佑，E。）を流れ図，〃、を几の開始点とす

Fのいかなるサクセッサリスト表現に対しても，・Fにア　　　る。恥d㌔とし，El＝Eo－｛（醐，dlρε1！o｝からなる

ルゴリズムDFSを適用して得られる逆方向枝の集合が　　　F。のパーシャルグラフをF、＝日㌔，瓦｝とする。点集合

一意に定まることである。したがって・Fが可約な流れ図　　　γ，＝1ノ。－1司〃宇妬砺｛の＝釧からなるEのサプグ

である場合．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラフをFコ＝｛γbEコ｝，点集合γコ＝γ2－｛川1∫≠｛ノ5，

　BACK（F｝ニblりはFの逆方向技の終点｝　　　　　　∂二，｛の＝0｝からなるF、のサブグラフをF，＝（γ、，E、）

　という定義をすることができる。　　　　　　　　　　　　……と順次F司，F5，……と作ってゆき，F丘とF白．1が同じ

　2，3、NP完全性　　　　　　　　　　　　　　　　　　流れ図になったとする。このとき凡を（F。－1μ。Dで

　Σをアルファベット・L1・Lコ⊂Σ’とする。決定性　　　表わすことにする。

チューリング機械で多項式時間で計算できる関数∫：Σ’

一・Σ書が存在して，田ξL1－∬1の亡L2が成立するとき，　　　　〔補題2〕Fを流れ図，占、をFのMFVS，距△、，△。

Llは多項式時間でLコに変換可能であるという。ノ∫少を　　　を（F－ld）のMFVSとする。このとき，△。　u川

非決定性チューリング機械で受理できる言語のクラスと　　　はFのMFVSである。

する。L・ε・仁クであり，かつ，すぺてのLεノ1／互に対し、　　　　（証明）　Fの有向閉路のうちで，〃を含まないものは

LがL・に多項式時間で変換可能である場合L・はNP完　　　｛．F一抽｝の有向閉路である．したがって，ふの元を

全であるという。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　含む。したがって占コUl～」はFのFvsである。つぎ

　以上では，言語について述べたが，たとえば，任意の・　　にMFVSであることを示す。△，一｛抄1は（F－111｝〉

グラフGに対して，Cが☆個の点からなるFVS（以下　　　のFVSである。したがって

では占一FVsと略す）を持つか否かを判定する問題は・　　　i立2uld‥1△：1＋1≦1△1－II」1＋1＝1ムllであ

占．Gを適当にΣ．ヒに語にコーディングして，言語L＝　　　り，凸：UMはFのMFVSである。

伍Gをコーディングして得られる語lGは1ζ一FVS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終わり）

を持つ1を受理するチューリング機械をつくる問題にす　　　〔アルゴリズムMINFVs〕

ることができる。このようにして，組合せ問題に対して　　　　図一2にこのアルゴリズムを示す。これは，可約な流れ

もNP完全性を定義することができる。　　　　　　　　　．図に対してMFVSをもとめるアルゴリズムである。入

　NP完全な問題に対して多くの人が，多項式時問で解　　　力流れ図が可約でないとき，このアルゴリズムは　FVS

くアルゴリズムをつくろうとしているがまだ成功してい　　　を出力するが，MFVSであることは保証されない。また，

ない。このことは，ある問題がNP完全であることがわ　　　任意の有向グラフに対しても，任意の点を選び，それを

かったならば，その問題は実行時間が入力の大きさのぺ　　　開始点としてMINFvsをおこない。まだサーチされて

キ桑で増加するような，非常にあつかいにくい問題であ　　　いない点が残っていれば，残りの点から任意の点を選び，

ることを意味する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　それを開始点としてMINFVsをおこなうことを繰り返

　LDがNP完全であることがわかっているとき，　L］ε　　　せばFVSをつくることができる。

」宙’がNP完全であることを示すには，L。がL、に多項　　　　MINFvsの動作は，以下の補題，定理で正確に述べら

式時間で変換可能であることを示せばよい。NP完全性　　　れるが，その前に，おおまかな動きを説明する。MINFVS

に関する詳しいことは｛3），〔5｝，加〕を参照されたい。　　　　　の動1乍は1）FSが基本となっている。1］FSはBACK（F）

3・酬還点集合をもとめるアルゴリズム　霊蕊蕊漂摺ll灘i㍊漂

　この童では，可約な流れ図に対して，OqEDの時間　　　加えたものである。すなわち、　MINFvSは，すでに
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STA　RT

DSUCCLIST．　SUCCLIS1’・一入力流れ図のサク七ツサリスト表現
u・一入力流れ図の開始点
uにラペル　”new”　をつける。

ｷべての点1ノに対してIND（の・一入力流れ国における～∫の入次数
@　　　　　　　　　　Lω・－0

?[φ

ポイント川

DSUCC互」ST（V〕＝φ

NO YES
Vにラベル’司d”をつける

L（V）＝0

NO ポイン1・（2）

DSUCCLIST（V）
ｩら一点を消しそ
黷�u’とする。

△・一△∪｛v｝

yERO・一｛V｝

YES

|イント（6〕

ポイント｛7）

|イント｛3〕
v「のラペルは

ZERO≠φ

YES　　NO
”01d” ■■　　　　　　　　　　．・

P1ew なし
一　ZEROから一点を田しそれを

@V”とする。
ポイント〔4｝

L（vり・－

k（V’）＋1
5UCCLIST（Vつ＝φ

STACKは
@空か

YES NO YES NO

SUCCLIsT（V”）か・う一，点を

ﾁしそれをV’一とする。

hND（Vつ・－IND〔V醐）－1

ST∫、CKの

gップをv
ﾉする。

VをSTACK
ﾉいれる。

磨|v’
uにラペル”new”を

ﾂける。

lND〔V’つ＝0　かつ
u〔±入力流れ図の開始点

YES
NOZERO一一ZERO　U｛V戸｝

V声のラペルは

rにイント｛5｝

dND

11　　　　　　　　．．

獅?

L｛VF）←－L（Vつ一1

ポイント〔8｝

図一2　アルゴリズムMINFVs
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MFvsの要素とわかっている点および，それらの点を通　　　　　とすると時点非零流れ図は可約である。また，時点非

過することなしには開始点から到達できない点を除きな　　　　零流れ図の点につけられているラペルとSTACK

がら，BACIC（F）の要素をさがしてゆく。　　　　　　　　　　　の内容は，時点非零流れ図にアルゴリズム1〕FSを

　流れ図に対してMINFvsを適用すると，流れ図はア　　　　ほどこしたものになっている。

’レゴリズムの実行にしたがって変化してゆく。ある時点　　　　（c）BACK（時点非零流れ図）にはラベル‘‘old”がつ

でのSUCCLISTの表現している流れ図を，その時点で　　　　　いている点はない。

の時点流れ図とよぷ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d〕　｛i）の（c｝と同じ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（e）すべての点沙＃γに対してL｛のは次に示す集

〔摘題3〕ポイント日｝，②，……．｛5）を図一2に書きこんで　　　　　合の要紫の個数と等しし㌔

ある場所とする。可約な流れ図にアルゴリズム511NFVS

瓢；≡㌶：：：：㌫：一（肱曙鞍：1図＿｝

（i）ポイ川川において @　　　｛。L（V）は次に示蝶合の勤；の個数と等しい．

　回　時点流れ図は可約な流れ図であり，時点流れ図の

㌶蕊1：還慧惣i｛M漂㌶れ図の技｝
　　なっている。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iv｝　ポイント15｝において

　（b）BACK（時点流れ図｝の要素にはラベル’‘old”が　　　　（a）時点流れ図は有向閉路を含まない流れ図である。

　　っいているものはない。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明略｝

　（c）すでての点ρに対して，DSUCCLIST（叶⊂SU・

　　CCLIST｛司である。　　　　　　　　　　　’　　　　〔定理1〕アルゴリズムMINFvSが停止したとき，△

　｛d〕すべての点（」に対して，L｛のは次に示す集合の　　　には入力流れ図のFVSが入っている：入力流れ図が可

　　要素の個数と等しい。　　　　　　　　　　　　　　　約である場合は，MFVSが入っている。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛証明）アル・ゴリズムが停止したとき，FVSがもとまる

｛〔・・の蕊三ll∬｝｝　誌瓢：≧嶽鷲㌶麗
　　　　　　（～’・・’細寺点流鍋の逆フ了向技　　F。にア、レゴ・以ムMINF、・sを翻している過鍵考

目i）ポイント12）において　　　　　　　　　　　　　　　　　える。ポイント㈲を1回目に通過する時点での時点流れ

団　（川の〔a）と同じ　　　　　　　　　　　　　　図をF輌とする・また最後にポイント16〕を適過するのが

（b｝BACK（時点流れ図）∩1ラベル・・01d・をもつ点・I　　」｝1回目であるとする。ポイント⑦を∫回目に通過する時

　＝｛γ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　点を考える。この時点での時点流れ図は17’－1であり，時

国　い｝のに）と同じ　　　　　　　　　　　　　　　　点非零流れ図はハである。この時点でのFの値を～）・と

｛d）　（i）の（d）と同じ　　　　　　　　　　　　　　　すると・ZERO＝1μllであるので・Fl＝〈F・一一｛Ll’｝〉

（iii〕　ポイント（3｝において　　　　　　　　　　　　　　である。また補題3のポイント（3｝における命題とL｛の

　時点流れ図において，ZEROの要素を通らずには，　　　芋0であることより・FROMZEROの要素から～，∫に枝

喘点から到達できないような点の給をFROMZE・　が出ている・したがって・F・－1において・…を舗酬

ROとする。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　閉路で・その上の点がすべてラベル“01d”をもつような

伺FROMZEROの要素にはすべてラベル・’01d”が　　　ものが存在する・一方・ポイント｛2｝における命題より・

　ついている。　　　　　　　　　BACIqF山の酬で已の有向閉路上にあるもの1抽
｛b）時点流れ図からFROMZEROの要素をすべて除　　　のみである。したがって捕題1よ1〕・Fi－1のMFvSで～，r

　いた残りの点からなるサブグラフを時点非零流れli目　　を合むものが存在する。補題2より・（瓦のMFVS）U
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｛〃dはFf－1のMFVSになる。したがって，｛FmのMF・　　られる流れ図をF’とする。　F’のすぺての点の入次数，

VS）Uiロ1，〃コ・…山」はF・の1＞IFVSである。補題3の　　　出次数はともに2以下である。しかも，FのMFVSをも

ポイント（5）における命題より，F用は有向閉路をもたな　　　とめる問題は，　PのMFVsをもとめる問題に帰着でき

い，1～ノ1，1ノ：，…．妬1＝　（アルゴリズムが停止したときの　　　る。したがってつぎの定理が成立する。

△の匝〕はF。のMFVSである。　　　（証明終わり）

　アルゴリズムMINFVsは入力流れ図が可約でない　　　〔定理3〕各点の入次数，出次数がともに2以下である

場合・MFVSを出力しない場合もある。最悪の入力とそ　　　ような流れ図のクラスに対して，　MFVSをもとめる問

のサクセッサリスト表現を図一3に示す。開始点はψ。で　　題はNP完全である。

ある。この流れ図のMFVSは｛1届であるが，図一3に示
したサクセ。サリスト表現に対してアルゴリズムM困一　5・むすび

FvSを適用すると｛〃1，〃コ，…，耐を出力する。サクセッ　　　　本論文では，3章において，可約な流れ図のクラスに

サリスト表現をSUCCLIST〔1」．）＝1び・1世、、．llとすると　　対して0｛iEl｝の時間で最小帰還点集合をみつけるア

　｛抄・1を出力する・　　　　　　　　　　　　　　　　　ルゴリズムMINFVsを示した。　MINFVSは可約でな

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　い流れ図に対しては，帰還点集合はみつけるが最小にな

　〔定理2〕入力流れ図をF＝（UE）とするとアルゴリズ　　　らない場合もある。しかし，現実に計算機のプログラム

ムMINFvSは0（lEDの時間で停止する。　　　　　を流れ図として見た場合，そのほとんどが可約である。

　（証明）デプスファーストサーチの性賛よリポイント（1｝　　また，近年さかんに言われている構造的プログラム61で

は高々21El回通過する。ポイント（8）を含むループの　　　はその傾向はさらに大きい。たとえば，ホワイルプログ

中にはSUCCLIST（び’つから一点を消せという命令が　　　ラムに対応する流れ図（Dチャート）は可約である。こ

あるので，このループは高々lEl回しかまわらない。次　　　のことは，アルゴリズムMINFvsが実用という面から

に，ポイント｛3｝を含むループについて考える。前に述ぺ

たことよリアルゴリズムが動いている問において　ZE・

ROには通算して高々3［El個しか要素が入らない。

このル・一プ中にはZEROの要素を消す命令があるので，

ループも高々31El回しかまわらない。以上のことよ

りこのアルゴリズムの実行時間が0（lEl）であること
　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ

がわかかる。　　　　　　　　　　　　　（証明終わり）　　　　　　　　　　　　　　　1

　4，NP完全性

　一般的な流れ図のクラスを対象にすると，MFVSを

もとめる問題はNP完全であることはすでに知られて

いる。10にの章では，流れ図の各点の入次数，出次数を制

限したときにMFVSをもとめる問題のNP完全性がど

のようになるかを述べる。各点の入次数（もしくは出次

数が1以下であるような流れ図のクラスに対しては明ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ibかに0（lVnの時間でMFTSをもとめることがで
きる・つぎに各点の7踏出次数が2肝であ硫　　　：岩麟蕊∫：”ll二批

図のクラスについて考える。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

Fを任意の流姻とする・糠の囎が∫個の2分　　；跳；；：6：ぽ1：：：：｛

流入木，Sfを葉の個数が∫個の2分流出木とする。　Fの　　　　　　　　SUCCLIST（t、1）＝｛L、。｝

点ρの入次数．出次数がそれぞれ〃のとき，図4に示　　　　　　　　SUCCLIST（～ノ・｝＝｛～ノ11「ノパ”・£，n｝

すよう【こ・点・をT・と∫’が根でくっつし）たもので已　　　図＿3ア、rズム川NFvS

かえる。この変換をFのすぺての点に対して実行して得　　　　　　　　　　　に対する最悪の入力
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　　　吉本，　　　　　　　ら，最小帰還卓集合の問題を考える場合・有向閉路の構

｛｛一…1　駕；芦ξ：元請；：：隠誓三繋謬
コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

㌦ハハ昌」　　　　　全性の本質をより淫く理解するうえにも亜要であると思

　　　　　　　　　　　　　　われる。
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