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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abst怜ct
　　This　paper　deals　with　the　sel£excited　oscillations　of　an　elastlc　beam　with　a　frictional　force　on　an　arbit．

rary　positiQp．　The　system　consists　of　a　rotating　cantilever　with　length　l　supported　by　a　slider　bearing　at

arbitrary　positionも／乙　To　analyze　the　system　including　multiple　modes　of　oscillation，　three　different　types

of　mechanical　models　are　established，　i．e．　one－degree・of・freedom　model，　one　dimensional　finite　difference

model　and　two　dimensional　finite　difference　model．　The　dynamic　behaviours　of　self・excited　oscillations

are　analyzed　theoretically　applying　the　method　of　averaging　and　numerically　by　use　of　the　method　of

Runge・Kutta－Gm　for　one　degree．of．freedom　model　and　Willson・θMethod　for　the　finite　difference　models．

　　The　analyses　yield　the　folllowing　results：

（1）The　influences　of　the　magnitude　and　position　of　frictional　force　and　also　of　the　internal　and　external

damping　upon　the　generation　of　self－excited　oscillations　are　obtained．

（2）Although　there　exist　multiple　solutions　in　the　theoretical　analysis，　there　generates　only　one　mode　of

oscillation　in　the　experiment．　The　mode　of　oscillation　which　actually　generates　is　obtained　by　the　numer・

ical　analysis　of　the　finite　difference　models．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ため，任意の点に摩擦力が作用する弾性梁（図一1）を

L序論　　　　　　　　　3種の解析モデルを用いて解析する．すなわち，文献（・）

　負減衰効果を持つ摩擦力の作用する1自由度系の自由　　　で用いた等価1自由度モデル（図一2a），1次元差分

自励系は，亘理ら1），高野ら2）の研究がある。井上ら　　モデル（b），2次元差分モデル（c）である。

3） ﾍ，周期的外力の作用する1自由度系の強制自励系　　　　これらの3つのモデルを用いて平均法による理論解析

を解析し，引き込み現象について述べている。著者らの　　　を行い，また等価1自由度モデルにルンゲ・クッタ・ギ

はボイラの管群の清浄装置であるスーツ・プロアのよう　　　ル法を，ユ次元，2次元差分モデルにはウィルソンーθ

に中間すべり支持したオーバハング回転軸をモデルとし　　法5）を適用し数値解析を行う。そうして摩擦力の作用

て，分布定数系の強制自励系の振動について自励振動の　　　する質点の位置，摩擦特性，内部減衰，外部減衰などの

発生条件ならびに引き込み現象を理論解析によって求め，　　各種パラメータが自励振動の発生へ与える影響を求める

実験結果と比較した。　　　　　　　　　　　　　　　　　　とともに発生域における各振動モード相互の優位性を調

　本研究では，弾性体の摩擦による自励振動について，　　　べる。

高次の振動モードを含めた自励振動の発生条件を求める
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　2．理論解析

2．1．系のモデルイヒ　　　　ド↑乃↑x↑ぬ
解析モデルを図一1に示す．弾性梁は，角速度ωで　　m　m……◎一一一（∂一・

回転し固定端より1。の位置で中間支持される．図一　　板ば弛　　↑酬

2aの等価1自由度モデルは・図一1の弾性体モデルに　　　　　　　　　図＿2c　2次元差分モデル

ガラーキン法を適用し，外部減衰を考慮したものである。
　　　　　　　　　　ロ
図一2bの1次元差分モデルは，弾性体の解析モデル　　　2．2．運動方程式

を有限個の集中質量を勇断ばねで接続したモデルであり，　　等価1自由度モデルの理論解析は文献（4）と同様なので，

また，質量のない曲げ剛性を持つ板ばねで集中質量を接　　本報は，差分モデルにおける理論解析を示す。1次元差

合したものが，図一2cの2次元差分モデルである。両　　分モデルと2次元差分モデルの運動方程式は次式で表さ

差分モデルとも図では省略したが，内部減衰，外部減衰　　れる。

を考慮する。摩擦力は，任意のk番目の質点に作用す
るものとする．欲点の変位は，方向のみと考える。　　哨＊＋（C湯＋CL）”＊＋κナ〃＊＝F＊　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、耐÷1－・申］

　　　　　　　　　　　　　　　　　才　　　　　　　　　y

1

ら

ω

o
4

ρo

図一1　解析モデル　　　　　　　　　　　　　C監＋αエ＝

2C仇十Ceエ　ーC‘η　　　　　　　0

－Czη　　2C‘π十C飢　　一C胡

　　一C‘η　　2C‘π十Cθエ　ーCzπ

0　　　　　　－C‘π　　C‘η十Cθエ

（2）

＊　　　　　　　　　　　　　φ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃＊：質量マトリックス，αη：内部減衰係数，Cεエ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：外部減衰係数とする。摩擦力は虎番目の質点に作用し，

　　　　　　一一一〉　　　　　　　　　　　摩擦係数μ＊（η）は　Vきを軸の外周速度とし次式で

゜　　V　　°　示すようにすべり速馳の3獺数で近似する。

図一2a　等価1自由度モデル　　　　　　　　　　　”＝げ一y＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＊b）＝αが十bo2十c〃十d　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1次元差分モデルの剛性マトリックスは

　　　↑力↑乃　↑w　↑先

図一2b　1次元差分モデル

2ん1　一ん1

一ん1　2ん1　一んハ　　　　　0

　　　　一κ1　2ん1　一ん1

　0
　　　　　　　　一ん1　　ん1

（4）

である。
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　2次元差分モデルの剛性マトリックスは影響係数法を

用いて求める。

κr＝ん2

911　912－……91η

　　　　　　　　　ロ921　　922　　　　　1
　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　l

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　l

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　1

‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　　　　　　‘

1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　‘

‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

9π1－一一一一一一一一一’一一一一9ηπ

　　ん2＝6E∬／（〃η）3

影響係数乱は，次のよっになる。

一1

（5）

κ2ニ

911912－一……－91π

　　　　　　　　：
921　922　　　　　1

‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑯

‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

9π1・一一一・一一・一一一・・一一9πη

1次元差分モデルと2次元差分モデルの固有値と固有

．　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　モードを次に示すb

＿1：：：1：裟　（≡　々一［－1

（9）

　さらに，　τ＝ωηε，　ωη＝V禰，　y・＝y＊／Z，　ζ‘π

＝C‘。／C。，ζ。エ＝c。エ／c。とおいて（1）式を無次元化する

と

x‘＝

Xll　X12－一一一・一一X1η

　　　　　　　　：
X21　×22　　　　1

’　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　　　　　　　‘

1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　‘

ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘヘ　　　　コ

xη1－一一一一一一一・一一x朋

〃”十（C‘n十Cθエ）〃ノ十」Kz〃＝F　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

Cη十Cεエ＝

F＝

4ζ』π＋2ζθエ　　　　ー2ζ‘η　　　　　　　　0

　－2ζ‘η　　4ζ元η＋2ζeエ　　ー2ζ朔

　　‘　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　1　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　，　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　、
　　4　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　1　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　‘　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　‘　　　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　、
　　‘　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　■　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　、
　　ユ　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　ー2ζ』η　　4Cη十2ζeエ　　ー2ζ伽

　　0　　　　　　－2ξ姦η　　2ζ‘π十2ζεエ

　　　O

Foμ（γz－y’κ）

　　　0

　　　　　（6）式の両辺に左からX『を掛け，〃＝X淳の変換を

　　　　行うと運動方程式は

　　　　　　4〆＋ム9＝X『（一（Cm＋C。エ）〃’＋F）　　　　（1①

　　　　⑩式よりS次モードの運動方程式は

　　　　　　ψ”8十λ、ψs＝P8ψ’き十Q8ψ’ζ十R8ψ’s十丁、　　　　（11）

　　　　ただし

　　　　　　P8＝－Foμ”（V～）Xls／6

（7）　　Q。一抗μ〃（のX1。／2

　　　　　　R8＝一（2ζeエ＋2Hsζ㍍＋F。μ’（γz）X；8）

　　　　　　　Ts＝、Foμ（yご）Xκ8

　　　　　　　　　　れのハ
　　　　　　H。＝2一ΣX。。（Xρ司。＋Xρ，1。）－X1。X，8

　　　　　　　　　　ρ＝2
ただし　抗＝P・／ηLω謡・γ2＝yき／ωη1　　　　　　　　　　　　－Xη。（xη．1s＋xη8）

　　　　μ（γ）＝Aγ3＋By2＋CV＋D

　　　　A＝α（鋤η）3，B＝b（吻・）2　　　　　　　　　　　　2．3．定常解

　　　　C＝cZω。　，　D＝d　　　　　　　　　　　．（11）式のS次モードの運動方程式について平均法を適用

である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　して解を求める。自励振動の解を次式のように仮定する。

κ1＝

　2　－1
　　　　　　　　　　0
－1　　2　－1

　　　－1　　2　－1
　0
　　　　　　－1　　1

　　φ8＝ノ1ssin（τ8十η8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1カ
　　ψ’8＝／18COS（τ8十ηs）

A。，η、は無次元時間τ、に関してゆるやかに変化する。

解の仮定から次の条件式が得られる。

（8）　　A’・si・（τご十η8）＋A・η’・c・s（・・＋・・）＝0　⑬
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（吻式よりφ・の2階微分は　　　　　　　　　　　　　　　　値解析を行う。ウィルソンーθ法とは，τ＋△君の時点

　　輪一A’劃。品秘）－A」1＋ηおi。（右権。4　での値を求めるためにそれより将勅時点8＋θ△τ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（θ＝1．4）で運動方程式が成立するとして，逆に補

（1力式，（14式を（1D式に代入し（13式と連立させA’．，η’8の　　間することでτ＋△τ時点の値を導くものである。こう

標準形を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　いう算方は無条件安定であるという5）。実際には1次

A・。－P。Aき。。s・（τs十η8）十QsAきCOS3（τ8十η8）　　元差分モデ〃レと2次元差分モデルとも分割数n＝6で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　計算する。
　　　　十R8A8COS2Cτ8十ηs）十丁8COS（τs十η8）

　　　　一（1一λ。）ぶsin（τ。＋η。）cos（τ。＋η。）　　　　　　　　4．解析結果ならびに実験結果

A・η’・＝－P・Aおi・（・・＋η・）・・s3（・・＋η・）　　　　4．1．1自由度モデノレの自励振動発生域

　　　　　｝Q・A：sin（τ・＋η・）cos2（τ・＋η・）　　　　　　　　図一3にすべり速度の関数である定常摩擦特性を示す。

　　　　　－R。A謁in（τ。＋η。）cos（τ・＋η・）　　　　　　　○は実験値を示し，実線は（3）式の3次関数近似曲線を示

　　　　　『㍗sin（τs十ηs）　　　　　　　　　　　　　　　す。この摩擦特性を各モデルの理論解析，数値解析に用

　　　　　一（1一λ・）A・sin（τ・＋η・）　　　　　　⑮　　　　いた。図に見られるように摩擦特性には，ある範囲で負

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　減衰効果（右下がり特性）が見られ，これが自励振動の

（19式に平均法を適用し次の第1近似を得る。　　　　　　　　原因となる。内部，外部減衰は摩擦力作用点とは無関係

　　A㌔一（3／8麟＋脳調　　　　　に一定であるが摩勧の負瀬効果は摩勧作用点
η’ W＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1θ

定常状態を考慮し，A’。＝0とおけば次の定常解を得る。

A8＝　　－4」R8／3P8）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

／。に依存する。

　図一4に等価1自由度モデルの理論解析と数値解析に

1．0

3・数値解析　　　　　　　　艶5
3．1．等価1自由度系

図一2bの等価1自由度モデルに，ルンゲ・クッ

○：実験値

一：3次関数近似曲線

タ・ギル法を用いて自励振動の数値解を求める。数値解　　　　　O　　　　　to　　　20　　　　30　　　40

析によって得られた自励振動の発生域を，実験値及び等　　　　　　　　　　　　　すべり速度ψ（m／s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一3　定常摩擦特性
価1自由度系の理論値と比較する。

　運動方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△：実験値（1次），○：実験値（2次）
　　7η＊φz十C＊φ‘＋κ＊φ‘＝F（u）Z＊　　　　　　　　（18　　　　　　　　　数値解析限界（2次）　　　　　理論限界（1次）

　　　　　　　　　　　　　σ：各モード数）　　　　　　　　　25

である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2C

φ・一…φ日，とおき一階の連立微分方程式にする　号15

と　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　田
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§1・・

　　y＝工　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝶
　　y－（醐・－C・y一κ・、，）／m・　　（1⑨　　・・

理論限界（・次）∠．

　　　づのコ　
生域／　数値解析限界

／　　　　（1次）＿⊆＿

騨鶴ii会
発生域

（19式に初期値を与え・LK・G法により解を求める。　　　　　　　0　　　02　　α4　　06　　08　　1C

、　3．2．差分モデル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　摩擦力作用点　1。／1

　　ウィルソンーθ法を用いて（山式の両差分モデルの数　　　　　　　　　　図一4　自励振動発生域
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よって求めた1次と2次モードの自励振動発生限界を・　　　　表一1　1次元モデル理論　表一2　1次元モデル数値

実験結果と併せて示す。摩擦力作用点と回転数をパラ　　　　　　　解析結果　　　　　　　　解析結果

メータとする発生限界がよく表わされている。2次の自　　　　○：解有り・一：解なし　　　数字：発生モード

励振動は，節の近傍の摩擦力作用点で解が存在しない。

理論の発生限界が数値解析による発生限界より広い理由

は，数値解析では摩擦特性を実際と同様すべり速度の奇

関数としているが，理論解析ではすべり速度が負の領域

で摩擦力も負となることを考慮していないためである。

理論及び数値解析による限界において，1次と2次モー

ドが共に存在する領域があるが，実験結果では1次と2

次モ＿ドがZo／1＝0．4を境として独立に存在した。　　　　　表一3　2次元モデル理論表一4　2次元モデル数値
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　解析結果　　　　　　　　　解析結果
　4．2．差分モデルの自励振動発生域

　等価1自由度モデルの解析においては，理論，数値解

析ともに1次と2次モードの自励振動が同域に共存する

が，実験結果では独立に存在した。この原因を明らかに

するため，差分モデルに対する理論解析と数値解析を

行って得られた結果を以下に示す。

　図一5に理論解析によって求めた1次元，2次元差分

モデルの1次から6次までの振動モードを示す。

　表一1と表一3に1次元，2次元差分モデルの理論解

No
Gード

1 2 3 4 5 6 初　No 1 2 3 4 5 6

1 ○ O ○ o ○ O 1 1 1 1 1 1 1

2 ○ O o 一 一 o 2 2 2 2 1 1 2

3 o 一 一 O 一 o 3 3 2 2 3 1 1

4 一 一 一 一 一 一 4 2 2 1 1 1 1

5 一 一 一 一 一 一 5 2 2 1 1 1 1

6 一 一 一 一 一 一 6 2 2 1 1 1 1

○：解有り，一：解なし　　　　数字：発生モード

No

a[ド
1 2 3 4 5 6 初期No 1 2 3 4 5 6

1
一 一 ○ o O ○ 1 O 2 1 1 1 1

2
一 0 一 ○ 一 ○ 2 O 2 2 1 1 1

3 ○ O 一 O ○ ○ 3 O 3 2 1 1 1

4 ○ 一 ○ 一 ○ 一 4 O 3 2 1 1 1

5 ○ 一 一 ○ 一 一 5 0 3 2 1 1 1

6 一 一 一 一 一 一 6 0 3 2 1 1 1

析結果を，表一2，表一4に数値解析結果を示す。理論　　　が，数値解析結果は発生し易い1つのモードとなる。こ

結果は，摩擦力が任意の質点に作用する場合に存在する　　　のことは実験結果とよく一致した。

振動モードを表わし，数値解析結果は，1次から6次の　　　　次に，解析解に摩擦力，内部，外部減衰が与える影響

モード値を初期値として与えた場合に収束する振動モー　　を見てみる。図一6，7，8，9は2次元差分モデルの

ドを表わす。理論，数値解析結果ともに摩擦力の作用す　　　理論解析により，内部，外部減衰と摩擦力及び摩擦力作

る質点の位置によって，発生する振動モードが異なって　　　用点が自励振動の発生に与える影響を示す。1次の振動

いることが分る。理論結果は，複数のモードが共存する　　　モードは，摩擦力作用点が固定端に近いほど解が存在し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ない。2次，3次，4次の振動モードは，腹の辺りで解

　＿：片持梁　　一　：1次元モデル　……：2次元モデル　　　が存在し，節の近傍で解が存在しない。外部減衰が増加

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　すると全般に発生域が狭くなり，内部減衰が徐々に大き
1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α5　／4グ　　　　くなると高次の振動モードが消滅する傾向がある。摩擦

寸　　　　＼く号㌢　　無くなると，ともに全体（・解が存在しなくなる・

　1　戸　’へ、　　　　　　　。1

・4 A継／悉絃㌶＿振動の＿を求め＿3
－1 @3ベジザ　・次　　種のモデルを用いて理論解析及び数値解析し，実験と比

‥　飛名1㌦5　　較して次の様な結果を得た・
　0　　　　　　　，　　、　　　0

一1

＿〃　ヒ。1．・》　　・1．・　（1）差分モデルの醗解析により摩擦特性の餓衰効果
　　　　　　　　　一1　’　　　　　　　　　　　　と内部，外部減衰ならびに摩擦力の作用する質点の位置

　　　‘次　　　　6次　　　力澗次モードを含んだ自励振動の発生へ及ぼす影響を

図一5　片持梁と差分モデルの振動モード　　　　　　明らかにした。
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