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PolynomialDistributionofStress

Nao-AkiNODA*5,YuZHANG,
MasahiroMATSUBAYASHIandYasushiTAKASE

*5DepartmentofMechanicalandControlEngineering,KyushuInstituteofTechnology,
1-1Sensui-cho,Tobata-ku,Kitakyushu-shi,Fukuoka,804-8550Japan

lnthispaper,stressintensityfactorsforatwo-dimensionalinterfacialcrackunderpolynomial

distributionofstressareconsideredontheideaofthebodyforcemethod.Inthisanalysis,unknown
bodyforcedensitiesareapproximatedbytheproductsofthefundamentaldensitiesandpowerseries;
herethefundamentaldensitiesarechosentoexpresssingularstress丘eldsduetoaninterfacecrack

exactly.Thestressintensityfactorsofa2Dinterfacialcrackunderpolynomialdistributionofstress
areexpressedasformularsforthereader'sconveniencewithvaryingthepolynomialexponentn.

KeyWor血:Elasticity,StressIntensityFactor,BodyForceMethod,InterfaceCrack,Composite
Material,FractureMechanics,SingularIntegralEquation

1.緒 言

機能性材料の集合体である電子製品などには,多数

の異種材料接合界面が存在している.これらの界面を

有する部材の破壊は,接合面の不良接着部やはく離を

起点として生じた界面き裂の伝ばに支配されることが

多い. 2次元界面き裂の問題に関しては Salganik(1)

の解析をはじめとして多くの解析(2)～ (LO)がなされてい

る.しかしこれまでなされてきた解析の多くは,特定

の材料の組合せに対する数値計算である場合がほとん

どであり,任意の材料の組合せに対して応力拡大係数

が精度良く与えられているものは少ない.このため均

質材中のき裂の応力拡大係数は-ンドブック(8)に多く

の結果が示されているが界面き裂に関しては,その利

用できる解は依然として少ない.

本研究では,2次元界面き裂が分布荷重 pE.PE.Pg

を受ける問題を体積力法の特異積分方程式を用いて考

察する.具体的には,未知関数を基本密度関数と級数

の積で近似する方法を用いて,分布荷重を多項式で表

現する際 (例えばp=-p｡(x/a)n)の指数nを変えて解
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析する.なお均質無限板中の長さ2αの2次元き裂に関tO

しては,pE-p.∑an(x/a)Aで表される分布荷重を受けるn=0
場合,以下の式で厳密解が与えられている(9).

I)

K1.,-p.J蒜【a.･∑(a2m_1･a2n)(2n)!/22"(〃!)2]
JI=1

(1)

Kl.B-P.応 【a.･∑(-a加_.+a2n)(2n)!/22h("!)2]n=1

これまで界面き裂に関しては式 (1)に対応する解は知

られていない.そこで,内圧の分布がき裂面の応力拡

大係数に与える影響及び,任意の材料の組み合わせに

よる応力拡大係数の一般的表現について考察する.本

論文で考察した解法と結果は 3次元界面き裂問題 (ll)

を考察する際にも有用と考えられる.

2.解析方法

2･1 平面問題 (図1で Pzzまたはp∬を受ける場

令) 図1に示すように,界面き裂が分布荷重 pP

-P.(x/a)〝を受ける場合の応力拡大係数の解析を行う.

以下の複素応力拡大係数の定義によれば,界面上の応

力分布は次式で表される.

J-･･･T-- 管 (:)'C (2,

6-去h((G2Kl･Gl)/(GIK2･G2)) (3)
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(3-㌔)/(1+㌔) (平面応力)
3-41㌦ (平面ひずみ)

vh:(ポアソン比), (m-1,2)

Gn:(横弾性係数), (m=1,2)

Fig.1Two-dimemionalinterhcecradkunderFX)lymomial
disbibutionofsb℃ss

長さ2αの界面き裂の境界条件を表す特異積分程式は,

界面き裂のない接合無限板中の界面上に分布させた

γ方向引張形の標準型集中力対ならびにせん断形の標

準型集中力対の分布密度 pl(i),P2(i)を未知関数とす

る次の式で表される(6).

-np響 ･妄器 iaa器 df-一差GmE p-(x)

np妄崇 警 ･fd器 d5--妾Gm; p-(x)/Jヽ
2q(1+α) ー

hHt
α1lH川■1日-

q2

(1-P2)(Kl･1) (1lP2)(f{2･1)

G2(Kl+1)-Gl(K2+1)
G2(Kl+1)+Gl(K2+1)

G2(Kl-1)-Gl(K2ll)
G2(Kt+1)+Gl(K2+1)

参考のために,界面き裂の開口変位により導かれる特

異積分方程式を示すと,Au,(i),Auz(i)を未知関数とし

て次の式で表される(6).

一〆 禦 宜 讃 df--

〆禦 宜評 ニー

(7)

ここで,γ方向引張形の標準型集中力対の分布密度と

界面き裂の開口変位の間に以下の関係がある.

13(i)--∑
E,Gm(1+Km

J､r' ;岩 K,"-12
p2(i)-∑GmAu.(i)hl=l (8)

下手醇字m=1,2はそれぞれ材料1,2を表す.また,
は発散積分の有限部分をとることを意味する.式 (4)

の標準形体積力対の分布密度pl(i),P2(i)は 次式で表

されるように1個の界面き裂を表すのに必要な密度を

表現する基本密度関数W.(i),W,(i)と重み関W l(i),

F2(i)の積で近似する.

I:(i)･t'P2(i)-(W.(i)･iw,(i)HFL(i)･iF2(i))
(9)

界面き裂の場合,基本密度関数は界面き裂のき裂縁の

変位をもとにした次式で表される(4)･(10)

Auz+iAu,≡

妾古く宏wl(i"2(i))(醐･瑚 ))
-妾古志 押 (S r('F'f'･iF2(ilは,
ここで,一般的に一様な応力J｡,T.を受ける界面き

裂のき裂縁の開口変位は次のように表される(10).

Au.+i血,-

差益 J両(崇)Lc(Jo･iTo) (ll'

この式は引張力とせん断力の両方を受ける場合を考慮

されているので,せん断の分布荷重を受ける場合も基

本密度関数として同様の式を用いた.

またここでは,重み関数Fl(i),F2(i)を次のような

級数で近似する

〟 〟

i;(i)-∑ an･rl,F2(i)-∑bnfnJ
〃=l JI=l

(12)

境界条件を満足させる選点は,き裂の両端で同じよう

に密となるように配置する(6).以上のような離散化手

法により式 (4)で表される特異積分方程式は,係数

an,bn についての2M 元連立方程式に帰着される.そ

れを解くことによって未知関数巧(i),F2(E匝決定し,

き裂先端での重みの値より界面き裂の応力拡大係数は

次式のように表される.

K.･iK2-(Fl(a)･iF2(a))p.Ja(1･216) (13)
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2L2面外せん断問題 (図1でPyを受ける場合)
面外せん断分布荷重を受ける長さ2aの2次元界

面き裂の境界条件を表す特異積分方程式は,界面き裂

のない接合無限版中の界面上に分布させたせん断型の

標準型集中力対の分布密度 P,(i)を未知関数とする次

の式で表される(7).

三豊 壬 器 d5--gGmpg(x) (14)
また,界面き裂の開口変位により導かれる特異積分

方程式を示すと,Au,(i)を未知数として次の式で表さ

れる.

三豊 ;iaa若 等 df=-py(x) '15)

ここでせん断形の標準型集中力対の分布密度と界面き

裂の開口変位の間に以下の関係がある.

2

p,(i)-∑Gm血,(i)
FiT,lH (16)

未知関数p,(i)は界面き裂を表すのに必要な密度を表

現する基本密度関数W,(i)と重み関数p;(i)の積で近

似する.

p3(i)-W,(i)F,(i) (17)

また,基本密度関数W,(i)は2次元界面き裂が-様な

面外せん断応力を受ける場合のき裂縁の変位をもとに

した次式で表される(4).

Auy-k w3(弼 (i)-妄語 J碕 (i)
(18)

重み関数F,(i)は次のような級数で近似する.

〟
E,(i)-∑cnfn-1
〃=l (19)

境界条件を満足させる選点は,き裂の両端で同じよう

に密となるように配置する(6).以上のような離散化手

法により式(14)で表される特異積分方程式は係数C〃に

ついてのM元連立方程式に帰着される.それを解くこ

とによって,未知関数F,(i)を決定し,き裂先端での

重みの値より応力拡大係数は次のように与えられる.

K,-F,(a)p｡J蒜

3.解析結果及び考察

(20)

621

表 1は分割数Aイを変化させたときの無次元化応力拡

大係数の収束状況である.この結果より,本解析法は

〝=Oでは〟=1で,〃=1では〟=2で厳密解が得ら

れ,一般的に 〃=〃｡では 〟=刀｡+1で厳密解を与える

ことが分かる.また図1のx軸方向に pd=P.(x/a)n,

〟=〃｡なるせん断の分布荷重を受ける場合も同様に〟

=〃｡+1で厳密解が与えられる.このときせん断の分

布荷重を受ける場合の応力拡大係数をF:,F21とすると,

耳=F2,1i=IT となった (表2).

ここで,引張の分布荷重を受ける場合の結果を調べ

ると,nが奇数のとき,式 (12)の P;(i)は奇関数と

なるので,係数 anは偶数次のみとなる.またF2(i)は

偶関数となるので,係数 bnは奇数次のみとなる･逆

にnが偶数のとき,式 (12)のPI(i)は偶関数となる

ので,係数 anは奇数次のみとなり,またF2(i)は奇

関数となるので,係数 bnは偶数次のみとなっている

ことが明らかとなった.表3はその係数をまとめたも

のである.これらの係数はCのみの関数となっており,

表4にCを用いた一般的表現を示す.無次元化応力拡

大係数はき裂先端での重みの値によって決定されるの

で,係数と同様にSのみの関数となることが明らかと

なった.表5にその一般的表現を示す.

また面外せん断荷重を受ける場合の係数及び,無次

元化応力拡大係数の値を表6,7に示す.

結局,面内分布荷重 pE=P.(X/a)n及び p,r=p｡(x/a)n

を受けるときの界面き裂の開口変位は

pZ-p｡(x/a)〝で〃やミ奇数のとき-I--差益 J両(崇)iE
x【a2(i/a)+a.(i/a)'+-･+an.I(i/a)n

+i(bl+b,(i/a)2+-+bn(i/a)n-1)】

･(pzz+.i,a)

pE=po(x/arで〃が偶数のとき

fl 1+̂･mAuz･iAu,-∑
岩 4G,ncosh7TS匿 子 (崇 )'C

×[q+a,(i/a)2+-+‰1(i/a)〟

+iib2(i/a)+b.(i/a)3+･-+bn(i/a)n~1)]

･(p千十ぬ)

pF=P.(x/a)nで〃が奇数のとき

fl 1+Km
Auz･iAu,=∑

話 4Gmcosh7TCJi 7 (崇 )Lc

×【q+a,(i/a)2+-+an..(i/a)A

+i(b2(i/a)+b.(i/a)3+-+b"(i/a)A-1)]

･(pZ+,i,,I)
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pzr=p.(x/a)Hで〝が偶数のとき

-Z･iAu･-妾誌 新手(崇)'lE
x[a2(i/a)+a.(i/a)3+.･･+a"..(i/a)n

+i(bl+b,(i/a)2+...+bn(i/a)〝~1日

x(p5'触) (22.b)

となる.また面外分布荷重 pダ=P｡(X/a)nを受けるとき
の界面き裂の開口変位は .

〃が奇数のとき

Auy-主著新手
･(C2(i/a)+C.(i/a)3+-+C".1(i/a)n)pグ (23･a)

〃が偶数のとき

Auy-主著 匿 子
×fcl+C3(i/a)2+･･.+C〃(i/a)"-I)pサ (23.b)

となる.

4.結 吉

本研究では,き裂面に分布荷重を受ける2次元界面

き裂の問題を,体積力法の未知関数を基本密度関と級

数の積で近似する方法を用いて,内圧の分布を〝=1-

6と変えて正確に解析した.そして,内圧の分布がき

裂面の応力拡大係数に与える影響及び,任意の材料の

組み合わせによる応力拡大係数の一般的表現について

考察した.解析によって得られた結果を以下に示す.

TableIConvergenceoftheresultsfor2Dinte血cecrackunderpolynomialdistributionofstress

pE-p.(x/a)n (cg･02) KI･iKD-(巧+FH)p.J蒜(1･2ic)
班 n=O n=1 m=2 n=3 m=4 m=5 m=6

EI 1 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00000 0.00000

2 1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.03125 0.01563
3 1.0000 0.5000 0.4997 0.2222 0.2221 0.09877 0.09872
4 1.0000 0.5000 0.4997 0.3748 0.2772 0.21668 0.15567
5 1.0000 0.5000 0.4997 0.3748 0.3747 0.24865 0.24855
6 1.0000 0.5000 0.4997 0.3748 0.3747 0.31222 0.26921
7 1.0000 0.5000 0.4997 0.3748 0.3747 0.31222 0.31212

∞ 1.0000 0.5000 0.4997 0.3748 0.3747 0.31222 0.31212

Fn 1 0.0000 0.0000 0.0000 0.00000 0.0000 0.00000 0.00000

2 0.0000 0.0200 0.0000 0.00500 0.0000 0.00125 0.00000
3 0.0000 0.0200 0.1333 0.00890 0.0059 0.00395 0.00263
4 0.0000 .0.0200 0.1333 0.01833 0.0083 0.01075 0.00474
5 0.0000 0.0200 0.1333 0.01833 0.0147 0.01262 0.01037
6 0.0000 0.0200 0.1333 0.01833 0.0147 0.01716 0.01159
7 0.0000 0.0200 0.1333 0.01833 0.0147 0.01716 0.01471

Table2Convergenceoftheresultsf♭r2DinteI血cecrackunderpolynomialdistributionofstress

pE-P.(x/a)n (8g.02) K,･iKE-(FT･iFn)poJ蒜(1'2ic)

帆 n=0 n=1 n=2 n=3
FI F¶ FT FTT F. FT. Fー F¶

1 0.0000 1,0000 0.0200 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0000 1.0000 0.0200 0.5000 0.0000 0.2500 0.0050 0.1250
3 0.0000 1.0000 0.0200 0.5000 0.1333 0.4997 0.0089 0.2222
4 0.0000 1.0000 0.0200 0.5000 0.1333 0.4997 0.0183 0.3748
5 ∫0.0000 1.0000 0.0200 0.5000 0.1333 0.4997 0.0183 0.3748
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Table3CoefrlCientofpowerseries

C=0.02 6=0.06 6=0.10

α〃 n=0 al=l al=l al=1

n=1 aZ=0.5 a2=0.5 aZ=0.5

n=2 al二o.1664,a3=0.3333 al=0.1643,a3=0.3333 al=0.1600,a3=0.3333

n=3 a2=0.1248,a一=0.25 a2=0.1232,aJ=0.25 a2=0.1200,a4=0.25

n=4 ･al=0.07481,a3=0.09984,a5=0.2 al=0.07332,a3=0.09856,a5=0..2000 al=0.07035,a3=0.09600,a5=0.2000

n=5 a2=0.06234,a一二o.08320,aG=0.l667 a2=0.06110,a4=0.08213,aB=0.1667 a2=0.05862,aJ=0.08000,aC=0.1667

n=6 al=0.04450.a3=0.05344, al二o.04339,a3=0.05237, al二o.04118,a3=0.05025,
a5=0.07131,a7=0.1429 a5=0.07040,a7=0.1429 a5=0.06857,a7=0.1429

bn n=0 b○=O bo=O bo=0

.n=1 bl=0.02 bl=0.06 bl=0.1

n=2 b2=0.01334 b2=0.04 b2=0.06667

n=3 bl=0.008332,b3=0.01 bl=0.02493,b3=0.03 bl=0.04133,b3=0.05

n=4 b2=0.006666,b4=0.00800l b2=0.01994,b4=0.024 b2=0.03307,.b一=0.04

n=5 bl=0.004943,b3=0.005555,b5=0.006668 bl=0.01476,b3=0.01662,b5=0.02 bl=0.02439,b3=0.02756,b5=0.03333

Table4GeneralexpressionforcoefrlCientofpowerseries

α〝 b"
n=0 a】=1 bo=0

n=1 a2=0∴5 bl=E

･り=2 al=-0.666762十0.16667,a3=0.333333 b2=0.6666676

n=3 a2=-0.562+0.125,a4=0.25 bl=0.4166676,b3=0.56

n=4 al=-0.4661162十0.075 b2=0.333333g
a3=-0.462+0.1,a,=0.2 b4=0.46

n=5 a2=-0:38862十0.0625 b)=0.2471356a.=-0.333462+0.0833333 b3=0.277746

a6=0.166667 b5=0.3333336

n=6 al=-0.3562+0.0446428 b2=0.21183g
a3=-0.33262+0.0535714 b4=0.238065g

Table5Generalexpressionof F.,Fn underpolynomialdistributionofstress Kt･iKH-宿.LFE)p.JZ(1･2ic)
(a)tension (也)shear

F【 FⅢ FⅠ(6g)

n=0 1 0 1

n=1 0.5 6 1/2=0.5

n=2 0.5-0.666762 (2/3)C 1/畠-0.5

n=3 0.375-0.562 0.9168 3/8=0.375

n=4 0.375-0.866162 0.7336 3/8=0.375

n=5 0.3125-0.721462 0.8576 5/16=0.3125

n=6 0.3125-0.969862 0.7356 5/16=0.3125

FⅠ FⅢ F□ (C=功
n=0 0 1 1

n=1 S O.5 1/2=0.5

n=2 (2/3)s o.5-0.666762 1/2=0.5

n=3 0.9168 0.375-0.562 3/8=0.375

∩-4 0.7336 0.375-0.866182 3/8=0.375

n=5 0.8576 0.3125-0.721462 5/l6=0.3125

n=6 0.7356 0.3125-0.969862 5/16=0.3125
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Table6Coelncientc

分布荷重を受ける界面き裂の応力拡大係数について

ofpowerseries
cl=l

c2=0.5

cl=0.1667,C3=0.3333

C2=0.125,C4=0.25

cl=0.075,C3=0.1,C5=0.2

C2=0.0625,C4=0.08333,C6=0.1667

cl=0.0446428,C3=0.0535714,
cS=0.0714285,C7=0.142857

Table7GeneralexpressionofFounderpolynomial
distribudonofstressKが Fnp.J蒜

FⅡ
n=0 1

n=1 1/2=0.5

n=2 1/2=0.5

n=3 3/8=0.375

n=4 3/8=0.375

n=5 5/16=0.3125

n=6 5/16=0.3125

(1)提案した解析法によってpzz=p｡(x/a)"を受ける2

次元界面き裂はM-n+lで厳密解を与える.同様にx

方向にpF-P.(x/a)nを受ける場合もM -n+1で厳密
解を与える.

(2)面内分布荷重を受ける界面き裂の開口変位は以下
に示すように表現できる.

pzz=p.(x/a)n(nが奇粉 を受ける場合
Aug--童謡 匿子(崇)'E
x[a2(i/a)+a.(i/a)3+-+an..(i/a)A

+iib.+b,(i/a)2+･･･+bn(i/a)n-I)]

･(pzz+.pn)

pzz=po(x/a)n(nが偶数)を受ける賂合

Au7--妾益 軒子(崇)LE
x[q+a,(i/a)2+-+ah.1(i/a)n

+i(b2(i/a)+b.(i/a)3+-･+bn(i/a)n-I)]

･(PZZ+,i,a)

p㍍-po(x/a)n(nが奇数)を受ける場合
･uzI.lAu･-妄誌 匿子(崇)'E
x[al+03(i/a)2+-A+an..(i/a)h

+i(b2(i/a)+b.(i/a)3+-+b"(i/a)n~l〉]

･(PZZ+,i,a)

p∬=p.(x/a)n(nが偶数)を受ける場合

i,1+Km△uz+iAu.-∑,"話4Gmcosh7TZ=匿子(崇)̀C
×【a2(i/a)+a.(i/a)3+-･+a,,..(i/a)n

+t的+b,(i/a)2+-･+bn(i/a)n~1日
･(pF+.i,a)

ここで係数 an,bnは表3で与えられる･

(3)一般内圧pzz,pがPz,を受ける2次元界面き裂の応

力拡大係数はgのみの関数となる.その表現は表5,7

で与えられる.
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