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第 1章 序論

1.1 背景

　制御工学の目的は，現実の物理システムに積極的に働きかけることによって，設計者が

意図するシステム挙動を達成させることにある．現実の制御系は，アクチュエータの性能

限界や制御系の動作状態に依存する拘束など，多くの拘束条件を有する ‘拘束システム’で

ある [1]．これらにより引き起こされる問題を線形の理論解析や設計の枠組で直接扱うこ

とは困難である．このため，一般的な制御系設計ではこの問題を無視して扱う場合が多い

[2]．しかし，入力の制約による制御入力飽和が，制御性能の著しい劣化や，制御系の不

安定化を招く場合があることが知られている [3]．この現象は，制御入力信号がその制限

値で打ち切られることにより，フィードバックループが切断されたのと同じ状況に陥るこ

とにより生じる．したがって，入力制約下では，制御系における最も基本的な設計要求で

ある安定性ですら保証するのが困難となる．この問題の最も容易な解決法は，制御用ア

クチュエータをより入力飽和の大きなものに取り換えることや，制御性能の要求を下げる

ことである．しかし，これらは問題の本質的な解決とはいえない．したがって，入力飽和

を陽に考慮した制御系設計法の確立が，実用的にも理論的にも重要な課題となっている．

　入力飽和の問題は古くから認識されており，これまでにも様々な手法で解決が試みら

れてきた．一般的に最もよく知られているのは，入力飽和が原因で生じるワインドアッ

プ現象 [4]に対処するためのアンチワインドアップ法と呼ばれる設計法である [5–10]．ま

た，正の不変集合の性質を利用した状態フィードバックゲインの設計法 [11–13]や,目標

信号の整形をおこなうことで，入力飽和が発生しない入力を生成できるリファレンスガバ

ナと呼ばれる設計法なども存在する [14–17]．しかし，これらの手法を用いる場合，制御

対象の運動方程式やシステムパラメータ（制御対象の運動を記述する運動方程式の係数）

の値が既知である必要がある．実際，経年劣化や環境変動によって制御対象のシステムパ

ラメータの値は変動する．このシステムパラメータ変動を考慮せずにコントローラが設

計される場合，制御性能の劣化や制御系の不安定化を招く危険がある．

　システムパラメータの不確定性や変動に対してロバストな制御法の一つに適応制御法

がある [18-24]．適応制御法とは，制御対象の動特性が正確に把握できない場合や特性変

動が大きい場合に，特性変動に応じてコントローラのパラメータをオンラインで自動調節
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し，制御系としての性能を最良の状態に保持しようとする手法である．この適応制御系

構成の概略を図 1.1に示す．しかし，次節に示すように初期の適応制御研究において入力

飽和は考慮されていなかった．この入力飽和を無視して設計された適応制御系において，

入力飽和が発生する場合，制御性能が劣化する．最悪の場合，制御系の不安定化を招くこ

ともある．

1.2 適応制御における入力飽和の問題

　入力飽和を持つ制御対象に対する適応制御法は，1975年に初めて提案された [25]．し

かし，文献 [25]では，制御系の全信号の有界性を保証できてなかった.その後，入力飽和

を考慮した場合において，制御系の全信号の有界性を保証する適応コントローラが種々提

案された [26–47]．文献 [26–39]は，1入出力線形系に対して提案された手法である．近年

では，文献 [40, 41]において多入出力線形系に対する手法や，文献 [42–47]においてある

クラスの非線形系に対する手法も提案されている．最近になって，文献 [38, 41]の手法を

航空機に適用した事例も報告されている [48, 49].しかし，文献 [26–47]の手法には，以下

の問題点がある．

(1) 文献 [38, 40]を除き，制御対象出力と規範モデル出力との追従誤差の漸近安定性が

保証されない．

(2) 文献 [38, 40]では，制御対象が漸近安定な場合にのみ追従誤差の漸近安定性が保証

される．

(3) 過渡応答の制御性能を改善するための設計パラメータ調整法が示されていない．

u(t)r(t) y(t)Controlled

object

Adaptive low

Controller
Reference

  Control

input Output

Fig. 1.1 Adaptive control system
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1.3 本研究の目的と特色

　本研究では，前節で述べた問題が解決できる適応コントローラを提案することを目的と

する．

　制御性能の改善は，入力飽和が存在しないシステムに対する適応制御系においても問題

となってきた．

　制御系全体の安定性および追従誤差の漸近安定性が保証される適応制御系の基本的な

設計法は 1980年ごろに発表された [19, 20]．しかし，これらの手法において，制御系全体

の安定性は保証されたが，収束性能や過渡応答といった制御性能の改善法は示されていな

かった．実際，これらの手法を用いた場合，追従誤差や制御入力に大振幅の高周波振動が

発生する場合がある．この振動現象は，適応制御系において導入される未知パラメータ推

定器に起因して発生する．そのため，設計パラメータの設定には試行錯誤が必要であっ

た．この問題を解決するために，近年，制御性能の改善に注目が集まり，種々の手法が提

案された [50–63]．文献 [50–56]では，従来の適応コントローラの入力に，あるフィード

バック信号を加えることにより制御性能を改善する手法が提案されている．文献 [57]で

は，高階調整法を用いた手法が提案され，文献 [58, 59]ではバックステッピング法を利用

した手法が提案され，文献 [60, 61]では複数の対象モデルを用いてモデルを切り替えるこ

とにより制御性能を改善できる手法が提案されている．さらに，文献 [62, 63]では，追従

誤差と制御入力を用いたある評価関数に対して最適（準最適）となる手法が提案されてい

る．しかし，文献 [50–63]の手法では，制御入力の過渡応答に対する理論的な議論はなさ

れていなかった．最近になって，スムーズな制御入力の生成，および制御性能の改善が簡

単に実現できる手法が提案された [64].この手法では，一つの設計パラメータの値を大き

く設定するだけで，制御入力に振動現象が発生しにくくなり，かつ追従誤差が指定された

収束速度で指数的に零に収束することが理論的に保証できる．

　本研究では，文献 [64]の手法を基に，入力飽和が存在する場合において，制御対象の安

定性に依らず追従誤差の漸近安定性を保証し，かつ制御性能が簡単に改善できる適応コン

トローラの開発を目指す．その初段階として，本論文では，入力飽和の存在する1入出力

線形時不変系に注目し，新しい適応制御法を提案する．

　まず全状態が利用可能な場合において，適応コントローラの設計法を提案する [65, 66]．

全状態が利用可能な実システムは，ロボットマニピュレータや航空機など多く存在してい
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る．そのため，全状態が利用可能な状況を想定しておくことは，提案手法の実システムへ

の応用を考える上で重要となる．

　つぎに，出力の相対次数までの微分信号が利用可能な場合において，適応コントローラ

の設計法を提案する [67, 68]．これによって，制御対象の出力をある軌道に追従させるだ

けの場合，相対次数に応じた出力の微分値までを観測すればよくなり，適応コントローラ

を構成するために必要となる状態の次元が緩和される．

1.4 本論文の構成

　前節で述べたように，本論文では，入力飽和の存在する 1入出力線形時不変系に対し，

制御性能が簡単に改善できる適応コントローラを提案する．本論文は 4章より構成され，

第 1章は序論であり，本文は第 2章から始まる．

　第 2章では，全状態が利用可能な場合に対する適応コントローラを提案する [65, 66]．

まず，文献 [64]に基づき，入力飽和が存在しない場合において，制御性能が簡単に改善

できる適応コントローラを示す．そして，ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，

制御入力に未知パラメータ推定器に起因する振動現象が発生しにくくなり，かつ追従誤差

が指定した収束速度で零に収束することを示す．つぎに，上記の適応コントローラを拡張

し，入力飽和を考慮した適応コントローラを提案する．そして，ある初期値集合に対する

制約が満足される場合，制御対象の安定性にかかわらず，出力追従誤差の漸近安定性が保

証されることを示す．さらに，ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，制御入力に

振動現象が発生しにくくなり，制御性能が簡単に改善されることを示す．また，出力追従

誤差の初期値が零の場合，この一つの設計パラメータの設定によって，入力飽和は瞬時に

発生しなくなり，出力追従誤差が指定された速度で零に収束することも示す．章末では，

数値シミュレーションを用いて，提案する手法の有効性を検証した結果を示す．

　第 3章では，第 2章の手法に基づき，適応コントローラを構成するために必要となる状

態の次元を緩和する．すなわち，出力の相対次数までの微分信号が利用可能な場合に対す

る適応コントローラを提案する [67, 68]．そのために，まず出力の相対次数までの微分信

号からなる状態を定義し，この状態を用いた出力追従誤差方程式の状態空間表現を導出す

る．次に，前章と同様の構成をもつ適応コントローラを提案する．そして，提案する適応

コントローラが，前章で提案したものと同等の制御性能をもつことを示し，制御性能が簡
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単に改善されることを示す．章末では，数値シミュレーションを用いて，提案する手法の

有効性を検証した結果を示す．

　最後に，第 5章で結論を述べる．
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第 2章 全状態が利用可能な場合の適応制御系設計

　本章では，全状態が利用可能な場合において，入力飽和が存在する 1入出力線形時不変

系に対する適応制御手法を提案する [65, 66]．2.1節では，問題設定を行う．そして，制御

対象，規範モデル，および制御対象出力と規範モデル出力との追従誤差を定義する．さら

に，適応コントローラを設計するのに適した追従誤差方程式を導出する．2.2節では，入

力飽和が存在しない場合に，ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，制御性能を簡

単に改善できる適応コントローラの設計法を示す．2.3節では，前節の手法を拡張し，入

力飽和を考慮した適応コントローラの設計法を提案する．提案する手法では，ある初期値

集合に対する制約が満足される場合，制御対象の安定性にかかわらず，追従誤差の漸近安

定性が保証される．また，ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，制御入力に振動

現象が発生しにくくなる．特に，追従誤差の初期値が零の場合，入力飽和は瞬時に発生し

なくなり，出力追従誤差が指定された速度で零に収束する．2.4節では，数値シミュレー

ションにより，提案する手法の有効性を検証する．

2.1 問題設定

2.1.1 制御対象

　制御対象は，次式で与えられるものとする．

ẋ(t) = Ax(t) + bmb f (u) (2.1)

x(t) ∈ Rnは状態，u(t) ∈ Rは制御入力であり，A ∈ Rn×nは未知の行列，bm ∈ Rは未知の正

定数， b ∈ Rnは既知の定数ベクトルである． f (u) ∈ Rは，次式で与えられる u(t)に関す

る飽和関数である．

f (u) =


σ for u(t) > σ

u(t) for |u(t)| ≤ σ

−σ for u(t) < −σ

(2.2)

ここで，σは既知の正定数であり，アクチュエータの入力制限値とする．

　適応コントローラを設計するために，式 (2.1)の制御対象に対し，以下の仮定を設ける．
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A2.1： ある既知行列 A ∈ Rn×nおよび未知定数ベクトル k ∈ Rnを用いて,行列 Aは次式

で表現できる．

A = A − bmbkT (2.3)

A2.2： (A, b)は可制御である．

2.1.2 規範モデル

　次式で与えられる規範モデルを考える．

ẋM(t) = AM xM(t) + brM(t) (2.4)

ここで，xM(t) ∈ Rnは状態，rM(t) ∈ Rは一様有界な規範入力であり，AM ∈ Rn×nは次式で

与えられる既知な安定行列である．

AM = A − b k
T

M (2.5)

ここで，kM ∈ Rnは既知の定数ベクトルである．

2.1.3 追従誤差方程式

　追従誤差を xe(t) = x(t) − xM(t)で定義する．このとき，追従誤差方程式は次式で表現で

きる．

ẋe(t) = Aexe(t) + bmb ( f (u) − q(t))

q(t) = θTω(t)

θ =
[
θT

e, θ
T
M

]T

θe = k − 1
bm

ke

θM =

0, (
k − 1

bm
kM

)T

,
1
bm

T

ω(t) =
[
xe(t)T, ωM(t)T

]T

ωM(t) =
[
1, xM(t)T, rM(t)

]T



(2.6)

ここで，ωM(t)の第 1要素は ||ω(t)||2 ≥ 1の関係を満足させるために 1として設定してい

る. この関係は後述の定理 2.3の証明において用いられる．行列 Ae ∈ Rn×nは既知な安定

行列であり，次式で与えられる．
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Ae = A − bk
T

e (2.7)

ここで，ke ∈ Rnは既知な定数ベクトルである.

　本章での設計目的は，入力飽和が存在する制御対象の漸近安定性にかかわらず，追従誤

差 xe(t)が零に収束する適応コントローラを設計することである．

2.2 入力飽和が存在しない場合においてスムーズな

入力を生成する適応コントローラ

　本節では，入力飽和が存在しない制御対象

ẋ(t) = Ax(t) + bmbu(t) (2.8)

に対して，制御性能が簡単に改善可能な適応コントローラの設計法を示す．このとき，追

従誤差方程式は

ẋe(t) = Aexe(t) + bmb (u(t) − q(t)) (2.9)

となる．

　文献 [64]に基づき，次式で与える適応コントローラについて考える．

u(t) = q̂(t) = θ̂(t)Tω(t)

θ̂(t) =
[
θ̂e(t)T, θ̂M(t)T

]T

 (2.10)

˙̂θ(t) = −α3Γω(t)x̃e(t)T Pb, Γ > 0, α ≥ α > 0

x̃e(t) = xe(t) − x̂e(t)

˙̂xe(t) = Aex̂e(t) + α2x̃e(t), x̂e(0) = xe(0)


(2.11)

ここで，x̂e(t)は xe(t)の推定値であり，θ̂e(t)および θ̂M(t)は，それぞれ未知定数ベクトル θe

および θMの推定値である．αは正定数の設計パラメータであり，αはその下限値をあら

わしている．Γは正定行列の設計パラメータである．Pはつぎのリアプノフ方程式を満足

する正定対称行列である．

A
T

e P+ PAe = −Q, Q > 0 (2.12)
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適応コントローラ (2.10), (2.11)を用いた閉ループ系の構成を図 2.1に示す. 未知パラメー

タ推定器 (2.11)において，設計パラメータαを大きな値に設定したとき，素早い未知パラ

メータ推定が期待できる．さらに，推定値 θ̂(t)の初期速度 ˙̂θ(0)を零としているため，推

定値の初期振動の発生が軽減されることも期待できる．このことを実現するために，推定

値 x̂e(t)を導入している．

　適応コントローラ (2.10), (2.11)を用いた閉ループ系に対し，つぎの定理が成り立つ．

[定理 2.1] 制御対象 (2.8)に対して，適応コントローラ (2.10), (2.11)を用いた場合，閉ルー

プ系は安定となり，追従誤差 xe(t)は零に収束する． �

証明： 式 (2.6), (2.8), (2.10), (2.11)より,追従誤差方程式は次式であらわされる．

˙̃xe(t) = −α2x̃e(t) + Aex̃e(t) − bmbθ̃(t)Tω(t)

θ̃(t) =
[
θ̃e(t)T, θ̃M(t)T

]T

θ̃e(t) = θe− θ̂e(t)

θ̃M(t) = θM − θ̂M(t)


(2.13)

ここで，θ̃(t)はパラメータ推定誤差である．リアプノフ関数の候補を

Tracking 

error  system

=

Fig. 2.1 Block diagram of the closed-loop system using the controller (2.10), (2.11) in case of

f (u) = u(t)
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V(t) = α3x̃e(t)T Px̃e(t) + ρêx̂e(t)T Px̂e(t)

+bmθ̃(t)TΓ−1θ̃(t)

ρê =
λmin[Q]

2

(
‖P‖
α

)−1


(2.14)

で定義する．このとき，V(t)の時間微分は次式で与えられる．

V̇(t) = − 2α5x̃e(t)
T Px̃e(t) − α3x̃e(t)

TQx̃e(t)

− ρêx̂e(t)
TQx̂e(t) + 2α2ρêx̂e(t)

T Px̃e(t) (2.15)

ここで，つぎの関係

2α2ρêx̂e(t)T Px̃e(t) ≤ α5x̃e(t)T Px̃e(t) +
ρ2

ê

α
x̂e(t)T Px̂e(t)

ρ2
ê

α
x̂e(t)T Px̂e(t) ≤ ρ2

ê

‖P‖
α

x̂e(t)T x̂e(t)

=
ρê

2
λmin[Q] x̂e(t)T x̂e(t)


(2.16)

を用いると，次式が得られる．

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t) (2.17)

Lasalle-Yoshizawa theorem[22]に従えば，式 (2.17)より，x̃e(t), x̂e(t), θ̃(t), θ̂(t) ∈ L∞ならび

に x̃e(t), x̂e(t)の零への収束性が示される．よって，追従誤差 xe(t)の零への収束性が示さ

れる．また，これらの事実より, ω(t), u(t) ∈ L∞も示される．

　以上示した信号の有界性より，すべての内部信号が有界となり，適応コントローラ (2.10),

(2.11)を用いた閉ループ系の安定性が示される． �

　入力推定誤差 q̃(t)を q̃(t) = q(t) − q̂(t) = θ̃(t)Tω(t)で定義する.このとき，図 2.1の閉ルー

プ系において，つぎに示す性質が保証される．
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[定理 2.2] α以外の設計パラメータを固定したとき，入力推定誤差 q̃(t)は零に収束する．

さらに，q̃(t)に関し，

q̃(t)2 ≤ exp
(
−αρ̄q1t

)
q̃(0)2 + α−1ρ̄q2 (2.18)

を満足するαに無関係に定まる正定値 ρ̄qi, i = 1,2が存在する． �

証明： 最初に，q̃(t)が零に収束することを示す．式 (2.13)において，˙̃xe(t)が零に収束する

とき，x̃e(t)の零への収束性により，q̃(t)が零に収束することが示される．以下では，˙̃xe(t)

の零への収束性をBarbalat’t Lemma [23]を用いて示す．定理 2.1の証明において示される

閉ループ系の全信号の有界性より，ω̇(t) ∈ L∞， ¨̃xe(t) ∈ L∞となることを簡単に確かめる

ことができる．このこと，ならびに lim
t→∞

∫ t

0
˙̃xe(τ)dτ = −x̃e(0)の関係を用いれば，Barbalat’s

Lemma [23]より ˙̃xe(t)の零への収束性が保証される.

　つぎに，式 (2.18)が満足されることを示す．式 (2.14)より，V(0)は αと無関係に有界

となることがわかる．これより，‖θ̃(t)‖2 ≤ ρθ̃, ‖ω(t)‖2 ≤ ρ̄ω, ‖ω̇(t)‖2 ≤ ρ̄ω̇, |u(t)|2 ≤ ρ̄u の

関係を満足する αと無関係な正定値 ρ•が存在することが示される．この事実，ならびに

x̃e(0) = 0より，つぎの関係を満足する αと無関係な正定値 ρei, i = 1,2,3が存在すること

がわかる（付録 A参照）．

‖x̃e(t)‖2 ≤ α−4ρe1 (2.19)

‖ ˙̃xe(t)‖2 ≤ ρe2 exp(−α2t) + α−2ρe3 (2.20)

以上の関係を用いて正定値関数Vq(t) = q̃(t)2を解析することにより，誤差信号 q̃(t)の収束

性能を調べる．α2x̃e(t) = − ˙̃xe(t) + Aex̃e(t) − bmbq̃(t)の関係を用いると, Vq(t)の時間微分は

次式で与えられる．

V̇q(t) = 2q̃(t)
(
α3b

T
Px̃e(t)ω

TΓω(t) + θ̃(t)Tω̇(t)
)

= −2αbmb
T
Pbω(t)TΓω(t)q̃(t)2 − 2q̃(t)αbmb

T
P ˙̃xe(t)ω(t)TΓω(t)

+2q̃(t)αbmb
T
PAex̃e(t)ω(t)TΓω(t) + 2q̃(t)θ̃(t)Tω̇(t) (2.21)

よって，閉ループ系の全信号の有界性，ならびに式 (2.19), (2.20),‖ω(t)‖2 = ω(t)Tω(t) ≥ 1

の関係より，次式を満足する αと無関係な正定値 ρqi, i = 3,4,5が存在することがわかる．

V̇q(t) ≤ −αρ̄q3Vq(t) + αexp(−α2t)ρq4 + ρq5 (2.22)
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式 (2.22)より，式 (2.18)の関係式を満足する正定値 ρqiが存在することがわかる． �

定理2.2より，αの値を大きく設定したとき，q̃(t)2が素早く零に近づくことが理論的に保証

される．このとき，制御入力 (2.10)は理想入力 ud(t) = q(t)に素早く近づくことになる．理

想入力 ud(t)は未知パラメータの推定値 θ̂(t)の影響を受けない入力信号である．したがっ

て，αの値を大きく設定したとき，未知パラメータ推定器に起因する高周波振動現象が制

御入力に発生しにくくなる．

　 u(t) = ud(t)のとき，追従誤差 xe(t)の応答は式 (2.9)より，ẋe(t) = Aexe(t)によって生成

される．すなわち，αの値を大きく設定したとき，追従誤差 xe(t)は行列 Aeによって指定

された収束速度で零に収束することになる．

　以上より，ただ一つの設計パラメータ αの値を大きく設定することで，制御性能を簡単

に改善できることがわかる．

2.3 入力飽和が存在する場合においてスムーズな

入力を生成する適応コントローラ

2.3.1 適応コントローラの構成

　この節では，適応コントローラ (2.10), (2.11)の設計法に基づき,入力飽和を考慮した適

応コントローラの設計法を提案する．まず，以下の仮定を設ける．

A2.3： ρ
b
≤ bm, ‖θe‖ ≤ ρe,

∣∣∣θM
TωM(t)

∣∣∣ ≤ ρM1, ‖ωM(t)‖ ≤ ρM2の関係を満足する有界な正定

数 ρ
b
, ρe, ρM1, ρM2が存在する．

A2.4： σ − ρM1 > 0の関係が満足される．

仮定 A2.3において，ρ
b
, ρe, ρM1, ρM2は，bmの下限値および ‖θe‖,

∣∣∣θM
TωM(t)

∣∣∣, ‖ωM(t)‖の上

限値をあらわしている．これらの値は，実際には制御対象の同定実験によって得ることが

でき，本章においては既知なパラメータとする．

　設計目的を達成するために，つぎの補題を用いる．
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[補題 2.1] 任意の信号 a(t) ∈ Rに関して，切り換え関数 δa f (t)を

δa f (t) =


1 for a(t) f̃ (u) ≤ 0

0 for a(t) f̃ (u) > 0

f̃ (u) = f (u) − u(t)


(2.23)

で定義する．このとき，任意の定数 1 ≥ β > 0に対しつぎの関係が満足される．

a(t) f̃ (u) ≤ −(1− δa f (t))|a(t)|
{
σ − ρM1 − (ρu1 + βρu2)V(t)

1
2 − βρu3V(t)

}
+ (1− β)(1− δa f (t))a(t)θ̃(t)Tω(t) + |a(t)|‖θe‖‖x̃e(t)‖ (2.24)

ここで，ρui, i = 1,2,3は次式で与えられる．

ρ2
u1 =

ρ2
e

ρêλmin[P]

ρ2
u2 =

ρ2
M2

ρ
b
λmin[Γ−1]

ρ2
u3 =

2
ρ

b
λmin[Γ−1]λmin[P]

max

{
1
α3
,

1
ρê

}


(2.25)

�

証明: a(t) f̃ (u) > 0のとき， f̃ (u) , 0であり，| f (u)| = σ, |u(t)| > σ, a(t) f (u) = −|a(t)|σ < 0

の関係が成り立つ．この事実より，任意の定数 1 ≥ β > 0に対し,つぎの関係が得られる．

a(t) f̃ (u) = −δa f (t)|a(t) f̃ (u)| + (1− δa f (t))a(t) f̃ (u)

≤ −(1− δa f (t))|a(t)|σ − (1− δa f (t))a(t)
(
θ − θ̃(t)

)T
ω(t)

≤ −(1− δa f (t))|a(t)|
(
σ −

∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ − β ∣∣∣θ̃(t)Tω(t)

∣∣∣ )
+ (1− β)(1− δa f (t))a(t)θ̃(t)Tω(t) (2.26)

ここで，(1− δa f (t)) ≤ 1および

∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ ≤ ρu1V(t)

1
2 + ρM1 + ‖θe‖‖x̃e‖ (2.27)∣∣∣θ̃(t)Tω(t)

∣∣∣ ≤ ρu2V(t)
1
2 + ρu3V(t) (2.28)

の関係が満足されることより（付録 B参照），式 (2.24)が導出される． �
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　補題 2.1に基づき，入力飽和を考慮したつぎの適応コントローラを提案する．

u(t) = q̂(t) = θ̂(t)Tω(t)

θ̂(t) =
[
θ̂e(t)T, θ̂M(t)T

]T

 (2.29)

˙̂θ(t) = −g(t)α3Γω(t)x̃e(t)T Pb

x̃e(t) = xe(t) − x̂e(t), Γ > 0, α > α > 0

˙̂xe(t) = Aex̂e(t) + α2x̃e(t), x̂e(0) = xe(0)

g(t) = 1− (1− β)(1− δẽ f(t)), 1 ≥ β > 0

δẽ f(t) =


1 for x̃e(t)T Pb f̃ (u) ≤ 0

0 for x̃e(t)T Pb f̃ (u) > 0



(2.30)

ここで， βは制御入力 u(t)と理想入力 ud(t) = q(t) = θTω(t)との追従性能を保証するため

に導入した設計パラメータである．切り換え関数 δẽ f(t)は入力飽和を有する閉ループ系の

安定性を確保するために導入している．提案する適応コントローラ (2.29), (2.30)を用い

た閉ループ系の構成を図 2.2に示す.

2.3.2 適応制御系の安定解析

　提案する適応コントローラ (2.29), (2.30)を用いた閉ループ系において，つぎの定理が成

り立つ．

Tracking 

error  system

Fig. 2.2 Block diagram of the closed-loop system using the proposed controller (2.29), (2.30)
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[定理 2.3] システムの初期値に関し，式 (2.14)に対し

ρ2
v ≥ V(0) = ρêxe(0)T Pxe(0)+ bmθ̃(0)TΓ−1θ̃(0)

ρv =
1

2βρu3

{
−(ρu1 + βρu2) +

√
(ρu1 + βρu2)2 + 4(σ − ρM1)βρu3

}
 (2.31)

が満足され，そして設計パラメータの下限 αが，

α2 ≥ 2bmρe

√
b

T
Pbλmin[P−1] (2.32)

を満足しているものとする．このとき，適応コントローラ (2.29), (2.30)を用いた閉ループ

系は安定となり，誤差信号 xe(t)は零に収束する． �

証明： 式 (2.13), (2.29), (2.30)より，追従誤差方程式は次式であらわされる．

˙̃xe(t) = − α2x̃e(t) + Aex̃e(t) − bmbθ̃(t)Tω(t) + bmb f̃ (t), f̃ (u) = f (u) − u(t) (2.33)

このとき，式 (2.14)で定義される V(t)の時間微分は次式を満足する．

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t)

+ 2bmα
3x̃e(t)

T Pb f̃ (u) + 2bm(g(t) − 1)α3θ̃(t)Tω(t)x̃e(t)
T Pb (2.34)

ここで，補題 2.1の関係を用いると

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t)

− 2bmα
3(1− δẽ f(t))

∣∣∣∣x̃e(t)
T Pb

∣∣∣∣ {σ − ρM1 − (ρu1 + βρu2)V(t)
1
2 − βρu3V(t)

}
+ 2bmα

3|x̃e(t)
T Pb|‖θe‖‖x̃e‖ (2.35)

が得られる．このとき，

2bm|x̃e(t)
T Pb|‖θe‖‖x̃e‖ ≤ 2bmρe

∣∣∣∣x̃e(t)
T P

1
2 P

1
2 b

∣∣∣∣ ∥∥∥∥P−
1
2 P

1
2 x̃e(t)

∥∥∥∥
≤ 2bmρe

∥∥∥∥P
1
2 b

∥∥∥∥ ∥∥∥∥P−
1
2

∥∥∥∥ ∥∥∥∥x̃e(t)
T P

1
2

∥∥∥∥ ∥∥∥∥P
1
2 x̃e(t)

∥∥∥∥
≤ 2bmρe

√
b

T
Pbλmin[P−1] x̃e(t)

T Px̃e(t) (2.36)

の関係が成り立つことより，式 (2.32)から次式が満足される．
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V̇(t) ≤ −α3(α2 − α2)x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t)

− 2bmα
3(1− δẽ f(t))

∣∣∣∣x̃e(t)
T Pb

∣∣∣∣ {σ − ρM1 − (ρu1 + βρu2)V(t)
1
2 − βρu3V(t)

}
(2.37)

さらに，方程式

βρu3V(0)+ (ρu1 + βρu2) V(0)
1
2 − (σ − ρM1) = 0 (2.38)

の V(0)
1
2 に関する根が

1
2βρu3

{
− (ρu1 + βρu2) ±

√
(ρu1 + βρu2)

2 + 4(σ − ρM1)βρu3

}
(2.39)

となることから，式 (2.31)が満足される場合，つぎの不等式

(σ − ρM1)− (ρu1 + βρu2) V(t)
1
2 − βρu3V(t) ≥ 0 (2.40)

が t = 0において満足される．これより，式 (2.40)の関係を用いることにより，つぎの関係

V̇(t) ≤ −α3(α2 − α2)x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t) (2.41)

が満足されることを示すことができる．Lasalle-Yoshizawa theorem[22]に従えば，式 (2.41)

より，追従誤差 xe(t)の零への収束性，ならびに閉ループ系の全信号の有界性が保証される．

　よって，以上示した信号の有界性より，すべての内部信号が有界となり，閉ループ系の

安定性が示される． �

　定理 2.3より，以下の事実がわかる．式 (2.31)より,設計パラメータ βを小さくするこ

とによって ρvは大きくなり，

lim
β→0
ρv =

σ − ρM1

ρu1
(2.42)

となる．ここで，設計パラメータ βを β = ε
√
λmin[Γ−1] < 1であたえることを考えてみる．

εは正定数の設計パラメータである．このとき，式 (2.25)から βρu2, βρu3は Γと無関係に

定まる正定値になることがわかる．よって，式 (2.31)より ρvが Γと無関係に定まる正定

値になることもわかる．また，この状況において設計パラメータ εを小さくすることで β

は小さくなり，ρvは式 (2.42)を上界として大きくできる．この事実より，制約条件
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(
σ − ρM1

ρe

)2

λmin[P] > xe(0)T Pxe(0) (2.43)

が満足されるとき，式 (2.31)を満足するΓおよび εの値が必ず存在することがわかる．

　入力推定誤差 q̃(t)を q̃(t) = q(t) − q̂(t) = θ̃(t)Tω(t)で定義する.このとき，図 2.2の閉ルー

プ系は，つぎの特性をもつ．

[定理 2.4] 不等式 (2.31), (2.32)が満足されているとする．α以外の設計パラメータを固定

したとき，入力推定誤差 q̃(t)は零に収束する．さらに，q̃(t)に関し，

q̃(t)2 ≤ exp
(
−αρ̄q1t

)
q̃(0)2 + α−1ρ̄q2 (2.44)

を満足する αに無関係に定まる正定値 ρ̄qi, i = 1,2が存在する． �

証明： 最初に，q̃(t)が零に収束することを示す． ˙̃xe(t)が零に収束するとき，x̃e(t)の零へ

の収束性によって，式 (2.6)より f (u)−q(t)が零に収束することが示される．このとき，追

従誤差 xe(t)も零に収束することから，q(t)2は領域 q(t)2 < σ2に収束する．この事実より，

˙̃xe(t)が零に収束すれば，q̃(t)の零への収束性を示すことができる．以下では，˙̃xe(t)の零へ

の収束性をBarbalat’t Lemma [23]を用いて示す．定理 2.3の証明において示される閉ルー

プ系の全信号の有界性より，ω̇(t) ∈ L∞がわかり，¨̃xe(t) ∈ L∞となることを簡単に確かめる

ことができる．このこと，ならびに lim
t→∞

∫ t

0
˙̃xe(τ)dτ = −x̃e(0)の関係を用いれば，Barbalat’s

Lemma [23]に従い ˙̃xe(t)の零への収束性が保証される.

　つぎに，式 (2.44)が満足されることを示す．式 (2.14)より，V(0)は αと無関係に有界と

なることがわかる．これより，‖θ̃(t)‖2 ≤ ρθ̃, ‖ω(t)‖2 ≤ ρ̄ω, ‖ω̇(t)‖2 ≤ ρ̄ω̇, |u(t)|2 ≤ ρ̄uの関係を

満足するαと無関係な正定値 ρ•が存在することが示される．この事実，ならびに ẽ(0) = 0

より，つぎの関係を満足する αと無関係な正定値 ρei, i = 1,2,3が存在することがわかる

（付録C参照）．

‖x̃e(t)‖2 ≤ α−4ρe1 (2.45)

‖ ˙̃xe(t)‖2 ≤ ρe2 exp(−α2t) + α−2ρe3 (2.46)

以上の関係を用いて正定値関数Vq(t) = q̃(t)2を解析することにより，誤差信号 q̃(t)の収束

性能を調べる．α2x̃e(t) = − ˙̃xe(t)+ Aex̃e(t)− bmbq̃(t)+ bmb f̃ (u)の関係を用いると, Vq(t)の時

間微分は次式で与えられる．
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V̇q(t) = 2q̃(t)
(
α3g(t)b

T
Px̃e(t)ω

TΓω(t) + θ̃(t)Tω̇(t)
)

= −2αg(t)bmb
T
Pbω(t)TΓω(t)

(
q̃(t)2 − q̃(t) f̃ (u)

)
− 2q̃(t)αg(t)bmb

T
P ˙̃xe(t)ω(t)TΓω(t)

+2q̃(t)αg(t)bmb
T
PAex̃e(t)ω(t)TΓω(t) + 2q̃(t)θ̃(t)Tω̇(t) (2.47)

ここで，補題 2.1の事実，および式 (2.40)よりつぎの関係が満足されることがわかる．

q̃(t) f̃ (u) ≤ (1− β)(1− δq̃ f )q̃(t)2 + |q̃(t)| ‖θe‖‖x̃e(t)‖ (2.48)

よって，閉ループ系の全信号の有界性，ならびに式 (2.45), (2.46), (2.48), 1≥ g(t) > 0,

‖ω(t)‖2 = ω(t)Tω(t) ≥ 1の関係より，次式を満足する αと無関係な正定値 ρqi, i = 3,4,5が

存在することがわかる．

V̇q(t) ≤ −αρ̄q3Vq(t) + αexp(−α2t)ρq4 + ρq5 (2.49)

以上より，式 (2.49)から，式 (2.44)の関係式を満足する正定値ρqiが存在することがわかる．

�

　定理 2.4より，αを大きくすることにより q̃(t)2が素早く零に近づくことが理論的に保証

される．このとき，制御入力 (2.29)は理想入力 ud(t) = q(t)に素早く近づくことになる．こ

こで，理想入力 ud(t)は未知パラメータの推定値 θ̂(t)の影響を受けない信号である．した

がって，未知パラメータ推定推定器に起因する高周波振動現象が制御入力に発生しにくく

なる．この状況において，提案手法によって生成される制御入力信号をスムーズな入力と

呼ぶ．

　さらに，追従誤差 xe(t)の零への収束性から，仮定 A2.3, A2.4より，|q(t)| ≤ σ, ∀t ≥ t1

を満足する時刻 t1 ≥ 0が存在することがわかる．これらの事実より，(q(t) − f (u))2 ≤

exp(−αρq1t)q̃(t2) + α−1ρq2, ∀t ≥ t2を満足する時刻 t2 ≥ t1が存在することを示すことができ

る．これより，t ≥ t2においては，追従誤差 xe(t)は Aeによって指定された収束速度で零

に収束するが示される．

　設計パラメータαの値を大きくすると，‖xe(t)‖2の上界はつぎの不等式に近づく (付録D

参照)．

‖xe(t)‖2 ≤ exp

(
− λmin[Q]

2λmax[P]
t

)
λmax[P]
λmin[P]

‖xe(0)‖2 (2.50)
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式 (2.50)より，追従誤差の初期値 xe(0)が零，かつ設計パラメータ αの値が十分大きい場

合，xe(t)がほぼ零となることがわかる．このとき，制御入力 u(t)は，制御対象の状態を規

範モデルの状態に完全に一致させるために必要な入力信号 θM
TωM(t)に素早く近づく．こ

の状況においては，仮定 A2.3, A2.4より，初期時刻において入力飽和が発生する場合で

も，入力飽和は瞬時に消えてなくなる．

2.4 数値シミュレーションによる制御性能の検証

　本節では，前節で提案した適応コントローラの有効性を示すために行った数値シミュ

レーション結果を示す．

　式 (2.1)に対する制御対象を次のように与えた．

ẋ(t) =
(
A − bmbkT

)
x(t) + bmb f (u)

A =

0 1

0 0

 , bm = 1, b =

01


kT =

[
0, 1

]


(2.51)

ここで，入力制限値は σ = 10とした．このとき，式 (2.51)の制御対象は漸近安定ではな

い．そのため，1.2節で示したように，従来の適応コントローラ [25]–[38]を用いた場合で

は，出力追従誤差の漸近安定性は保証されない．

　式 (2.4)の規範モデルは次式で与えた．

ẋM(t) = AM xM(t) + brM(t)

AM =

 0 1

−1 −2


rM(t) = 6 cos

(
π

2
t
)

xM(0) = [0, 0]T


(2.52)

ここで，ρ
b
= 0.9, ρe = 1.5, ρM1 = 6, ρM2 = 2.8と設定した．このとき，仮定 A2.3は満足

される．図 2.3および図 2.4に規範モデルの出力 xM(t)の応答を示す．

　 αおよび α以外の設計パラメータは次式で与えた．
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Ae = AM, Q =

1 0

0 1


Γ = 20I

β = 0.001


(2.53)

θ̂(0) = [0, 0, 0, 0, 0, 3]T (2.54)

式 (2.53)の設計パラメータ，および式 (2.54)の初期値を用いたとき，α ≥ 1.3に対し，式

(2.31)第 1行目の不等式および式 (2.32)は満足される．式 (2.54)の初期値を用いた場合，

u(0) = 18となり，初期時刻において必ず入力飽和が発生する状況であることがわかる．

　まず，追従誤差の初期値を xe(0) = x(0) = 0とした場合のシミュレーション結果を示す．

図 2.5 –図 2.8に設計パラメータαを変化させたときの閉ループ系の応答を示す．図2.7に

おいて，太い実線は入力制限値を示したものである．α = 1.3の場合，図 2.8(a)より，入

力推定誤差 q̃(t)に未知パラメータの推定に起因した高周波振動が発生していることがわか

る．同様に，図 2.7(a)より，制御入力 u(t)にも高周波振動が発生し，0 ∼ 0.5[sec]付近で入

力飽和が発生していることがわかる．これによって，図 2.5(a)および図 2.6(a)に示すよう

に，追従誤差 xe(t)にも振動が発生していることがわかる．α = 3の場合，図 2.8(b)より，

入力推定誤差 q̃(t)の振動の周期は図 2.8(a)に比べ速くなっていることがわかる．しかし，

その振幅の減衰は速くなり，1[sec]付近で q̃(t)はほぼ零となっていることがわかる．これ

より，図 2.7(b)において，制御入力 u(t)の高周波振動も図 2.7(a)に比べ減衰が速くなって

おり，入力飽和が発生している区間も短くなっていることがわかる．そして，図2.5(b)お

0 2 4 6 [sec]
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Fig. 2.3 ResponsesxM1(t) = [1, 0]xM(t) of the reference model
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Fig. 2.4 ResponsesxM2(t) = [0, 1]xM(t) of the reference model

よび図 2.6(b)に示すように，追従誤差 xe(t)に発生している振動も図 2.5(a)および図 2.6(a)

に比べ減衰が速くなり，そのノルムも小さくなっていることがわかる．α = 200の場合，

図 2.8(c)より，入力推定誤差 q̃(t)は瞬時にほぼ零となっていることがわかる．よって，制

御入力 u(t)が，制御対象の状態を規範モデルの状態に完全に一致させるために必要な入力

信号 θM
TωM(t)に素早く近づいていることがわかる．このことより，図2.7(c)において，制

御入力 u(t)にも高周波振動が発生しなくなり，初期時刻において発生している入力飽和が

瞬時に解消されていることがわかる．また，図 2.5(c)および図 2.6(c)より，式 (2.50)で示

したように出力追従誤差 xe(t)はほぼ零となっていることがわかる．以上の結果より，設

計パラメータ αの値を大きくする設定することによって，式 (3.22)に示されるように，推

定誤差 q̃(t)の零への素早い収束が実現され，高周波振動が発生しにくくなることが確認で

きる．さらに，入力飽和も瞬時に発生しなくなり，追従誤差もほぼ零に維持されることが

確認できる．

　つぎに，追従誤差の初期値を xe(0) = x(0) = [0.5, 0]Tとした場合のシミュレーション結

果を示す．この場合においても，式 (2.53)の設計パラメータ，および式 (2.54)の初期値を

用い，α ≥ 1.3とすると，式 (2.31)第 1行目の不等式は満足される．図 2.9 –図 2.12に設計

パラメータ αを変化させたときの対象の閉ループ系の応答を示す．図 2.11において，太

い実線は入力制限値を示したものである．α = 1.3の場合，図 2.12(a)より，xe(0) = 0の

場合と同様に入力推定誤差 q̃(t)に未知パラメータの推定に起因した高周波振動が発生し

ていることがわかる．そして，図 2.11(a)より，制御入力 u(t)にも高周波振動が発生し，

0 ∼ 0.5[sec]付近で入力飽和が発生していることがわかる．これによって，図2.9(a)および
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Fig. 2.5 Responses of the tracking errorxe1(t) = [1, 0]xe(t) in the closed loop system using the

proposed controller forxe(0) = 0 andα = 1.3, 3, 200
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Fig. 2.6 Responses of the tracking errorxe2(t) = [0, 1]xe(t) in the closed loop system using the

proposed controller forxe(0) = 0 andα = 1.3, 3, 200
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Fig. 2.7 Responses of the control inputu(t) in the closed loop system using the proposed con-

troller for xe(0) = 0 andα = 1.3, 3, 200
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Fig. 2.8 Responses of the estimated input error ˜q(t) in the closed loop system using the proposed

controller forxe(0) = 0 andα = 1, 3, 200
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Fig. 2.9 Responses of the tracking errorxe1(t) = [1, 0]xe(t) in the closed loop system using the

proposed controller forxe(0) = [0.5, 0] andα = 1.3,3,200
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Fig. 2.10 Responses of the tracking errorxe2(t) = [0, 1]xe(t) in the closed loop system using the

proposed controller forxe(0) = [0.5, 0] andα = 1.3,3,200
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Fig. 2.11 Responses of the control inputu(t) in the closed loop system using the proposed con-

troller for xe(0) = [0.5, 0] andα = 1.3, 3, 200
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Fig. 2.12 Responses of the estimated input error ˜q(t) in the closed loop system using the pro-

posed controller forxe(0) = [0.5, 0] andα = 1.3,3,200
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図 2.10(a)に示すように，追従誤差 xe(t)にも振動が発生していることがわかる．α = 3の

場合，図 2.12(b)より，入力推定誤差 q̃(t)の振動の周期は図 2.12(a)に比べ速くなっている

ことがわかる．しかし，その振幅の減衰は速くなり，1[sec]付近で q̃(t)はほぼ零となって

いることがわかる．これより，図 2.11(b)において，制御入力 u(t)の高周波振動も図 2.7(a)

に比べ減衰が速くなっており，入力飽和が発生している区間も短くなっていることがわ

かる．そして，図 2.9(b)および図 2.10(b)に示すように，追従誤差 xe(t)に発生している振

動も図 2.5(a)および図 2.10(a)に比べ減衰が速くなっていることがわかる．α = 200の場

合，図 2.12(c)より，入力推定誤差 q̃(t)は瞬時にほぼ零となっていることがわかる．よっ

て，制御入力 u(t)が理想入力 ud(t)に素早く近づいていることがわかる．このことより，図

2.11(c)において，制御入力 u(t)にも高周波振動が発生しなくなり，初期時刻において発

生している入力飽和が瞬時に解消されていることがわかる．これより，図2.9(c)および図

2.10(c)に示す応答が，ẋe(t) = Aexe(t)で生成される応答に素早く近づき，零に収束してい

ることがわかる．以上の結果より，出力追従誤差の初期値 xe(0)が零でない場合でも，設

計パラメータ αの値を大きくする設定することによって，式 (3.22)に示されるように，推

定誤差 q̃(t)の零への素早い収束が実現され，高周波振動が発生しにくくなることが確認で

きる．さらに，入力飽和も瞬時に発生しなくなり，追従誤差もスムーズに零に収束してい

ることが確認できる．

　これらのシミュレーション結果より，入力飽和が発生するような状況においても，設計

パラメータ αの値を大きく設定するだけで，制御性能が改善できていることがわかる．

2.5 おわりに

　本章では，全状態が利用可能な場合において，入力飽和が存在する 1入出力線形時不変

系に対する適応制御手法を提案した．提案手法では，ある初期値集合に対する制約が満足

される場合に，以下の特徴をもつことが理論的に保証される．

(1) 制御対象の安定性にかかわらず，追従誤差の漸近安定性が保証される．

(2) ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，未知パラメータ推定器に起因する高

周波振動現象が発生しにくくなる．

— 30 —



(3) 追従誤差の初期値が零の場合，初期時刻において入力飽和が発生する場合でも，こ

の飽和現象は瞬時に発生しなくなり，出力追従誤差が指定された速度で零に収束

する．

さらに，こららの事実を，数値シミュレーションを用いて検証し，その有効性を確認した．
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第 3章 相対次数までの出力の微分値が利用可能な

場合の適応制御系設計

3.1 はじめに

　前章で提案した適応コントローラでは，制御対象の全状態の観測が必要である．この場

合，制御対象の出力をある軌道に追従させるだけの場合でも，制御対象の次数と同数の計

測器を必要とするという問題がある．本章では，前節で示した適応コントローラと同等の

制御性能を持ち，かつ観測すべき状態数が緩和される手法を提案する．すなわち，出力の

相対次数までの微分信号が利用可能な場合において，入力飽和が存在する 1入出力線形時

不変系に対する適応制御手法を提案する [67, 68]．3.2節では，問題設定を行う．制御対

象，規範モデル，および制御対象出力と規範モデル出力との追従誤差を定義する．適応コ

ントローラを設計するために，出力の相対次数までの微分信号からなる状態を定義する．

そして，この状態を用いた出力追従誤差方程式の状態空間表現を示す．3.3節では，導出さ

れた追従誤差方程式を基に，入力飽和を考慮した適応コントローラの設計法を提案する．

そして，提案する適応コントローラが，前章で提案したものと同等の制御性能をもつこと

を示す．3.4節では，数値シミュレーションにより，提案する手法の有効性を検証する．

3.2 問題設定

3.2.1 制御対象

　制御対象は，次式で与えられるものとする．

ẋp(t) = Apxp(t) + bp f (u)

y(t) = cT
pxp(t)

 (3.1)

xp(t) ∈ Rnは状態, y(t) ∈ Rは出力, u(t) ∈ Rは制御入力であり, Ap ∈ Rn×n, bp, cp ∈ Rnであ

る. f (u) ∈ Rは次式で与えられる飽和関数である．
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f (u) =


σ for u(t) > σ

u(t) for |u(t)| ≤ σ

−σ for u(t) < −σ

(3.2)

σ ∈ Rはアクチュエータの入力制限値を示す正定数である．ラプラス演算子 sおよび

Y(s) = L[y(t)], F(s) = L[ f (u)]を用いて,制御対象 (3.1)の入出力関係は

Y(s) =
bmBp(s)

Ap(s)
F(s) +

Cp(s)

Ap(s)

Ap(s) = sn + an−1sn−1 + · · · + a1s+ a0

Bp(s) = sm+ bm−1sm−1 + · · · + b1s+ b0

Cp(s) = cn−1sn−1 + · · · + c1s+ c0


(3.3)

と表現される．ここで Ap(s)および Bp(s)は既約であり，bmは高周波ゲインである.

3.2.2 規範モデル

　つぎの規範モデルを考える．

YM(s) =
BM(s)
AM(s)

r
s

AM(s) = snM + aM(nM−1)snM−1 + · · · + aM1s+ aM0

BM(s) = bMmM smM + · · · + bM1s+ bM0

nM −mM ≥ n−m


(3.4)

AM(s)はフルビッツ多項式であり，yM(t) = L−1[YM(s)]は規範モデル出力，r ∈ Rは規範モ

デル入力で定数である．

3.2.3 追従誤差方程式

　追従誤差を ye(t) = y(t) − yM(t)で定義する．このとき，以下の多項式

Ap(s) = Apq(s)Bp(s) + Apr(s)

Apq(s) = sn−m+ aq(n−m−1)sn−m−1+ · · · + aq1s+ aq0

Apr(s) = ar(m−1)sm−1+ · · · + ar1s+ ar0

Cp(s) = Cpq(s)Bp(s) +Cpr(s)

Cpq(s) = cq(n−m−1)sn−m−1+ · · · + cq1s+ cq0

Cpr(s) = cr(m−1)sm−1+ · · · + cr1s+ cr0



(3.5)
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を用いると，次式を得る．

Apq(s)Ye(s) −Cpq(s) = bmF(s) −
Apr(s)

Bp(s)
Ye(s) +

Cpr(s)

Bp(s)
−

Ap(s)BM(s)

Bp(s)AM(s)
r
s

(3.6)

ここで，Ye(s) = L[ye(t)]であり, Apq(s)と Apr(s)はそれぞれ Ap(s)を Bp(s)で割った商と余

りである．式 (3.6)よりつぎの状態空間表現が導出できる．

ẋe(t) = Axe(t) + bmb
(
f (u) − cT

z z(t) − θrr + φ(t)
)

xe(t) =
[
ye(t), ẏe(t), · · · , ye(t)(n−m−1)

]T

A = A − baT
q, bT = [0, · · · , 0,1]

A =

0 I

0 0· · · 0

 , aT
q =

[
aq0, aq1, · · · , aq(n−m−1)

]
cT

z =
[
ar0, ar1, · · · , ar(m−1)

]
θr =

a0bM0

bmb0aM0

φ(t) = L−1

[
Cpr(s)

bmBp(s)
−

rDp(s)

bmBp(s)AM(s)

]
sDp(s) = Ap(s)BM(s) −

Ap(0)BM(0)

Bp(0)AM(0)
Bp(s)AM(s)



(3.7)

ż(t) = Azz(t) + hcT
xxe(t), z(0) = 0

Az =

 0 I

−b0 −b1 · · · − bm−1


hT = [0, · · · ,0,1/bm], cT

x = [1,0, · · · ,0]


(3.8)

なお，式 (3.7)および式 (3.8)の導出においては，L[Apq(p)ye(t)] = Apq(s)Ye(s) − Cpq(s),

p = d/dtの関係を用いている.

　既知の定数ベクトル d ∈ Rn−mを用いて,安定行列 Aeを Ae = A − bdTで定義する．そし

て，信号 `(t) = cT
z z(t)を定義すると,追従誤差方程式 (3.7)は次式に書き換えられる．

ẋe(t) = Aexe(t) + bmb ( f (u) − q(t))

q(t) = θ(t)Tω(t) + `(t), `(t) = cT
z z(t)

θ(t)T =

[
1
ε
φ(t), θT

e, θr

]
, ε ≥ 1

ω(t)T = [−ε, xe(t), r]

θe =
1
bm

(aq − d)


(3.9)
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ここで θ(t)および `(t)は未知の信号であり，εは正定値の設計パラメータである．ω(t)の

第 1要素が −εとなっているので，||ω(t)||2 ≥ 1の関係が満足される．この関係は，次節の

定理 3の証明において用いられる．設計パラメータ εは θ(0)に関係する初期条件を調節

するのに用いる．

　本章における設計目的は，制御対象の安定性にかかわらず，追従誤差 ye(t)が零に収束

する適応コントローラを設計することである．この目的を達成するために，以下の仮定を

設ける．

A3.1： 多項式 Ap(s), Bp(s), Cp(s)の係数および bmは未知である.

A3.2： 制御対象は最小位相系である.

A3.3： bmの符号は既知である．以下では bm > 0として議論する．

A3.4： 相対次数 n−mは既知である．

A3.5： y(t)(i), i = 0, · · · , n−m− 1が利用可能である．

A3.6： Az = Az+ δzI が安定行列となるような正定数 δzが存在する．

A3.7： |θrr − φ(t)| ≤ ρM1の関係を満足する正定数 ρM1が存在し，σ − ρM1 > 0の関係が満

足される.

A3.8： 正定数σは既知である．

仮定 A3.1 ∼ A3.4は従来の適応制御における仮定である．仮定 A3.2から, Azは安定行列

となり，φ(t)は指数減衰関数となることがわかる.これより，
∥∥∥φ̇(t)∥∥∥ ≤ ρφ exp(−δφt)の関係

を満足する正定数 ρφ, δφが存在する. 仮定 A3.5∼ 3.8は次節に示す適応コントローラを開

発するために導入した仮定である．仮定 A3.5より, xe(t)は利用可能な信号となる．

3.3 入力飽和が存在する場合においてスムーズな

入力を生成する適応コントローラ

3.3.1 適応コントローラの構成

　仮定A3.1∼A3.8に基づき，入力飽和を考慮したつぎの適応コントローラを提案する．

u(t) = q̂(t) = θ̂(t)Tω(t) + ˆ̀(t)

θ̂(t) =
[
θ̂φ(t), θ̂e(t)T, θ̂r(t)

]T

 (3.10)

— 35 —



˙̂θ(t) = −α3g(t)x̃e(t)T PbΓω(t), Γ > 0

˙̀̂(t) = −δz ˆ̀(t) − 1
ρ`
α3g(t)x̃e(t)T Pb, ˆ̀(0) = 0

x̃e(t) = xe(t) − x̂e(t)

˙̂xe(t) = Aex̂e(t) + α2x̃e(t), x̂e(0) = xe(0)

g(t) = 1− (1− β)(1− δẽ f(t)), 1 ≥ β > 0

δẽ f(t) =


1 for x̃e(t)T Pbf̃ (u) ≤ 0

0 for x̃e(t)T Pbf̃ (u) > 0

f̃ (u) = f (u) − u(t)



(3.11)

ただし，θ̂φ(t)および θ̂e(t), θ̂r(t)はそれぞれ未知信号 φ(t)および未知定数 θe, θr の推定値で

あり，x̂e(t)および ˆ̀(t)はそれぞれ信号 xe(t)および `(t)の推定値である．α, βは正定値の

設計パラメータであり, Γは正定対称行列の設計パラメータである．また，ρ`は以下の不

等式を満足する正定値の設計パラメータである．

ρ` ≤
δz
bm

‖cT
z hcT

x‖2

λmin[Q]

(
4
α
+

6
ρê

)
+

4‖cT
z Az‖2

ρzλmin[Qz]


−1

ρz =
λmin[Qz]

4
λmin[Q]
‖PzhcT

x‖2

(
4
α
+

6
ρê

)−1

ρê =
λmin[Q]

4

(
‖P‖
α

)−1


(3.12)

ここで αは α ≥ α > 0となる設計パラメータ αの下限であり, Q, Qzは正定対称行列の設

計パラメータ，P, Pzはつぎのリアプノフ方程式を満足する正定対称行列である．

AT
e P+ PAe = −Q, Q > 0

AT
z Pz+ PzAz = −Qz, Qz > 0

 (3.13)

推定信号 x̂e(t)および設計パラメータαは θ̂(t)および ˆ̀(t)の推定性能を改善するために導入

したものである．設計パラメータ βは制御入力 q̂(t)と理想入力 qd(t) = θ(t)Tω(t)+ `(t)との

追従性能を保証するために導入している．切り換え関数 δẽ f(t)は入力飽和を有する閉ルー

プ系の安定性を確保するために導入している．提案する適応コントローラ (3.10), (3.11)を

用いた閉ループ系の構成を図 3.1に示す.
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Tracking 

error  system

Fig. 3.1 Block diagram of the closed-loop system using the proposed controller (3.10), (3.11)

3.3.2 適応制御系の安定解析

　提案する適応コントローラ (3.10), (3.11)を用いた閉ループ系の性質を示すために，つぎ

のリアプノフ関数の候補を定義する．

V(t) = V1(t) + ρv2V2(t)

V1(t) = α3x̃e(t)T Px̃e(t) + ρêx̂e(t)T Px̂e(t) + ρzz(t)T Pzz(t) + bmρ` ˜̀(t)2

+bmθ̃(t)TΓ−1θ̃(t)

V2(t) =
2ρφ
√

bm

∥∥∥∥Γ− 1
2

∥∥∥∥
εδφ

exp(−δφt)

ρv2 =
V2(0)+

√
V2(0)2 + 4V1(0)

2
+ 1

˜̀(t) = `(t) − ˆ̀(t)

θ̃(t) =
[
θ̃φ(t), θ̃e(t)T, θ̃r(t)

]T

θ̃φ(t) =
1
ε
φ(t) − θ̂φ(t)

θ̃e(t) = θe− θ̂e(t)

θ̃r(t) = θr − θ̂r(t)



(3.14)

ここで θ̃(t)および ˜̀(t)はパラメータ推定誤差である．

　前章と同様に，制御系の安定性を示すため，つぎの補題を用いる．
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[補題 3.1] 任意の信号 a(t) ∈ Rに関して，切り換え関数 δa f (t)を

δa f (t) =


1 for a(t) f̃ (u) ≤ 0

0 for a(t) f̃ (u) > 0
(3.15)

で定義する．このとき，任意の定数 1 ≥ β > 0に対しつぎの関係が満足される．

a(t) f̃ (u) ≤ −(1− δa f (t))|a(t)|
{
σ − ρM1 − (ρu1 + βρu2)V(t)

1
2 − βρu3V(t)

}
+ (1− β)(1− δa f (t))a(t)

{
θ̃(t)Tω(t) + ˜̀(t)

}
(3.16)

ここで，ρui, i = 1,2,3は次式で与えられる．

ρu1 =

√
max

{
2‖θe‖2
α3λmin[P]

,
2‖θe‖2
ρêλmin[P]

,
‖cz‖2

ρzλmin[Pz]

}
ρu2 =

1
√

bm

max

 |r | + ε
λmin

[
Γ−

1
2

] , 1
√
ρ`


ρu3 =

√
2

bmλmin
[
Γ−1

]
λmin[P]

max

{
1
α3
,

1
ρê

}


(3.17)

�

証明： a(t) f̃ (u) > 0のとき，f̃ (u) , 0であり，| f (u)| = σ, |u(t)| > σ, a(t) f (u) = −|a(t)|σ < 0

の関係が成り立つ．この事実より，任意の定数 1 ≥ β > 0に対し,つぎの関係が得られる．

a(t) f̃ (u) = −δa f (t)|a(t) f̃ (u)| + (1− δa f (t))a(t) f̃ (u)

≤ −(1− δa f (t))|a(t)|σ − (1− δa f (t))a(t)
{(
θ(t) − θ̃(t)

)T
ω(t) +

(
`(t) − ˜̀(t)

)}
≤ −(1− δa f (t))|a(t)|

(
σ −

∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ − |`(t)| − β ∣∣∣θ̃(t)Tω(t)

∣∣∣ − β ∣∣∣ ˜̀(t)∣∣∣)
+ (1− β)(1− δa f (t))a(t)

{
θ̃(t)Tω(t) + ˜̀(t)

}
(3.18)

ここで，(1− δa f (t)) ≤ 1および

∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ + |`(t)| ≤ ρu1V(t)

1
2 + ρM1 (3.19)∣∣∣θ̃(t)Tω(t)

∣∣∣ + ∣∣∣ ˜̀(t)∣∣∣ ≤ ρu2V(t)
1
2 + ρu3V(t) (3.20)

の関係が満足されることより（付録 E参照），式 (3.16)が導出される． �
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このとき，入力推定誤差 q̃(t)を q̃(t) = qd(t) − q̂(t) = θ̃(t)Tω(t) + ˜̀(t)と定義すると，つぎの

定理が成り立つ．

[定理 3.1] システムの初期値に関し，

ρ2
v ≥ V(0)

= ρêxe(0)T Pxe(0)+ bmθ̃(0)TΓ−1θ̃(0)+ ρv2V2(0)

ρv =
1

2βρu3

(
− (ρu1 + βρu2) +

√
(ρu1 + βρu2)

2 + 4(σ − ρM1)βρu3

)


(3.21)

が満足されているものとする．このとき，適応コントローラ式 (3.10),式 (3.11)を用いた

閉ループ系は安定となり，誤差信号 xe(t), x̃e(t), x̂e(t), z(t), ˜̀(t), q̃(t)は零に収束する．さら

に，α以外の設計パラメータを固定したとき，

q̃(t)2 ≤ exp
(
−αρ̄q1t

)
q̃(0)2 + α−1ρ̄q2 (3.22)

を満足する αに無関係に定まる正定値 ρ̄qi, i = 1,2が存在する． �

証明： まず最初に閉ループ系の安定性，ならびに，xe(t), x̃e(t), x̂e(t), z(t), ˜̀(t)が零に収

束することを示す．式 (3.8), (3.9), (3.10), (3.11)より，つぎの追従誤差方程式を得る．

˙̃xe(t) = −α2x̃e(t) + Aex̃e(t) − bmbq̃(t) + bmb f̃ (u), f̃ (u) = f (u) − u(t)

˙̀̃(t) = −δz ˜̀(t) + cT
z hcT

xxe(t) + cT
z Azz(t) +

1
ρ`
α3g(t)x̃e(t)T Pb

 (3.23)

このとき，式 (3.14)で定義される V(t)の時間微分は次式を満足する．

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

α3λmin[Q]
2

x̃e(t)
T x̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t)

− ρzλmin[Qz]
2

z(t)T z(t) − bmδzρ` ˜̀(t)
2

+ 2bmα
3x̃e(t)

T Pbf̃ (u) + 2bm(g(t) − 1)α3θ̃(t)Tω(t)x̃e(t)
T Pb

− 2
√

bm

∥∥∥∥Γ− 1
2

∥∥∥∥ ρφ
ε

exp(−δφt)
(
ρv2 − V

1
2 (t)

)
(3.24)

ここで，補題 3.1の関係を用いると

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

α3λmin[Q]
2

x̃e(t)
T x̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t)

− ρzλmin[Qz]
2

z(t)T z(t) − bmδzρ` ˜̀(t)
2

− 2bmα
3(1− δẽ f(t))

∣∣∣x̃e(t)
T Pb

∣∣∣ (σ − ρM1 − (ρu1 + βρu2)V(t)
1
2 − βρu3V(t)

)
− 2

√
bm

∥∥∥∥Γ− 1
2

∥∥∥∥ ρφ
ε

exp(−δφt)
(
ρv2 − V

1
2 (t)

)
(3.25)
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が得られる．このとき，方程式

ρ2
v2 − V(0) = ρ2

v2 − V1(0)− ρv2V2(0) = 0 (3.26)

の ρv2に関する根が(
V2(0)±

√
V2(0)2 + 4V1(0)

)
/2 (3.27)

となるので,つぎの不等式

ρv2 − V
1
2 (t) ≥ 0 (3.28)

が t = 0において満足される．さらに，方程式

βρu3V(0)+ (ρu1 + βρu2) V(0)
1
2 − (σ − ρM1) = 0 (3.29)

の V(0)
1
2 に関する根が

1
2βρu3

{
− (ρu1 + βρu2) ±

√
(ρu1 + βρu2)

2 + 4(σ − ρM1)βρu3

}
(3.30)

となることから，式 (3.21)の関係が満足される場合，つぎの不等式

(σ − ρM1) − (ρu1 + βρu2) V(t)
1
2 − βρu3V(t) ≥ 0 (3.31)

が t = 0において満足される．式 (3.28),式 (3.31)の関係を用いることにより，次の関係

V̇(t) ≤ −α5x̃e(t)
T Px̃e(t) −

ρêλmin[Q]
2

x̂e(t)
T x̂e(t) −

ρzλmin[Qz]
2

z(t)T z(t) − bmδzρ` ˜̀(t)
2 (3.32)

が満足されることを示すことができる．Lasalle-Yoshizawa theorem[22]に従えば，式 (3.32)

より，x̃e(t), x̂e(t), z(t), ˜̀(t), θ̃(t), θ̂(t) ∈ L∞および信号 x̃e(t), x̂e(t), z(t), ˜̀(t)の零への収束性

が示される．これより，xe(t)の零への収束性も示される．さらに，この事実より，ω(t),

u(t) ∈ L∞が示される．したがって，以上に示した信号の有界性より，すべての内部信号

が有界となり，閉ループ系の安定性が示される．

　つぎに，q̃(t)が零に収束することを示す． ˙̃xe(t)が零に収束することが示されれば，式

(3.23)より，−q̃(t) + f̃ (u)の零への収束性を示すことができる．ここで，追従誤差 xe(t)は

零に収束することから，q(t)2は領域 q(t)2 < σ2に収束し， f̃ (u)も零に収束する．これよ

り，˙̃xe(t)が零に収束すれば，q̃(t)も零に収束することがわかる．以上の事実より，以下で
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˙̃xe(t)の零への収束性を示す．上述の信号の有界性より ω̇(t) ∈ L∞がわかり， ¨̃xe(t) ∈ L∞と

なることを簡単に確かめることができる．このこと，ならびに lim
t→∞

∫ t

0
˙̃xe(τ)dτ = −x̃e(0)の

関係を用いれば，Barbalat’s Lemma[23]より， ˙̃xe(t)の零への収束性が保証される．

　最後に，式 (3.22)が満足されることを示す．式 (3.14)より，V(0)は αと無関係に有界と

なることがわかる．閉ループ系の全信号が有界であることより，‖θ̃(t)‖2 ≤ ρθ̃, ‖ω(t)‖2 ≤ ρ̄ω,

‖ω̇(t)‖2 ≤ ρ̄ω̇, ‖ ˜̀(t)‖2 ≤ ρ̄ ˜̀, |u(t)|2 ≤ ρ̄u の関係を満足する αと無関係な正定値 ρ•が存在す

る．この事実，ならびに x̃e(0) = 0より，正定値関数 Ve1(t) = x̃(t)T
e Px̃e(t)および Ve2(t) =

˙̃xe(t)T P ˙̃xe(t)を解析することで，つぎの関係を満足する αと無関係な正定値 ρei, i = 1,2,3

が存在することがわかる（付録 F参照）．

‖x̃e(t)‖2 ≤ α−4ρe1 (3.33)∥∥∥ ˙̃xe(t)
∥∥∥2 ≤ ρe2 exp(−α2t) + α−2ρe3 (3.34)

以上の関係を用いて正定値関数Vq(t) = q̃(t)2を解析することにより，誤差信号 q̃(t)の収束

性能を調べる．α2x̃e(t) = − ˙̃xe(t)+ Aex̃e(t)− bmbq̃(t)+ bmb f̃ (u)の関係を用いると, Vq(t)の時

間微分は次式で与えられる．

V̇q(t) = 2q̃(t)
(
φ̇(t) + α3g(t)bT Px̃e(t)ωTΓω(t) + θ̃(t)Tω̇(t) + ˙̀̃(t)

)
= −2αg(t)bmbT Pbw1(t)

(
q̃(t)2 − q̃(t) f̃ (u)

)
−2q̃(t)αg(t)bT P ˙̃xe(t)w1(t) + 2q̃(t)αg(t)bT PAex̃e(t)w1(t)

+2q̃(t)cT
z hcT

x x̃e(t) + 2q̃(t)w2(t)

w1(t) = ω(t)TΓω(t) +
1
ρ`

w2(t) = φ̇(t) + θ̃(t)Tω̇(t) − δz ˜̀(t) + cT
z hcT

x x̂e(t) + cT
z z(t)



(3.35)

ここで，補題 2.1の事実，および式 (3.31)よりつぎの関係が満足されることがわかる．

q̃(t) f̃ (u) ≤ (1− β)(1− δq̃ f )q̃(t)2 (3.36)

よって，閉ループ系の全信号の有界性，ならびに式 (3.33), (3.34), (3.36), 1≥ g(t) > 0,

‖ω(t)‖2 = ω(t)Tω(t) ≥ 1の関係より，次式を満足する αと無関係な正定値 ρqi, i = 3,4,5が

存在することがわかる．

V̇q(t) ≤ −αρ̄q3Vq(t) + αexp(−α2t)ρq4 + ρq5 (3.37)
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以上より，式 (3.37)から，式 (3.22)の関係式を満足する正定値ρqiが存在することがわかる．

�

　定理 3.1より，α以外の設計パラメータが固定され，システムの初期値が式 (3.21)を満

足するとき，αを大きくすることにより q̃(t)が素早く小さな値に到達することが保証され

る．このとき，制御入力式 (3.10)は理想入力 u(t) = qd(t)に素早く近づくことになる．し

たがって，未知パラメータ推定器に起因する高周波振動現象が制御入力に発生しにくく

なる．

　つぎに，q̃(t)が素早く零に収束する場合を考える．このとき，xe(t)が零に収束するので，

仮定A3.7より |q(t)| ≤ σ, t1 ≥ tとなる時刻 t1 ≥ 0が存在することがわかる．よって，t ≥ t1

において xe(t)は行列 Aeで指定される収束速度で零に収束する．

　式 (3.21)より設計パラメータ βを小さくすることにより ρvは大きくなり，

lim
β→0
ρv =

σ − ρM1

ρu1
(3.38)

となることがわかる．この事実より，制約条件

ρ2
v > ρêxe(0)T Pxe(0) (3.39)

が満足されるとき，任意の θ̃(0)およびV2(0)について，式 (3.21)を満足する設計パラメー

タ ε, Γ, βの値が存在することがわかる．

3.4 数値シミュレーションによる制御性能の検証

　本節では，前節で提案した適応コントローラの有効性を示すために行った数値シミュ

レーション結果を示す．

　制御対象式 (3.1)，式 (3.2)の各パラメータをつぎのように与えた．

Ap =


0 1 0

0 0 1

0 −0.5 −1

 , bp =


0

0

5


cp =

[
1 1 0

]T

xp(0) =
[
0 0 0

]T

, σ = 2


(3.40)

— 42 —



このとき，相対次数は n−m= 2となる.さらに，規範モデル式 (3.4)の各パラメータを

AM(s) = s3 + 6s2 + 12s+ 8, BM(s) = 8, r = 0.5 (3.41)

とした．また，αおよび α以外の設計パラメータは次式で与えた．

Ae =

 0 1

−1 −2

 , Q =

1 0

0 1

 , Qz = 1

δz = 0.8, ρ` = 0.2, ε = 3, Γ = 50I

β = 1× 10−4

θ̂(0) =
[
−4/3 0 0 0

]T


(3.42)

このとき，α = 1とすると，条件式 (3.12)および式 (3.21)が満足されていることを確かめ

ることができる．

　図 3.2 –図 3.4に設計パラメータαを変化させたときの対象の閉ループ系の応答を示す．

図 3.2において，実線および点線は，それぞれ出力 y(t)および規範モデル出力 yM(t)の応答

を示したものである．また，図 3.3おいて，点線は，入力の制限値を示したものである．

図 3.3において，制御入力の初期値が u(0) = 4となるため，初期時刻において入力飽和が

発生していることが確かめられる．図3.2より，出力 y(t)の規範モデル出力 yM(t)への追従

が達成できていることがわかる． α = 1の場合，図 3.4(a)より，入力推定誤差 q̃(t)に未知

パラメータの推定に起因した高周波振動が発生していることがわかる．同様に，図 3.3(a)

より，制御入力 u(t)にも高周波振動が発生し，0 ∼ 0.4[sec]付近で入力飽和が発生してい

ることがわかる．これによって，図 3.2(a)に示すように，出力 y(t)にも振動が発生してい

ることがわかる．α = 3の場合，図 3.4(b)より，入力推定誤差 q̃(t)の振動の周期は図 3.2(a)

に比べ速くなっていることがわかる．しかし，その振幅の減衰は速くなり，2[sec]付近で

q̃(t)はほぼ零となっていることがわかる．これより，図 3.3(b)において，制御入力 u(t)の

高周波振動も図 3.3(a)に比べ減衰が速くなっており，入力飽和が発生している区間も短く

なっていることがわかる．また，図 3.2(b)より，出力 y(t)はほぼ規範モデル出力 yM(t)に

追従し，振動も確認できなくなっていることがわかる．α = 200の場合，図 3.4(c)より，

入力推定誤差 q̃(t)は瞬時にほぼ零となっていることがわかる．よって，制御入力 u(t)が，

理想入力信号 ud(t)に素早く近づいていることがわかる．このことより，図 3.3(c)におい

て，制御入力 u(t)にも高周波振動が発生しなくなり，初期時刻において発生している入力
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Fig. 3.2 Responses of the outputy(t) (and the reference model outputyM(t)) in the closed loop

system the using proposed controller forα = 1, 3, 200.
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Fig. 3.3 Responses of the control inputu(t) in the closed loop system using the proposed con-

troller for α = 1, 3, 200.
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Fig. 3.4 Responses of the estimated input error ˜q(t) in the closed loop system using the proposed

controller forα = 1, 3, 200.
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飽和が瞬時に解消されていることがわかる．これらの事実より，図 3.2(c)に示す出力 y(t)

の応答が，図 3.2(b)と同様に，規範モデル yM(t)に追従し，追従誤差 ye(t)がほぼ零に維持

されていることがわかる．以上の結果より，設計パラメータ αの値を大きくする設定す

ることによって，式 (3.22)に示されるように，推定誤差 q̃(t)の零への素早い収束が実現さ

れ，高周波振動が発生しにくくなることが確認できる．さらに，入力飽和も瞬時に発生し

なくなり，追従誤差もほぼ零に維持されることが確認できる．

　このシミュレーション結果より，入力飽和が発生するような状況においても，設計パラ

メータ αの値を大きく設定するだけで，制御性能が改善できていることがわかる．

3.5 おわりに

　本章では，出力の相対次数までの微分信号が観測可能な場合において，入力飽和が存在

する 1入出力線形時不変系に対する適応制御手法を提案した．提案手法は，前章で提案し

た適応コントローラと同等の制御性能をもつ．すなわち，ある初期値集合に対する制約が

満足される場合に，以下の特徴をもつことが理論的に保証される．

(1) 制御対象の安定性にかかわらず，追従誤差の漸近安定性が保証される．

(2) ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，未知パラメータ推定器に起因する高

周波振動現象が発生しにくくなる．

(3) 追従誤差の初期値が零の場合，初期時刻において入力飽和が発生する場合でも，こ

の飽和現象は瞬時に発生しなくなり，出力追従誤差が指定された速度で零に収束

する．

さらに，これらの事実を数値シミュレーションを用いて検証し，その有効性を確認した．
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第 4章 結論

4.1 結論

　本論文では，入力飽和を持つ 1入出力線形時不変系に対する適応コントローラの設計法

を提案した．提案手法では，従来の入力飽和を持つシステムに対する適応コントローラ

では解決できていなかった，(1)制御対象の安定性に依らない追従誤差の漸近安定性の保

証，(2)制御性能の改善,が達成できることを理論的に示した．以下，各章において得られ

た結果についてその要約を示す．

　第 2章では，全状態が利用可能な場合に対する適応コントローラを提案した．まず，入

力飽和がない場合において，制御性能が簡単に改善できる適応コントローラの設計法を示

した．ここでは，ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，制御入力に未知パラメー

タ推定器に起因する振動現象が発生しにくくなり，かつ追従誤差が指定した収束速度で零

に収束することを理論的に示した．つぎに，上記の適応コントローラを基に，入力飽和を

考慮した適応コントローラを提案した．そして，ある初期値集合に対する制約が満足され

る場合，提案する適応コントローラが以下に示す特性をもつことを理論的に示した．

(1) 制御対象の安定性にかかわらず，追従誤差の漸近安定性が保証される．

(2) ただ一つの設計パラメータを設定するだけで，未知パラメータ推定器に起因する高

周波振動現象が発生しにくくなる．

(3) 追従誤差の初期値が零の場合，初期時刻において入力飽和が発生する場合でも，入

力飽和は瞬時に発生しなくなり，出力追従誤差が指定された速度で零に収束する．

さらに，こららの事実を，数値シミュレーションを用いて確認し，提案する適応コント

ローラの有効性を示した．

　第 3章では，出力の相対次数までの微分信号が利用可能な場合に対する適応コントロー

ラを提案した．これによって，第 2章で提案した手法と比べ，適応コントローラを構成す

るために必要となる状態の次元が緩和される．出力の相対次数までの微分信号を用いて

適応コントローラを構成するために，まず出力の相対次数までの微分信号からなる状態を

定義し，この状態を用いた出力追従誤差方程式の状態空間表現を導出した．つぎに，導出

された出力追従誤差方程式に基づき，入力飽和を考慮した適応コントローラを提案した．
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そして，提案する適応コントローラが，第 2章で提案した適応コントローラと同等の制御

性能を持つことを理論的に示した．さらに，この事実を数値シミュレーションを用いて確

認し，提案する適応コントローラの有効性を示した．

4.2 今後の課題

　本論文で提案する適応コントローラでは，状態および未知パラメータの初期値に関して

ある制約条件を設けている．これは，出力追従誤差の漸近安定性および特定の制御性能を

保証するために導出した十分条件であり，保守的なものとなっている．そのため，現状で

は，所望の制御性能が理論的に保証できる制御対象のクラスが限定的なものとなってい

る．今後，実システムへの応用を考える上では，この条件の緩和が必要である．
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付録 A 式 (2.19)および式 (2.20)の導出

　まず，式 (2.19)を導出する．正定値関数Ve1(t) = x̃e(t)T Px̃e(t)を定義する．このとき，式

(2.13)を用いて Ve1(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e1(t) ≤ − α2Ve1(t) + α
−2‖P‖

∥∥∥∥bmb
∥∥∥∥2

q̃(t)2 (A.1)

これより，q̃(t)2が有界となることから，式 (2.19)の関係が導出される．

　つぎに，式 (2.20)を導出する．正定値関数Ve2(t) = ˙̃xe(t)T P ˙̃xe(t)を定義する．式 (2.13)の

時間微分を用いて Ve2(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e2(t) = − 2α2 ˙̃xe(t)
T P ˙̃xe(t) − ˙̃xe(t)

TQ ˙̃xe(t)

− 2α3bm ˙̃xe(t)
T Pb b

T
Px̃e(t)ω(t)TΓω(t) − 2bm ˙̃xe(t)

T Pbθ̃(t)Tω̇(t) (A.2)

このとき，

2˙̃xe(t)
T Pz(t) ≤ α

2

4
˙̃xe(t)

T P ˙̃xe(t) +
4
α2

z(t)T Pz(t), ∀z(t) ∈ Rn (A.3)

の関係が成り立つこと，および θ̃(t), ω(t), ω̇(t)の有界性を用いると，

V̇e2(t) ≤ −α2Ve2(t) + α
4‖x̃e(t)‖2ρe4 + α

−2ρe5 (A.4)

を得る．ここで，ρei, i = 4,5は，設計パラメータαと無関係に定まる正定数である．これ

より，式 (2.19)の関係を用いることで式 (2.20)の関係が導出される．

付録 B 式 (2.27)および式 (2.28)の導出

　つぎの関係∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ ≤ |θT

e xe(t)| + |θT
MωM(t)|

≤ ‖θe‖‖x̃e(t)‖ + ‖θe‖‖x̂e(t)‖ + ρM1

‖θe‖2‖x̂e(t)‖2 ≤ ρ2
u1V(t)


(B.1)

が満足されることより，式 (2.27)の関係が導出される．

　また，つぎの関係
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∣∣∣θ̃(t)Tω(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣θ̃e(t)Txe(t)

∣∣∣ + ∣∣∣θ̃M(t)TωM(t)
∣∣∣

≤
∥∥∥θ̃(t)∥∥∥ (‖x̃e(t)‖ + ‖x̂e(t)‖) +

∥∥∥θ̃(t)∥∥∥ ρM2

ρ2
M2‖θ̃(t)‖2 ≤ ρ2

u2V(t)∥∥∥θ̃(t)∥∥∥2
(‖x̃e(t)‖ + ‖x̂e(t)‖)2 ≤ 2

∥∥∥θ̃(t)∥∥∥2 (
‖x̃e(t)‖2 + ‖x̂e(t)‖2

)
≤ ρ2

u3V(t)2


(B.2)

が満足されることより，式 (2.28)の関係が導出される．

付録 C 式 (2.45)および式 (2.46)の導出

　まず，式 (2.45)を導出する．正定値関数Ve1(t) = x̃e(t)T Px̃e(t)を定義する．このとき，式

(2.6)を用いて Ve1(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e1(t) ≤ − α2Ve1(t) + 2α−2‖P‖
∥∥∥∥bmb

∥∥∥∥2 (
q̃(t)2 + f̃ (u)2

)
(C.1)

これより，q̃(t)2および u(t)2が有界となることから，式 (2.45)の関係が導出される．

　つぎに，式 (2.46)を導出する．正定値関数 Ve2(t) = ˙̃xe(t)T P ˙̃xe(t)を定義する．式 (2.6)の

時間微分を用いて Ve2(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e2(t) = − 2α2 ˙̃xe(t)
T P ˙̃xe(t) − ˙̃xe(t)

TQ ˙̃xe(t)

− 2α3bm ˙̃xe(t)
T Pb b

T
Px̃e(t)ω(t)TΓω(t) − 2bm ˙̃xe(t)

T Pbθ̃(t)Tω̇(t)

+ 2bm ˙̃xe(t)
T Pb ˙̃f (u) (C.2)

このとき，

˙̃f (u) =
∂ f̃ (u)
∂u

u̇(t)

= −∂ f̃ (u)
∂u
α3g(t)b

T
Px̃e(t)ω(t)TΓω(t) +

∂ f̃ (u)
∂u
θ̂Tω̇(t)

∂ f̃ (u)
∂u

=


1 for |u(t)| > σ

0 for |u(t)| ≤ σ


(C.3)

2˙̃xe(t)
T Pz(t) ≤ α

2

8
˙̃xe(t)

T P ˙̃xe(t) +
8
α2

z(t)T Pz(t), ∀z(t) ∈ Rn (C.4)
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の関係が成り立つこと，および θ̂(t), θ̃(t), ω(t), ω̇(t), g(t)の有界性を用いると，

V̇e2(t) ≤ −α2Ve2(t) + α
4‖x̃e(t)‖2ρe4 + α

−2ρe5 (C.5)

を得る．ここで，ρei, i = 4,5は，設計パラメータαと無関係に定まる正定数である．これ

より，式 (2.45)の関係を用いることで式 (2.46)の関係が導出される．

付録 D 式 (2.50)の導出

　正定値関数 Ve(t) = xe(t)T Pxe(t)を定義する．補題 2.1および式 (2.40)より, Ve(t)の時間

微分は

V̇e(t) = −xe(t)
TQxe(t) − 2bmxe(t)

T Pbq̃(t) + 2bmxe(t)
T Pb f̃ (u)

≤ −λmin[Q]xe(t)
Txe(t) − 2bmxe(t)

T Pbq̃(t) + 2bm(1− β)(1− δxePbf̃ (t))xe(t)
T Pbq̃(t)

≤ −λmin[Q]xe(t)
Txe(t) + 4bm|xe(t)

T Pb||q̃(t)| (D.1)

となる．このとき，

4bm

∣∣∣∣xe(t)
T Pb

∣∣∣∣ |q̃(t)| ≤λmin[Q]
2

xe(t)
Txe(t) +

8b2
m

λmin[Q]
b

T
P2bq̃(t)2 (D.2)

の関係が成り立つことから，

V̇e(t) ≤ −
λmin[Q]

2λmax[P]
Ve(t)+

8b2
m

λmin[Q]
b

T
P2bq̃(t)2 (D.3)

の関係が得られる．よって，式 (2.44)および式 (D.3)より, αを大きく設定することによっ

て，追従誤差の上界 ‖xe(t)‖2は式 (2.50)の右辺に近づくことがわかる.

付録 E 式 (3.19)および式 (3.20)の導出

　つぎの関係∣∣∣θTω(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣θT

e xe(t)
∣∣∣ + |θrr − φ(t)|

≤ ‖θe‖ (‖x̃e(t)‖ + ‖x̂e(t)‖) + ρM1

‖θe‖2 (‖x̃e(t)‖ + x̂e(t)‖)2 ≤ 2‖θe‖2
(
‖x̃e(t)‖2 + ‖x̂e(t)‖2

)
≤ max

{
2‖θe‖2
α3λmin[P]

,
2‖θe‖2
ρêλmin[P]

}
V(t)

|`(t)|2 ≤ ‖cz‖2
ρzλmin[Pz]

V(t)


(E.1)
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が満足されることより，式 (3.19)の関係が導出される．

　また，つぎの関係∣∣∣θ̃(t)Tω(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣θ̃φ(t)∣∣∣ |r | + ∥∥∥θ̃(t)e

∥∥∥ ‖xe(t)‖ +
∣∣∣θ̃r(t)∣∣∣ ε

≤
∥∥∥θ̃(t)∥∥∥ (‖x̃e(t)‖ + ‖x̂e(t)‖) +

∥∥∥θ̃(t)∥∥∥ (|r | + ε)∥∥∥θ̃(t)∥∥∥2 ≤ 1
bmλmin

[
Γ−1

]V(t)

(‖x̃e(t)‖ + ‖x̂e(t)‖)2 ≤ 2
(
‖x̃e(t)‖2 + ‖x̂e(t)‖2

)
≤ 2
λmin[P]

max

{
1
α3
,

1
ρê

}
V(t)∣∣∣ ˜̀(t)∣∣∣2 ≤ 1

bmρ`
V(t)



(E.2)

が満足されることより，式 (3.20)の関係が導出される．

付録 F 式 (3.33)および式 (3.34)の導出

　まず，式 (3.33)を導出する．正定値関数Ve1(t) = x̃e(t)T Px̃e(t)を定義する．このとき，式

(3.23)第 1行目を用いて Ve1(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e1(t) ≤ − α2Ve1(t) + 2α−2‖P‖ ‖bmb‖2
(
q̃(t)2 + f̃ (u)2

)
(F.1)

これより，q̃(t)2および u(t)2が有界となることから，式 (3.33)の関係が導出される．

　つぎに，式 (3.34)を導出する．正定値関数Ve2(t) = ˙̃xe(t)T P ˙̃xe(t)を定義する．式 (3.23)を

用いてVe2(t)の時間微分を解析することにより，次式を得る．

V̇e2(t) = − 2α2 ˙̃xe(t)
T P ˙̃xe(t) − ˙̃xe(t)

TQ ˙̃xe(t)

+ 2bm ˙̃xe(t)
T Pbφ̇(t) − 2α3bm ˙̃xe(t)

T PbbT Px̃e(t)ω(t)TΓω(t) − 2bm ˙̃xe(t)
T Pbθ̃(t)Tω̇(t)

+ 2bm ˙̃xe(t)
T Pbδz ˜̀(t) − 2bm ˙̃xe(t)

T PbcT
z hcT

x (x̃e(t) + x̂e(t)) − 2bm ˙̃xe(t)
T PbcT

z z(t)

+ 2bm ˙̃xe(t)
T Pb ˙̃f (u) (F.2)

このとき，
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˙̃f (u) =
∂ f̃ (u)
∂u

u̇(t)

= −∂ f̃ (u)
∂u
α3g(t)bT Px̃e(t)ω(t)TΓω(t) +

∂ f̃ (u)
∂u
θ̂Tω̇(t)

+
∂ f̃ (u)
∂u

{
−δz ˜̀(t) + cT

z hcT
x (x̃e(t) + x̂e(t)) + cT

z z(t)
}

∂ f̃ (u)
∂u

=


1 for |u(t)| > σ

0 for |u(t)| ≤ σ



(F.3)

2˙̃xe(t)
T Pw(t) ≤ α

2

26
˙̃xe(t)

T P ˙̃xe(t) +
26
α2

w(t)T Pw(t), ∀w(t) ∈ Rn−m (F.4)

の関係が成り立つこと，および閉ループ系の全信号の有界性を用いると，

V̇e2(t) ≤ −α2Ve2(t) + α
4‖x̃e(t)‖2ρe4 + α

−2ρe5 (F.5)

を得る．ここで，ρei, i = 4,5は，設計パラメータαと無関係に定まる正定数である．これ

より，式 (3.33)の関係を用いることで式 (3.34)の関係が導出される．
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