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第1章 はじめに

1.1 背景
制御系の設計プロセスは図 1.1に示すようにモデリング，制御器の設計，シミュ
レーション，制御実験の流れで行われる．この制御系を設計する際には様々な誤
差が混入する．モデリングの際には実際の制御対象と数式モデル間の誤差である
モデル化誤差，その後のプロセスでは計算機を用いる際に打ち切り誤差や数値の
丸め誤差等の数値計算誤差が発生する．この誤差の影響により，実際は不安定や
不可制御であるはずのシステムが安定や可制御と誤って判定されてしまう可能性
がある．また，制御器として，性能が低い，制御器の仕様や性質を満たさない，シ
ステムを安定化することができない，ものが求まる可能性がある．このような制
御器を用いると，制御に失敗するだけでなく人間や機器に悪影響を与えてしまう
かもしれない．
上記の誤差のうちモデル化誤差を考慮した設計法として，ロバスト制御理論 [1, 2]

が提案されている．ロバスト制御理論では，実システムとモデルの差の範囲を見
積もり，実システムとモデルを含む集合を考える．そして，制御器を設計する際に
この集合について安定性や制御性能を保証することで，実システム及び集合に属
する任意のシステムに対する安定性・性能を保証する．ロバスト制御理論の代表
的な手法にはH∞制御理論があり，多くのシステムに適用され成果をあげている．
このようにモデル化誤差に対しては，集合を用いることで制御系の安定性・性
能を数学的に保証する手法が提案されている．しかし，プロセスのその後の段階
で発生する数値計算誤差に関しては計算誤差による問題の指摘 [3]は存在したが，
問題を解決する手法は提案されていない．
数値計算誤差には打ち切り誤差や，数値の丸め誤差があり，通常の計算機で数
値計算を行う際に発生する．打ち切り誤差は無限次元問題を有限次元化する際や，
反復計算を途中で打ち切ることによって発生する．また，数値の丸め誤差は実数
を浮動小数点数に近似する際に発生する．この数値計算誤差を見積もる時にも誤
差が発生するため，どのくらいの誤差が発生しているかを計算するのは容易では
ない．数値計算誤差が原因で発生した事故例を，表 1.1に示す．
数値計算誤差の問題を解決する手法として，多倍長演算が提案されている．多
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図 1.1: Design process of control system

表 1.1: Accident examples caused by numerical error

事故 原因 詳細
パトリオットミサイルの欠陥 オーバーフロー 24bit固定点レジスタを使用

（約 0.000000095） 1/10の 2進表現の際の切捨て
100時間で 0.34秒のズレ

Ariane5の爆発 オーバーフロー 64bit浮動小数点数→ 16bit符
号付整数

Sleipner A 海上施設の沈没 不正確な有限要素近似 NASTRANを使用 せん断応
力の 47%の過小評価

倍長演算は演算精度（precision）を向上させることで，数値計算誤差の問題を解決
する．図 1.2に浮動小数点数のフォーマットを示す．通常の数値計算に使われる倍
精度浮動小数点数は 1ビットの符合部，11ビットの指数部，52ビットの仮数部を
持っており，10進数で約 16桁の精度を持っている．多倍長精度浮動小数点数は，
1 ビットの符合部を持ち，指数部と仮数部を任意に指定できるので，10進数で任
意の精度を持たせることができる．このように多倍長演算は，浮動小数点数仮数
部の大きさを任意に指定することで丸め誤差を減少させ，演算精度を向上させる
手法である．
このように多倍長演算を用いることで，数値計算を行う際の個々の演算の精度
を向上させることができる．しかし，多倍長演算を用いても，近似計算を行った
のでは最終的に得られる結果の精度である結果精度（accuracy）に関する保証は
ない．
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図 1.2: Format of floating point number

結果精度（accuracy）を保証する手法として，計算結果がどのくらい正しいかを
検算する精度保証付き数値計算 [4–7]という計算手法が提案されている．精度保証
付き数値計算は，真の解と近似解を含む集合を求めることで

• 真の解は存在するのか？

• 近似解の精度はどれくらいなのか？

という問いに答える．まず一つ目の問いに対しては真の解と近似解を含む集合を
求めることによって答え，二つ目の問いには求めた集合の大きさによって答える．
このように，精度保証付き数値計算を用いることによって計算誤差の大きさを見
積もることができる．
この多倍長演算と精度保証付き数値計算の関係を表 1.2に示す．多倍長演算を用
いることで高精度の解を求めることができるが，近似解を求めたのでは計算結果
に関する保証はない．一方，精度保証計算を行うことで結果精度保証付きの解を
求めることができるが，倍精度演算を用いたのでは低精度な解が求まる．そこで，
精度保証付き数値計算と多倍長演算を組み合わせることで高精度かつ結果保証付
きの，高品質な数値計算を行うことができる．
ここで，精度保証付き数値計算の歴史について述べる．1950年代に区間演算が
須永やMooreによって提案され，1960年代には区間解析ブームが起こった．それ
らの研究では，（ガウスの消去法などの）有限回の四則演算のみで行える計算アル
ゴリズムにおいて実数を区間，四則演算を区間演算に置き換えることで結果精度
を保証した．これは，単純な精度保証付き数値計算の原理である．しかし，1970

年代から 80年代には低迷期が訪れる．これは単純に区間演算を繰り返すと区間幅
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表 1.2: Verified numerical computation and multiple-precision arithmetic

　 近似解 精度保証
倍精度 保証なし 保証付き
　　　 低精度 低精度
多倍長精度 保証なし 保証付き
　 高精度 高精度

が増大すること，及び解ける問題の大きさに制限が有ったためである．これによ
り，精度保証付き数値計算は実用的でないとの評判が残った．しかし，この時期
にも地道な改良は続けられ，1990年代には区間幅の増大を抑制し高速演算を行う
手法として，平均値形式，自動微分や IEEE754で定義されたCPU 丸めモード変
更を用いる手法が提案された．このように演算精度・速度の改善や適応可能な問
題の増加により，精度保証付き数値計算は実用段階に入っている．
精度保証付きで解ける数学の問題の一覧を以下に示す．

• 線形方程式

• 非線形方程式

• 固有値問題

• 関数の微分

• 常微分方程式

– 初期値問題
– 境界値問題

• 偏微分方程式

– 境界値問題

このように，個々の数学の問題に関しては精度保証付きで解く手法が提案され
ている．そこで，次に制御系設計問題を精度保証付きで解くにはどうすればよい
かについて考える．
制御系設計問題の具体例として，LQ制御問題を考える．LQ制御問題を通常の
手法で解く手順を以下に示す．
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1. リカッチ方程式AT P + PA + Q − PBR−1BT P = 0の正定対称な解 P を求
める

2. 状態フィードバックゲイン F を F = R−1BT P から求める

このように制御系設計問題は多段階アルゴリズムであり，ある問題を解いた後
にその結果を用いてさらに別の問題を解く，というように複数の数学の問題を組
み合わせて解く必要がある．
近年，この精度保証付き数値計算を制御系設計に適用する方法が提案されてい
る [8–18]．たとえば，H2追従制御問題 [10]や，H∞ループ整形問題 [11]を有理数
に基づく精度保証付き数値計算で解く方法が提案されている．
このように個々の設計問題に対して，それぞれ個別に精度保証付き数値計算に
基づく手法を考える必要がある．その理由は既存のアルゴリズム中の近似計算を
単純に精度保証付き数値計算に置き換えただけでは，

• 真の解を含む集合が大きくなる

• 計算に多くの時間がかかる

ためである．したがって，個々の問題について精度保証付き数値計算の視点から
問題を見直し，効率的に精度良く解く手法を考案する必要がある．
管野は有理数に基づく精度保証付き数値計算を用いた制御系設計手法 [9–11]を
提案している．有理数に基づく手法は計算機を用いて厳密な解を求めることをモ
チベーションとしており，数式処理に有理数演算と区間演算を組みせることで精
度保証を行っている．数式処理を用いるため，問題が解析的に解け，パラメータ
を残すことができるという特徴がある．しかし，数式処理に基づいているため関
係式を導く必要があり，適用できる問題に制限がある．例えば，H2追従制御問題
[10]は一入力一出力の安定な制御対象，H∞ループ整形問題 [11]は一入力一出力の
制御対象にしか適応できない．また，数式処理と有理数を用いるために計算速度
とメモリ量に関する問題もある．
精度保証付き数値計算には，浮動小数点数に基づく方法もある．この方法は通
常の近似計算と同じ浮動小数点数を用いるため，高速に計算を行えるという利点
がある．また，通常の近似計算アルゴリズムと精度保証付き数値計算を組み合わ
せることで，多くの問題を精度保証付きで解くことができる．この方法では精度
と計算速度に問題がある可能性があるが，多倍長演算 [19, 20]と精度保証付き数値
計算を組み合わせる [21]ことで解決することができる．
上記の手法を用いて精度保証付きで求まった数値解が保証しているのは数値計
算の結果精度 (accuracy)であり，設計仕様を満たすことの保証ではない．そこで，
設計仕様を満たすことを保証する手法について考える．
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通常の近似計算では，制御器の検証は設計した制御器に対して数値計算を行う
ことで，検証を行う．この検証を行う際に近似計算ではなく，精度保証付き数値計
算を用いれば，制御器が設計仕様を満たすことを厳密に保証できる．そこで，本
研究では制御器の設計を精度保証付きで行った後に制御器の検証を精度保証付き
で行う手法である，検証付き制御系設計手法を提案する．
本研究の目的は，精度保証付き数値計算に基づく検証付き制御系設計手法を提
案することである．精度保証付き数値計算を用いて制御器を求め，得られた制御
器の検証にも精度保証付き数値計算を用いる．本論文では特に状態フィードバッ
ク制御系を検証付きで設計する手法を提案する．具体的な設計問題として，極配
置問題 [22, 23]と LQ制御問題 [22, 23]を取り上げる．LQ制御問題は実システムへ
の適応例も多く、実用性に優れている．これまで極配置問題とLQ制御問題につい
ては計算アルゴリズムの精度の比較 [24]や，計算誤差による問題の指摘 [3]は存在
したが，精度保証付き数値計算を適用する方法は提案されていない．LQ制御問題
を解くためにはリカッチ方程式を解く必要があり，ハミルトン行列の固有値問題
を解く手法 [22]がよく用いられる．しかし，有理数を用いる精度保証方法 [9–11]

は一般の行列の固有値と固有空間の基底を求めることができないため，有理数に
基づく方法を直接 LQ制御問題に適応することはできない．
本論文では，以下の手法を提案する．

1. 精度保証付き制御系解析手法

2. 検証付き制御系設計

3. 数値的最適制御問題

4. 数値的最適制御問題の効率的解法

5. 精度保証計算パッケージの実装

制御器の設計を行う前には，システムの安定性解析等の制御系の解析が行われ
る．そこで，制御系の解析として安定性，可制御性，可観測性の解析を精度保証
付き数値計算と多倍長演算 [19, 20]を用いて行う手法 [25]を提案する．精度保証付
き数値計算と多倍長演算を用いた高品質な数値計算を用いることにより，制御系
の解析を厳密に行うことが可能になる．また，制御系の安定性の解析は行列の正
定性に帰着される．行列の正定性の解析が厳密に行えることで，繰り返し計算の
終了判定や，多倍長計算をいつ用いるかの判断を厳密に行える．また，制御器の
検証にも利用できる．
検証付き制御系設計では、精度保証付き数値計算を用いて求めた制御器が設計
仕様を満たしているかの確認を精度保証付きで行う．また，検証付きの制御器の
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中から，設計仕様を満たすこと（設計仕様に近い性能）を最も保証できる制御器
を選択する方法である，数値的最適制御問題を提案する．本論文では検証付き制
御系設計手法と数値的最適制御問題の具体例として，極配置問題と LQ制御問題
の場合について定義する．また，その解法及び解法で必要となる極配置問題及び
LQ制御問題を精度保証付きで解くアルゴリズムを提案する．
数値的最適制御問題を解く際，精度保証付きで求まった解の精度が悪いと大き

な半径を持つ区間行列として制御器の集合が求まる．半径の大きな区間行列が求
まると数値的最適制御器の候補が多くなってしまい，数値的最適制御器の選択に
多くの時間が必要となる．この問題を解決するために，GA[26]を用いて高速に候
補集合を作成する方法 [15]と，多倍長演算で区間行列を高精度で求めた後に倍精
度演算に近似する手法 [27, 28]を提案する．
また，精度保証付き数値計算を容易に行うために，Java精度保証付き数値計算
パッケージを開発した．開発したパッケージは多倍長演算パッケージと組み合わせ
ることが可能であり，多くの問題を高精度かつ精度保証付きで解くことができる．
表 1.3に本論文の提案手法と既存の手法の比較を示す．有理数に基づく手法は数
式処理を用いており，パラメータを残せるという利点があるが，計算速度が遅い，
適応範囲が狭いという欠点がある．本論文で提案する手法は，通常の近似計算ア
ルゴリズムに精度保証付き数値計算を組み合わせるものであり，高速に計算でき
る，適応範囲が広いという利点がある．また，精度保証付き数値計算を用いて仕様
の検証を行い，検証付きの制御器の中から最適解の選択を行うという特徴がある．

表 1.3: Comparison of computation method

　　　　 有理数（管野） 浮動小数点数（提案手法）
計算方法 数式処理＋有理数＆区間 近似計算アルゴリズム＋精度保証
パラメータ 残せる 残せない
計算速度 低速 高速
適応範囲 狭い 広い
仕様検証 妥当な解 有り
最適解の選択 なし　 有り

1.2 論文の構成
以下に本論文の構成を示す．まず第 2章で精度保証付き数値計算について述べ
る．第 3章で精度保証付き制御系解析手法，第 4章で検証付き制御系設計手法に
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ついて述べる．第 5章では，検証付き制御器の集合の中から最も設計仕様を満た
すものを選択する手法である数値的最適制御問題を効率的に解く手法を提案する．
第 6章に本論文で提案した手法を JavaとC言語を用いて実装した例を示し，第 7

章でまとめる．

1.3 論文中の記法
本論文では以下の記法を用いる．Iは単位行列，R

nは n次元実ベクトルの全体，
R

n×nは n次の実正方行列の全体，IR
nは n次元実区間ベクトルの集合，IC

nは n

次元複素区間ベクトルの集合，[x] = [x, x] = {x|x ≦ x ≦ x}，|[x]| = max{|x||x ∈
[x]} = max{|x|, |x|} である．
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第2章 精度保証付き数値計算

2.1 精度保証付き数値計算の原理
ここでは問題の解を精度保証付きで求めるための原理と手法をごく一般的な形
において説明する [6]．
精度保証付き数値計算は以下に示す手順で行われる．

(S1) 真の解を含む集合の候補（候補集合）を何らかの方法で決定

(S2) 候補集合が真の解を含むことを（不動点定理を用いて）検証

(S3) 真の解を含まなければ，別の候補（集合）を立てて，前段に戻る

(S4) 真の解を含んでいれば，解の精度がその集合の大きさによって決定され，計
算終了

候補集合が真の解を含むことを確認する際に使われる不動点定理の一般的な表
現を以下に示す [6]．
ある条件を満たす集合 U に対し F (U)を

F (U) := {v | v = F (u), u ∈ U}

とする．このとき集合 U が

F (U) ⊂ U

を満たせば U の中に x̂ = F (x̂)を満たす x̂が存在する．
精度保証付き数値計算で用いられる不動点定理の例を以下に示す．

• 線形方程式

– Brouwerの不動点定理

• 常微分方程式
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– Banachの不動点定理
– Schauderの不動点定理

• 偏微分方程式

– Schauderの不動点定理

ここでは不動点定理を用いた精度保証付き計算の具体例として，n次の線形方
程式Ax = b, A ∈ R

n×n, b ∈ R
n の解の精度保証を考える．線形方程式の精度保証

には，Brouwerの不動点定理から導かれるつぎの系が使われる．

系 1 [4, 6] あるR ∈ R
n×nとX ∈ IR

nに対して

Rb + {I − RA} · X ⊂ int(X)

が成り立てば，R, Aはともに正則行列で，Ax̂ = bなるただ 1つの元 x̂ ∈ int(X)

が存在する．ただし，int(X)は集合Xの内部（内点全体）を表す．

系 1を用いることで候補集合Xが真の解 x̂を含んでいるかを確認することがで
きる．また，系 1で通常RはA−1の近似解に取られる．
上記の系では集合として区間を用いている．これにより，真の解の存在する区
間を求めることができる．そして，求めた値をその後の計算で用いる場合には，求
めた区間に対して演算を行うことで精度を保証する．このように精度保証付き数
値計算は，浮動小数点数の表す数値の代わりに区間に対して計算を行う区間演算
[4–7, 29]を行うことで，問題の真の解を区間の中に包み込むという考え方で行わ
れる．

2.2 区間演算
本節では，前節で述べた区間演算についてより詳しく述べる．
２つの区間X = [x] = [x, x], Y = [y] = [y, y]が与えられたとき，その二つの区
間の四則演算を次のように定義する．

X ◦ Y = {x ◦ y|x ∈ X, y ∈ Y }
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ただし，◦ ∈ {+,−,×, /}である．また，除法 /の場合は Y が 0を含まないものと
する．これを区間演算という．この定義では，以下が成立する．

[x] + [y] = [x + y, x + y]

[x] − [y] = [x − y, x − y]

[x] × [y] = [min{xy, xy, xy, xy},
max{xy, xy, xy, xy}]

[x]/[y] = [x] ×
[

1

y
,
1

y

]

区間演算においては，包含関係における単調性

[x] ⊆ [x′], [y] ⊆ [y′] ⇒ [x] ◦ [y] ⊆ [x′] ◦ [y′]

◦ ∈ {+,−,×,÷}

が成立する．また，加法と乗法に関して以下が成立する．
{

[x] ◦ [y] = [y] ◦ [x], ◦ ∈ {+,×}
([x] ◦ [y]) ◦ [z] = [x] ◦ ([y] ◦ [z]), ◦ ∈ {+,×}

区間演算に関して分配則は成立はせず，次の劣分配則が成立する．

[x] × ([y] + [z]) ⊆ ([x] × [y]) + ([x] × [z])

2.3 区間演算のみを用いる精度保証付き数値計算
四則演算のみで計算できる規模の小さな問題であれば，区間演算のみを用いて
精度保証を行うことができる．この節では，区間演算のみを用いて精度保証を行
う問題について述べる．

2.3.1 微分値の精度保証
解きたい問題が線形でない場合，非線形方程式を解かなければならない．非線形
方程式の解法としては，ニュートン法などが有名であるが，ニュートン法を実行す
るためには，ヤコビ行列を計算する必要がでてくる．そこで，関数を計算するプロ
グラムから関数の微分を計算するプログラムを自動生成できれば望ましい．これを
自動微分 [4, 5, 30, 31]という．ここでは，基本的な微分可能関数の四則演算や合成関
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数として得られる関数のクラスに対して，その微分を計算する方法を示す．今，独
立変数 tの計算可能単項関数 xi(t), (i = 1, 2, · · · , n)の導関数 ẋi(t), (i = 1, 2, · · · , n)

が再び計算可能であるとする．計算可能関数x(t)が有限長プログラムPxによって定
義されているとする．このプログラムは，計算可能単項関数 xi(t), (i = 1, 2, · · · , n)

を用いて，その四則演算と合成関数をとる操作を繰り返し用いることによって定義
されているものとする．自動微分型オブジェクトは，関数値 f(t)とその微分値 ḟ(t)

の組 (f(t), ḟ(t))として定義される．二つの自動微分型に対してその四則演算は，

(f, ḟ) + (g, ġ) =
(

f + g, ḟ + ġ
)

(f, ḟ) − (g, ġ) =
(

f − g, ḟ − ġ
)

(f, ḟ) × (g, ġ) =
(

f × g, ḟ × g + f × ġ
)

(f, ḟ)/(g, ġ) =

(

f

g
,
ḟ × g + f × ġ

g2

)

と定義される．また，自動微分型 (f(t), ḟ(t))に単項演算 xiを作用させた結果とし
て，得られる自動微分型は (g(t), ġ(t)) = (xi(f(t)), ẋi(f(t))ḟ(t)) と定義される．プ
ログラムPxに (t, 1)を代入すればその出力は (x(t), ẋ(t)))となる．このようにして，
関数の x(t)の値 tにおける正確な微分値 ẋ(t)が自動的に得られる．
上記の自動微分と区間演算を組み合わせることにより，数値の丸め誤差までを
含め微分値を厳密に評価することができる．

2.4 不動点定理を用いる精度保証付き数値計算
区間演算のみを用いてある程度規模の大きな問題の精度保証を行おうとすると，
計算速度や区間の幅（精度）に関する問題が発生する．そこで，本節では不動点定
理を用いた解の存在の保証と計算の効率化に基づく精度保証手法について述べる．

2.4.1 非線形方程式の精度保証
ここでは非線形方程式の精度保証に用いられる，Newton法の区間演算版であ
るクラフチック法について述べる．f : R

n → R
nを C1級とし，非線形方程式を

f(x) = 0と書く．また，fのxにおけるヤコビ行列を f ′(x)とし，X ∈ IR
nに対し，

F ′(X)を区間演算で f ′(x)を評価したものとする．このとき，Krawczyk-Mooreの
作用素として次式を定義する．

K(X) := x̃ − Y f(x̃) + {I − Y F ′(X)}(X − x̃)
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ここで，x̃は与えられたX内の点で，Y は任意の正則行列，たとえば (f ′(x))−1の
近似である．また，区間X を与える代わりに通常のNewton法で求めた近似解 x̃

を与え，x̃を含む区間Xを適当な方法で計算しても良い．もし

K(X) ⊂ Xおよび ||I − Y F ′(X)|| < 1

が成り立つならば，非線形方程式 f(x) = 0の解がX内にあり，反復列:

X(k+1) := X(k) ∩ K(X(k))(k = 0, 1, · · · ), X(0) = X

は，X(0)内にある方程式の解に収束することが示される．ただし，|| · ||は行列ノ
ルムを表す．
このKrawczyk-Moore作用素を繰り返し適用することにより，X(k)に非線形方
程式の解を含んだまま，区間X(k)の半径を小さくすることができる．

2.4.2 固有値問題の精度保証
ここでは，一般的な行列に対する固有値問題Av = λvの精度保証方法 [32, 33]に
ついて述べる．
はじめに，この定理の説明で使用する記号を説明する．Kは実数Rもしくは，複
素数Cとする．また，A ∈ Mn(K)をn×nの行列とし，X̃ ∈ Mn,k(K)をAX̃ ≈ λ̃X̃

であるような不変部分空間の基底の近似とする．以下，nを行列の次元、kを不変
部分空間の次元とする．さらに，行列 U と V を以下のように定義する．

U ∈ Mn,n−k(K) は単位行列からある k 個の列を取り去ったものとし，V ∈
Mn,k(K)は U で取り去ったある k個以外の単位行列 n − k列で構成される行列
である．これらは UUT + V V T = Inを満たす．
単一の正規化条件付きの固有値問題







Ax = λx

xi = ξ
(2.1)

を次のように拡大する．






AY = Y M

V T Y = V T X̃

そして，この問題に対して固有値に対する不変部分空間の包み込みを目指すこと
を考える．ここで V T Y = V T X̃は，式 (2.1)の固有値問題における拘束条件 xi = ξ

にあたり，k × k個の要素を拘束している．
この問題に必要な補題を説明する．
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補題 1 Z,X ∈ IK
n, C ∈ IMn(K)が与えられたとする．このとき，

Z + C · X ⊆ int(X)

であれば，各C ∈ Cは収束する．ただし，int(X)は集合Xの内部（内点全体）を
表す．

この補題から次の定理が導かれる．

定理 1 A ∈ Mn(K), X̃ ∈ Mn,k(K), R ∈ Mn(K), そしてX ∈ IMn,k(K)とする．
また，U, V を UUT + V V T = Inとなるような行列とする．いま，

f(X) := −R(AX̃ − λ̃X̃) + {I − R((A − λ̃I)UUT − (X̃ + UUTX)V T )}X

とし，

f(X) ⊆ int(X) (2.2)

であるならば，このとき

AŶ = Ŷ M̂

であるような M̂ ∈ λ̃Ik +V TX ∈ Mk(K), Ŷ ∈ X̂ +UUTX ∈ Mn,k(K)が存在する．

上の定理において，λ̃Ik + V T Xの k個の固有値は，Aのある k個の固有値と一
致する．また，X̃ + UUTXの各列ベクトルはそれら k個の固有値に対する不変部
分空間の基底をなす．この問題では，解の行列Xの中に Y, M の要素を同時に包
み込むようなアルゴリズムを考えている．
次に，X̃, λ̃, Rの求め方について考える．これらには，精度保証を行うための前
提となる仮定が存在しないことが，この方法の優れた点である．唯一の仮定が，式
(2.2)である．特に近似解に関する前提仮定はないので，必要に応じた方法で近似
解を求めればよい．
次に精度保証を実現するために，区間行列Xを求めるための区間反復について
説明する．基本的には，区間反復はXv+1 = f(Xv)で与えられる．しかし，Xが
式 (2.2)を満たすようにするためには，Xにある程度の幅が必要である．これを達
成する適切な方法が epsilon-inflationである．これは具体的には，次のアルゴリズ
ムで与えられる．

R = ((A − λ̃I)UUT − X̃V T )−1;

Z = −R(AX̃ − λ̃X̃);
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C = I − R((A − λ̃I)UUT − X̃V T );

X = Z; α = 0; αmax = 10;

repeat

α = α + 1;

Y = X + 0.1 · [−|Z| − ǫ, |Z| + ǫ];

X = Z + CY + R(UUTYV TY);

ready = (X ∈ int(Y));

until ready or (α = αmax);

if ready

for i = 1 : k

r =
∑

j 6= |(V TX)ij|;
Li = complex(λ̃ + (V TXi)i + [−r, r]);

上のアルゴリズムにおいて，X̃は X̃を包み込むような小さな区間行列，Iは単
位行列 Iを包み込むような小さな区間行列である．また，反復の初期値X0として
は，−R(AX̃ − λ̃) を包み込むような小さな区間をとる．ǫは浮動小数点数の正の
最小の値である．また，Liは行列M := λ̃Ik + V TXに対するゲルシュゴリン円板
を計算している．

2.4.3 多項式の評価の精度保証
多項式 p : R → R

p(t) =
n
∑

i=0

pit
i

を考える [5, 30]．ここで，pi, t ∈ Rである．また，pn = 0とする。多項式 pの値を
点 t ∈ Rで計算する問題を考える．通常，多項式の値の評価にはホーナー法が用
いられる．これは，p(t)を

p(t) = ((· · · ((pnt + pn−1)t + pn−2)t + · · · p2)t + p1)t + p0

の形に変形して計算する方法である．すなわち，ホーナー法は






xn = pn

xi = xi+1t + pi (i = n − 1, · · · , 0)

と計算したとき，p(t) = x0と計算する方法である。
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実数上でホーナー法を用いれば真の値が計算できるが，浮動小数点数システム上
では近似値の計算となる．その計算誤差を評価することを考える．n+1次元ベクト
ルx = (xn, xn−1, · · · , x0)

t, p = (pn, pn−1, · · · , p0)
tを導入する．また，(n+1)×(n+1)

行列Aを

A =























1 0 · · · 0 0

−t 1
... 0

0 0
. . . 0

...
... 0

. . . . . . 0

0 0 · · · −t 1























とする．このとき，ホーナ法の計算過程は次の連立一次方程式方程式の形に変形
することができる．

Ax = p

x0が多項式 p(t)の値である．
浮動小数点数システムF上で，ホーナー法により次のように計算した xを x̃ =

(x̃n, · · · , x̃1)
tとする．







x̃n = pn

x̃i = x̃i+1t
′ + pi (i = n − 1, · · · , 0)

ただし，t′ ∈ [tc − d, tc + d]とする．d ≧ 0は tの丸め誤差であり，係数も丸め誤差
などの影響で pn ∈ [p

n
, pn]と区間評価されているとする．残差 [r]を

[r] j [p] − [A]x̃

と計算する．ただし，[A]は [t] = [tc − d, tc + d]で置き換えられた区間行列である．
行列Aの要素 tを t′で置き換えた行列をA′とすると，A′の逆行列は

A′−1 =























1 0 · · · 0 0

t′ 1
... 0

t′2 t′
. . . 0

...
... 0

. . . . . . 0

t′n t′n−1 · · · t′ 1























で与えられる．よって，その作用素ノルムは

‖A′−1‖∞ =
n
∑

i=0

|t′|i =
1 − |t′|n+1

1 − |t′|
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で与えられる．また，

g = ‖I − A′−1A‖∞ ≦ d max {1, |t′|n−1}

であるから山本の定理 [5]より

p(t) ∈ x̃0 +
(1 − |t′|n+1)/(1 − |t′|)

1 − g
[r0, r0]

と評価される．
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数値計算誤差の影響により，実際は不安定や不可制御であるはずのシステムが
安定や可制御と判定されてしまう可能性がある．本章では制御系解析に関する計
算に浮動小数点数に基づく精度保証付き数値計算を応用し，制御系解析を精度保
証付きで行う手法を提案する [25]．本章では，制御系解析の計算，特に安定性の解
析，可制御性，可観測性における計算結果の品質保証を行う手法を提案する．ま
た，制御系の安定性の解析は行列の正定性に帰着される．行列の正定性の解析が
厳密に行えることで，繰り返し計算の終了判定や，多倍長計算をいつ用いるかの
判断を厳密に行える．また，制御器の検証にも利用できる．

3.1 行列の正定性
まずはじめに，制御系解析の基礎となる行列の正定性の判定について述べる．通
常の数値計算では行列の固有値を求め，全ての固有値の実部が負，つまり複素数
平面上で右半平面にあれば正定，左半平面にあれば不定と判定する．
精度保証付き数値計算を用いた行列の正定性の解析の概要を，図 3.1に示す．精
度保証付き数値計算で固有値を求めた場合，図 3.1に示すように固有値の真の値を
含む集合が求まる．そして，この集合が左半平面のみにある場合は固有値が左半
平面に存在するため，その行列は負定である．同様に，集合が右半平面のみに存
在する場合は正定となる．しかし，集合が左半平面と右半平面にまたがって存在
する場合には真の値が左半平面にあるか，右半平面にあるかを特定できない．そ
こで，このときその行列は正定とはいえない（正定非保証）と呼ぶことにする．な
お，従来の計算法ではこのような行列は正定であるにもかかわらず計算途中の誤
差の影響によって負定であると判定されていた可能性がある．つまり，精度保証
付き数値計算を適用することにより正定性解析における数値的品質を保証するこ
とが可能である．
また，正定とはいえない結果が求まった際には多倍長演算を行うことで演算精
度を上げ，集合の大きさを小さくすることができる．そうすることで集合が左右
どちらかの領域のみに存在することが分かれば，より厳密な判定を行うことも可
能である．
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図 3.1: Analysis of positive definite

3.2 安定性解析
安定性解析は通常の数値計算ではシステムの極 (システム行列の固有値)を求め，
その値の実部が負，つまり複素数平面上で左半平面にあれば安定，右半平面にあ
れば不安定と判定する [22]．そこで，精度保証付き数値計算に基づく安定性の解
析は行列の正定性の判定と同様に，システムの極の真の値を含む集合を求め，そ
の集合が左半平面のみにあればそのシステムは安定，集合が右半平面のみに存在
する場合は不安定となる．そして，左半平面と右半平面にまたがる集合が存在す
る場合には，そのシステムは安定とはいえない（安定非保証）と呼ぶことにする．
従来の計算法ではこのようなシステムは不安定であるにもかかわらず計算途中の
誤差の影響によって安定であると判定されていた可能性がある．つまり，精度保
証付き数値計算を適用することにより安定性解析における数値的品質を保証する
ことが可能となる．
また，安定とはいえない極が求まった際には多倍長演算を行うことで集合を小
さし，より厳密な判定を行うことが可能である．

3.3 可制御性解析
システムが可制御であるための必要十分条件は，次の可制御行列

Uc =
[

B, AB, A2B, · · · , An−1B
]
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図 3.2: Analysis of controllability

の階数 (rank)がシステムの次数と等しいことである [22]．
この rankの計算には，特異値が用いられる．可制御性行列Ucの特異値を求め，
その個数を数えることによって rankを求めることができる．また，行列 Ucの特
異値は UcU

T
c の非零固有値の平方根の個数から求めることができる．

そこで精度保証付き数値計算を可制御性の解析に適用すると，可制御性行列の
特異値を UcU

T
c の非零固有値の平方根から求め，その結果の n個の集合が複素数

平面の右半平面のみに存在すれば，そのシステムは可制御となる．また，左半平
面のみに存在する集合が存在する場合は不可制御となる．左半平面と右半平面に
またがる集合が存在する場合には，可制御ではないとはいえない（可制御非保証）
と呼ぶ．この場合，安定性解析と同様に，多倍長演算を行うことで集合を小さく
し厳密な判定を行うことができる．
精度保証付き数値計算に基づく可制御性解析を，図 3.2に示す．

3.4 可観測性解析
システムが可観測であるための必要十分条件は，次の可観測行列

Uo =
[

CT , AT CT ,
(

AT
)2

CT , · · · ,
(

AT
)n−1

CT

]

の階数 (rank)がシステムの次数 nと等しいことである [22]．可制御性の判定と同
じことが可観測性の判定にも言える．
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3.5 数値例
3.5.1 正定性
次の正定な行列の正定性を判定する．

A =









1 × 10−13 0 0

0 1 × 10−8 0

0 0 1 × 106









この行列の固有値は，{1 × 10−13, 1 × 10−8, 1 × 106}である．この行列の固有値を
数値計算で求めると，数値計算は行わずに行列の対角性から対角成分をそのまま
固有値とする可能性がある．そこで，PAP−1の固有値を計算することで，この行
列の正定性を判別する．ただし，

P =









1 2 3

2 3 1

3 1 2









である．
まず，この行列の固有値をMatlab[34]を用いて近似計算で行った．ただし，Mat-

labのバージョンはMatlab 7.4.0(R2007a)であり，固有値の計算には eigを用いた．
そのときの結果は，� �
ans =

1.000000000000000e+006

-1.656778416991734e-010

9.937794293366050e-009� �
となり，負の値が求まっていることが分かる．この結果より，通常の近似計算によ
る結果ではこの行列は本当は正定であるにもかかわらず，不定であると判定され
てしまう．
次に，この問題を文献 [32]のアルゴリズム（2.4.2節参照）を実装したプログラ
ムを用いて精度保証付きで解いた結果を以下に示す．
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� �
=== 下限 ( 3 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ( 1)-Imag ]

( 1) 9.99999999999999700000e+05 -2.58348258777909300000e-10

( 2) 9.77663834080325700000e-09 -2.73946132054600800000e-10

( 3) -2.23520802189105180000e-10 -1.86086399154524340000e-10

=== 上限 ( 3 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ( 1)-Imag ]

( 1) 1.00000000000000010000e+06 2.58348258777909300000e-10

( 2) 1.03245306049124600000e-08 2.73946132054600800000e-10

( 3) 1.48651996119943500000e-10 1.86086399154524340000e-10
� �
上記の結果は，区間の中に真の解が存在することを保証している．しかし，実部
が正と負にまたがる区間が存在している．よって，上記の結果は不定の可能性が
あること（正定非保証）を示している．
そこで，この問題を多倍長演算パッケージ [20]を用いて多倍長精度保証付きで
解いた結果を以下に示す．用いた桁数は 10進数で 115桁である．ただし，スペー
スの都合から始めの 17桁だけを示す．� �
=== 下限 ( 3 x 1) NumericalComplexMatrix ===

[ ( 1)

( 1) 9.999999999999999999e+5, -4.2458518394324352341e-109

( 2) 9.999999999999999999e-9, -2.9576600432330973724e-109

( 3) 9.999999999999999999e-14, -3.3256488442925279264e-109

=== 上限 ( 3 x 1) NumericalComplexMatrix ===

[ ( 1)

( 1) 1.000000000000000000e+6, 4.24585183943243523414e-109

( 2) 1.000000000000000000e-8, 2.95766004323309737248e-109

( 3) 1.000000000000000000e-13, 3.32564884429252792644e-109
� �
上記の結果は実部の区間が正の範囲だけに存在しており，行列が正定であること
を示している．このように，精度保証付き数値計算と多倍長演算を用いた高品質
数値計算を用いることで行列の正定性を正確に判定できることが分かる．
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3.5.2 安定性解析
以下に示す不安定なシステムを考える．

A =

























1 × 10−15 5 0 0 0 0

−5 1 × 10−15 0 0 0 0

0 0 −1 × 10−15 1 0 0

0 0 −1 −1 × 10−15 0 0

0 0 0 0 −1 × 106 1

0 0 0 0 −1 −1 × 106

























この行列Aの固有値は，{1 × 10−15 ± 5i,−1 × 10−15 ± i,−1 × 106 ± i} である．
PAP−1の固有値を計算することで，このシステムの安定性を判別する．ただし，

P =

























1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1

3 4 5 6 1 2

4 5 6 1 2 3

5 6 1 2 3 4

6 1 2 3 4 5

























である．
まず，この行列の固有値をMatlabを用いて近似計算で行った．ただし，Matlab

のバージョンはMatlab 7.4.0(R2007a)であり，固有値の計算には eigを用いた．� �
ans =

-1.000000000000000e+006 +9.999999994598671e-001i

-1.000000000000000e+006 -9.999999994598671e-001i

-7.193839968167026e-011 +4.999999999915726e+000i

-7.193839968167026e-011 -4.999999999915726e+000i

-1.067682791136559e-010 +9.999999999513519e-001i

-1.067682791136559e-010 -9.999999999513519e-001i� �
上記の結果より全ての固有値が負なので，このシステムは本当は不安定であるに
もかかわらず，安定であると判定されてしまう．
次に，この問題を文献 [32]のアルゴリズム（2.4.2節参照）を実装したプログラ
ムを用いて精度保証付きで解く．
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� �
=== 下限 ( 6 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ( 1)-Imag ]

( 1) -4.500481476049808000E-09 4.999999995556542000E+00

( 2) -4.500481476049808000E-09 -5.000000004592676000E+00

( 3) -3.619388657009296700E-09 9.999999964840166000E-01

( 4) -3.619388657009296700E-09 -1.000000003815167300E+00

( 5) -1.000000000000004400E+06 9.999999957079747000E-01

( 6) -1.000000000000004400E+06 -1.000000004584910700E+00

=== 上限 ( 6 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ( 1)-Imag ]

( 1) 4.535651901626914500E-09 5.000000004592676000E+00

( 2) 4.535651901626914500E-09 -4.999999995556542000E+00

( 3) 3.711761882562505000E-09 1.000000003815167300E+00

( 4) 3.711761882562505000E-09 -9.999999964840166000E-01

( 5) -9.999999999999953000E+05 1.000000004584910700E+00

( 6) -9.999999999999953000E+05 -9.999999957079747000E-01
� �
上記の結果は，区間の中に真の解が存在することを保証している．しかし，実部
が正と負にまたがる区間が存在している．よって，上記の結果は安定非保証であ
り，不安定の可能性があることを示している．
そこで，この問題をこの問題を多倍長演算パッケージ [20]を用いて多倍長精度
保証付きで解いた結果を以下に示す．用いた桁数は 10数で 115桁である．ただし，
スペースの都合から始めの 17桁だけを示す．
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� �
=== 下限 ( 6 x 1) NumericalComplexMatrix ===

[ ( 1)

( 1) 9.999999999999999999e-16, 4.9999999999999999999e+0

( 2) 9.999999999999999999e-16,-5.0000000000000000000e+0

( 3) -1.000000000000000000e-15, 9.9999999999999999999e-1

( 4) -1.000000000000000000e-15,-1.0000000000000000000e+0

( 5) -1.000000000000000000e+6, 9.9999999999999999999e-1

( 6) -1.000000000000000000e+6, -1.0000000000000000000e+0

=== 上限 ( 6 x 1) NumericalComplexMatrix ===

[ ( 1)

( 1) 1.000000000000000000e-15, 5.0000000000000000000e+0

( 2) 1.000000000000000000e-15,-4.9999999999999999999e+0

( 3) -9.999999999999999999e-16, 1.0000000000000000000e+0

( 4) -9.999999999999999999e-16,-9.9999999999999999999e-1

( 5) -9.999999999999999999e+5, 1.0000000000000000000e+0

( 6) -9.999999999999999999e+5,- 9.9999999999999999999e-1
� �
上記の結果より，実部が正の領域のみに存在する区間があることから，このシス
テムは不安定であることを示している．このように，精度保証付き数値計算と多
倍長演算を用いた高品質数値計算を用いることでシステムの安定性を正確に判定
できることが分かる．
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精度保証付き数値計算を用いて制御系を設計することで，計算誤差の問題を解
決した精度保証付き制御系を設計することができる．そして，求まった集合の要
素である制御器が制御器としての条件を満たすかどうかを確認する，制御器検証
問題を定義する．制御器の検証を行う際にも，精度保証付き数値計算を用いる．こ
の手法を用いることによって，検証付き制御器を求めることができる．本章では，
この検証付き制御系設計手法について述べる．
また，制御問題を精度保証付きで解くと制御器の集合が得られるが，実際に制
御器を実装する際には 1個の制御器を決める必要がある．そこで，設計仕様を満
たすこと（設計仕様に近い性能）を最も保証できるものを選択する数値的最適制
御問題を定義し，その解法を提案する．

4.1 制御器検証問題
本節では，一般的な場合について制御器検証問題を定義する．制御器の評価を
精度保証付き数値計算を用いて行うと，制御器の保証できる性質が集合として求
まる．そこで，制御器の満たすべき条件をC，制御器の保証できる性質（集合）を
Sとする．このとき，制御器検証問題はつぎのように与えられる．

問題 1 (制御器検証問題) C と Sが与えられたとき，C を満たす s ∈ Sが存在す
るか否かを調べよ．

もしこのような sが存在すれば，その制御器は制御器の満たすべき条件を満たさ
ないとはいえないので，その制御器は妥当でないとはいえないと判定される．そ
して，もしこのような sが存在しなければ，その制御器は制御器の満たすべき条
件を満たさないために，妥当でないと判定される．また，SがCに含まれるとき，
その制御器は制御器の満たすべき条件を満たすので，その制御器は妥当であると
判定される．図 4.1に制御器検証問題の概要を示す．
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図 4.1: Schematic of controller verification problem

4.2 数値的最適制御問題
数値的最適制御問題は精度保証付きで求まった制御器の集合から，検証付きの
制御器を選択し，その中から設計仕様を満たすこと（設計仕様に近い性能）を最
も保証できるものを選択する問題である．数値的最適制御問題はつぎのように与
えられる．

問題 2 (数値的最適制御問題)

min
F̃∈F

K(F̃ ) (4.1)

subject to C

ただし，F は与えられた制御系設計問題を精度保証付きで解いて得られた制御器
の集合，F̃ はF内の値を選択して作成した制御器（数値解），K(F̃ )は設計仕様の
非適合度に関する式，Cは制御器の満たすべき条件である．
数値的最適制御問題の評価関数K(F̃ )は，設計仕様の非適合度に関する式であ
る．K(F̃ )は F̃ を用いて設計仕様に関する式を精度保証付きで計算し，その結果
（集合）と与えられた設計仕様（集合）の中で最も離れている要素間の距離を求め
る．そして，制御器の検証条件を満たし，K(F̃ )を最小にする F̃ をF の中から探
すことで，検証付きかつ設計仕様を満たすことを最も保証できる制御器（数値解）
を選択することができる．
数値的最適制御問題を解くアルゴリズムを以下に示す．

(S1) 精度保証付き数値計算で求めた制御器の解の集合から数値解を選択し，最適
解を探す候補集合を作成する．

(S2) 候補集合の中から，妥当な制御器と妥当でないとはいえない制御器の集合を
求める．
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(S3) 求まった妥当な制御器と妥当でないとはいえない制御器に対して評価式K(F̃ )

を計算し，最適な解を数値的最適制御器とする．

4.3 状態フィードバックの精度保証付き数値計算
本論文では，精度保証付き制御系設計手法の具体例として状態フィードバック
を精度保証付きで設計する手法を提案する．
まず，状態フィードバックについて簡単に説明する．
システム

ẋ = Ax + Bu

y = Cx

を考える．図 4.2にこのシステムの状態フィードバックの概略図を示す．uは入力，
F はフィードバックゲインである．図 4.2のように状態 xをフィードバックすると

u = −Fx

ẋ = Ax + B (−Fx) = (A − BF )x

となり，この解は

x(t) = e(A−BF ) tx0

となる．ただし，x0は初期状態である．したがって，フィードバックゲイン F を
操作することによってA − BF の固有値を変え，閉ループ系の安定性を変更する
ことが可能である．

図 4.2: Schematic of state feedback
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本研究では，この状態フィードバック制御を精度保証付きで行い，精度保証付
き状態フィードバック制御系を設計することを考える．精度保証付き状態フィー
ドバック制御系を設計するとは，設計時に発生する数値計算誤差の限界を計算し，
設計仕様を含む制御器の集合を求めることで数値的品質を保証した制御系を設計
することである．
以下の節では，状態フィードバック制御系設計の具体例として極配置問題とLQ

制御問題を考える．

4.4 極配置問題の検証付き解法
4.4.1 極配置問題
本節では，以下に示す極配置問題 [22, 23]を考える．極配置問題は (A,B)が可制
御なシステム

ẋ = Ax + Bu : A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m

と指定極P が与えられた時にA−BF の固有値（極）を指定極P に配置するフィー
ドバックゲイン F を求める問題である．

4.4.2 極配置制御器検証問題
極配置問題 [22, 23]では，得られたフィードバックゲインを用いた閉ループ系の
極が指定極に配置されているかどうかが重要である．問題によっては，閉ループ
系の極が指定極と全く異なる位置に配置される可能性がある．そこで，極がどこ
に配置されるかの検証が必要である [13, 15]．よって，指定極が極配置制御器検証
問題での制御器の満たすべき条件Cである．また，得られたフィードバックゲイ
ン F を用いてA − BF の固有値を精度保証付きで計算すると，結果が複素円区間
として求まる．本問題では，制御器の保証できる性質（集合）Sをこの円複素区間
とする．もし，指定極がこのA − BF の固有値の半径と中心からなる円盤上に存
在すれば，フィードバックゲインによって得られた精度保証付き固有値は指定極
を含む．これは，A−BF の固有値が指定極と一致する可能性があることを示して
いる．つまり，そのフィードバックゲインは妥当でないとはいえない制御器であ
る．また，もし図 4.3(b)に示すように指定極が円盤上に存在しないならば，その
フィードバックゲインは妥当でない制御器である．図 4.3に極配置制御器検証問題
の概要を示す．
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図 4.3: Schemeatic of Pole placement controller verification problem

4.4.3 数値的最適極配置問題
制御対象として可制御なシステム

ẋ = Ax + Bu

について考える．ただし，x ∈ R
n, u ∈ R, A ∈ R

n×n, B ∈ R
nであり，l個の指定

極があり，Piが i番目の指定極である極配置問題を精度保証付きで解いて得られ
たフィードバックゲインをF とする．このとき，数値的最適極配置問題はつぎの
ように与えられる [13, 15]．

問題 3 (数値的最適極配置問題)

min
F̃∈F

K(F̃ ) (4.2)

subject to Pi ∈ [E]i 　

ただし，

K(F̃ ) = max
1≦i≦l

∣

∣

∣

∣

∣

[

[E]i − Pi

Pi

]∣

∣

∣

∣

∣

(4.3)

F̃ はF 内の値を選択して作成した点行列（数値解），[E]iは i番目の指定極 Piに
対応するA − BF の固有値を精度保証付きで求めた複素円区間である．
極配置問題の理想的な状態は得られたフィードバックゲインによって配置された
極が指摘極と完全に一致することなので，フィードバックゲインの評価にEi − Pi

を用いる．(4.3)式では [E]i − Piを計算することで，区間 [E]iの中で Piから最も
遠い点までの距離を求め，評価を行っている．これにより，設計仕様を満たすこ
と（設計仕様に近い性能）を最も保証できる制御器（数値解）を区間行列の中か
ら選択することができる．また，(4.3)式の分母は i番目の指定極である．極が虚
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軸から遠い場合，状態の収束が早いので虚軸に近い極の方が重要である．そこで，
原点で正規化することによって重み付けを行っている．そして，(4.3)式を最小に
するフィードバックゲインを数値的最適フィードバックゲインとする．
数値的最適極配置問題の解法手順を以下に示す．

(S1) 精度保証付きで求めたフィードバックゲインの集合から数値解を選択し，最
適制御器を探す候補集合を作成する．

(S2) 候補集合の中から，妥当でないとはいえないフィードバックゲインの集合を
求める．

(S3) 求まった妥当でないとはいえないフィードバックゲインに対して (4.3)式を
計算し，評価値を最小にするフィードバックゲインを数値的最適極配置制御
器とする．

4.4.4 極配置問題の精度保証付き計算アルゴリズム
簡単化のために，1入力系，つまりm = 1の場合について考える．また，希望
固有値を r0, r1, · · · , rn−1とし，フィードバックゲイン F = [f0, f1, · · · , fn−1]を求
める．極配置問題を精度保証付きで解くアルゴリズムを以下に示す [13, 15]．

(S1) 可制御標準形への変換行列 T を区間演算を用いて，つぎのように求める．

T =
[

B, AB, A2B, · · · , An−1B
]





















α1 α2 · · · αn−1 1

α2 α3 · · · 1 0
...

... . . . 0
...

αn−1 1 · · · 0 0

1 0 · · · · · · 0





















ただし，α0, · · · , αn−1は特性多項式 |sI −A| = sn +αn−1s
n−1 + · · ·+α1s+α0

の係数の下限と上限をCPUの丸めモード [35]を変更して求めたものである．

(S2) 状態フィードバックを施した閉ループ系の特性方程式は，

sn + (αn−1 + f̄n−1)s
n−1 + · · · + (α1 + f̄1)s + (α0 + f̄0)s = 0

となる．一方，希望固有値をもつ特性方程式を

(s − r0)(s − r1) · · · (s − rn−1) = sn + θn−1s
n−1 + · · · + θ1s + θ0
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とする．この 2式の係数を比較して，


































θ0 = α0 + f̄0 → f̄0 = θ0 − α0

θ1 = α1 + f̄1 → f̄1 = θ1 − α1

...

θn−1 = αn−1 + f̄n−1 → f̄n−1 = θn−1 − αn−1

を区間演算で求める．

(S3) フィードバックゲイン F を

F = F̄ T−1 = [f̄0, f̄1, f̄2, · · · , f̄n−1]T
−1

= [θ0 − α0, θ1 − α1, · · · , θn−1 − αn−1]T
−1

の区間行列演算によって求める．ただし，T−1は線形方程式の精度保証を用
いて T の逆行列（2.1節参照）を計算する．

多入力系も同様に可制御標準形の変形から求めることができる [36]．

4.5 LQ制御問題の検証付き解法
4.5.1 LQ制御問題
本節では，以下に示す LQ制御問題 [22, 23]を考える．LQ制御問題では (A,B)

が可制御なシステム

ẋ = Ax + Bu : A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m

に対して，つぎの二次形式評価関数 (スカラ量)を考える．

J =
∫ ∞

0

{

xT Qx + uT Ru
}

dt

ここで，Q ∈ R
n×n, R ∈ R

m×nは重み行列であり，Qは半正定，Rは正定な対称
行列である．LQ制御問題はこの評価関数 Jを最小にする最適フィードバック制御
入力 uを求める問題である．この J を最小にする最適フィードバック制御入力 uo

はフィードバック係数行列 F を用いて，

uo = −Fx

= −R−1BT Px
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と表せる．ただし，F = R−1BT P である．また，P は任意の n次の対称行列で，
つぎのリカッチ方程式の唯一な正定値の解である．

AT P + PA + Q − PBR−1BT P = 0 (4.4)

4.5.2 LQ制御器検証問題
LQ制御器の検証条件として，以下のリカッチ方程式の数値解 P̃ に関する条件
を用いる [16–18]．

(C1) P̃ > 0

(C2) P̃ = P̃ T

(C3) AT P̃ + P̃A + Q − P̃BR−1BT P̃ = 0

1つ目の条件は固有値を精度保証付きで求め [32],その結果の領域が右半平面だ
けに存在するか（精度保証付き固有値の存在範囲が正の範囲だけか）を確かめる
ことで確認できる．2つ目の条件は対称な成分の値を比較することによって,検証
できる．3つ目の条件は求めた解をリカッチ方程式の左辺に代入して区間演算を行
い，残差ノルムが十分小さいかを確認する．ただし，ノルムの計算には文献 [9, 29]

で定義されている無限大ノルムを用いる．

4.5.3 数値的最適LQ制御問題
制御対象として可制御なシステム

ẋ = Ax + Bu

について考える．ただし，x ∈ R
n, u ∈ R, A ∈ R

n×n, B ∈ R
nであり，AとBは

可制御標準形で与えられているとし，重み行列Q ∈ R
n×n, Q = QT ≧ 0, R = 1

である LQ制御問題のリカッチ方程式を精度保証付きで解いて得られた解を P と
する．このとき，数値的最適 LQ制御問題はつぎのように与えられる [16–18]．

問題 4 (数値的最適LQ制御問題)

min
P̃∈P

K(P̃ ) (4.5)

subject to (C1), (C2), (C3) 　
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ただし，

K(P̃ ) =























































max
1≦i≦n

max
1≦j≦n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣







[

Q̃
]

ij
− Qij

Qij







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Qij 6= 0)

max
1≦i≦n

max
1≦j≦n

∣

∣

∣

∣

[

[

Q̃
]

ij

]
∣

∣

∣

∣

(Qij = 0)

(4.6)

P̃ は P 内の値を選択して作成した点行列（数値解），Qij はQの (i, j)成分，
[

Q̃
]

は

Q̃ := −AT P̃ − P̃A + P̃BR−1BT P̃

を区間演算で計算して得られた区間行列である．
この問題で制御対象は可制御標準形でありR = 1であるので，フィードバック
ゲインF はリカッチ方程式の解P の n行目を取り出すだけで計算できる．そこで，
数値的最適 LQ制御問題ではフィードバックゲインの区間から数値解を選択する
代わりに，リカッチ方程式の解の区間から最も設計仕様を満たすものを選択する．
また，P̃ がリカッチ方程式の真の解と一致するとき，Q̃はQと一致するので，P̃

の評価に Q̃−Qを用いる．(4.6)式では
[

Q̃
]

ij
−Qijを計算することで区間

[

Q̃
]

ij
の

中でQijから最も遠い点までの距離を求め，評価を行っている．これにより，設計
仕様を満たすこと（設計仕様に近い性能）を最も保証できる制御器（数値解）を
区間行列の中から選択することができる．
数値的最適 LQ制御問題のアルゴリズムを以下に示す．

(S1) 精度保証付き数値計算で求めたリカッチ方程式の解の集合から数値解を選択
し，最適解を探す候補集合を作成する．

(S2) 候補集合の中から，妥当でないとはいえないリカッチ方程式の解の集合を求
める．

(S3) 求まった妥当でないとはいえないリカッチ方程式の解に対して (4.6)式を計
算し，最適な解を求める．

(S4) 得られたリカッチ方程式の解からフィードバックゲインを求め，数値的最適
制御器とする．
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4.5.4 リカッチ方程式の精度保証付き計算アルゴリズム
精度保証付き数値計算を用いてリカッチ方程式を解く際に通常の近似計算と同
じアルゴリズム（有本・ポッターの方法 [22]）をそのまま精度保証付きで行うと，
精度の悪い解である大きな半径を持つ区間行列が求まる可能性がある．そこで，本
研究では解の精度を向上させるためにリカッチ方程式を非線形方程式としてとら
え，固有値の精度保証計算を用いて求まったリカッチ方程式の解を初期区間とし
てクラフチック法 [4–6] を適用する手法を提案する [16–18]．クラフチック法を用
いたリカッチ方程式の精度保証付き計算アルゴリズムを以下に示す．

(S1) ハミルトン行列

H =

[

A −BR−1BT

−Q −AT

]

の固有値を精度保証付き数値計算で求める [32]．

(S2) 固有値の中で負の実部を持つ（精度保証付き固有値の存在範囲が左半平面に
ある）ものを求めて，r1, r2, · · · , rnとする．

(S3) r1, r2, · · · , rnに対応する固有空間の基底を精度保証付き数値計算で求め [32]，
つぎのように二つに分ける．

[

v1

u1

]

, · · · ,

[

vn

un

]

ただし，vi ∈ IC
n×1, ui ∈ IC

n×1である．

(S4) リカッチ方程式の解 P をつぎの区間演算により求める．

P = [u1, u2, · · · , un][v1, v2, · · · , vn]−1

(S5) リカッチ方程式を非線形方程式 f(P ) = AT P + PA + Q − PBR−1BT P = 0

として定義し，求めたリカッチ方程式の解P を初期区間としてクラフチック
法を適用する．

上記のアルゴリズムにより，リカッチ方程式の真の解を含む半径の小さい区間
行列を求めることができる．また，本提案手法は非線形方程式を解く前の段階で
すでに（固有値に基づく計算により）LQ制御器に必要な条件とクラフチック法の
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初期条件を満たしていることが期待できる初期解区間が求まっており，微分値は
自動微分 [4, 5, 30]を用いて計算を行うという特徴を持つ．
上記のリカッチ方程式の精度保証付き計算アルゴリズムにより P の区間行列を
求めた後は，F = R−1BT P を区間演算を用いて計算することによりF を精度保証
付きで求めることができる．

4.6 数値例
4.6.1 極配置問題の精度保証付き数値計算
数値例として以下のシステムを考える．指定極はP = −1,−5,−10,−15,−20,−25

である．

A =

























1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 5 0

0 0 0 0 0 50000

























, B =

























1

1

1

1

1

1

























この問題はAの条件数が 50000であり，非常に感度の高い問題である.

まず，通常の近似計算でフィードバックゲインを求める．計算には，Java数値
計算パッケージNFC[37]を用いた（文献 [23]に示されている可制御標準形からの
方法を用いている.特別な最適化は行っていない）．� �
===近似解 F(1 x 6) Matrix===

( 1) ( 2)
( 1) -9.639806218498292000E-01 8.509152983176330000E+00

( 3) ( 4)
( 1) -2.418811769229065300E+01 2.785936334204669000E+01

( 5) ( 6)
( 1) -1.128626546904882800E+01 5.060212104148602000E+04

� �
このフィードバックゲインの近似値を用いたA − BF の固有値を以下に示す．
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� �
=== 固有値 (6 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ] [ ( 1)-Imag ]
( 1) 5.556514690020053500E+00 1.015862498610436800E+01
( 2) 5.556514690020053500E+00 -1.015862498610436800E+01
( 3)-4.736678870134883000E-01 0.000000000000000000E+00
( 4)-6.430407250185999000E-01 2.810712219574160300E+00
( 5)-6.430407250185999000E-01 -2.810712219574160300E+00
( 6)-5.964044740710399000E+02 0.000000000000000000E+00

� �
上記の結果は指定極と全く対応していない．よって，上記の近似的に求めたフィー
ドバックゲインは妥当でない．
そこで，上記の問題を精度保証付きで解く．
この問題についてフィードバックゲインを求めると，フィードバックゲインの
区間は以下のようになる．� �

=== 下限 ( 1 x 6) Matrix ===
( 1) ( 2)

( 1) -9.609792195860576000E-01 8.482659306355298000E+00
( 3) ( 4)

( 1) -2.411280676849047200E+01 2.777262180964545400E+01
( 5) ( 6)

( 1) -1.125112511255948200E+01 5.009106962998430000E+04
=== 上限 ( 1 x 6) Matrix ===

( 1) ( 2)
( 1) -9.609792195827667000E-01 8.482659306389033000E+00

( 3) ( 4)
( 1) -2.411280676832195300E+01 2.777262180984378800E+01

( 5) ( 6)
( 1) -1.125112511246289800E+01 5.009106962998450000E+04

� �
この区間の中に，真の解が含まれていることが保証されている．

4.6.2 LQ制御問題の精度保証付き数値計算
LQ制御問題の精度保証付き数値計算の数値例としてつぎの問題，文献 [38]の

Example 12を考える．制御対象の係数行列と重み行列を

A = V A0V, B = I, Q = V Q0V, R = εI

とする．ただし，

A0 = ε diag (1, 2, 3) , Q0 = diag
(

1

ε
, 1, ε

)

V = I − 2

3
vvT , vT =

[

1 1 1
]
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であり，εはパラメータである．
この問題は解析的に解くことが可能であり，リカッチ方程式の解およびそのと
きのフィードバックゲインは

P = V diag(x1, x2, x3) V (4.7)

F =
1

ε
V diag(x1, x2, x3) V

である．ただし，

x1 = ε2 +
√

ε4 + 1

x2 = 2ε2 +
√

4ε4 + ε

x3 = 3ε2 +
√

9ε4 + ε2

である．以下では ǫの値を ǫ = 106とする．
まず，精度保証付き数値計算と多倍長計算 [20]を組み合わせて計算した (4.7)式

の値の小数点以下 20桁までの値を示す．

Pans =









p1 p2 p3

p2 p4 p5

p3 p5 p6









(4.8)

ただし，

p1 = 4.66666666666674074085× 1012

p2 = 1.33333333333340740735× 1012

p3 = −3.70369259260360082304× 10−2

p4 = 4.00000000000007407410× 1012

p5 = −1.33333333333337037042× 1012

p6 = 3.33333333333335185196× 1012

である．この結果は 10進数 100桁分の精度で計算したものであり，区間半径も約
100桁である．つまり，この 21桁の値は完全に正しいことが保証されている．
つぎにMatlab[34]のリカッチ方程式のソルバーを用いて，リカッチ方程式の解

とフィードバックゲインを求める．そのときの値は，



40 第 4章 検証付き制御系設計
� �
P =

Columns 1 through 2
4.666597159042693e+012 1.333574498305712e+012
1.333574498305712e+012 4.000426567390165e+012

-4.985213423937625e+008 -1.333624105707470e+012
Column 3
-4.985213423937625e+008
-1.333624105707470e+012
3.333446698627802e+012

F =
Columns 1 through 2

4.666597159042694e+006 1.333574498305712e+006
1.333574498305712e+006 4.000426567390165e+006

-4.985213423937625e+002 -1.333624105707470e+006
Column 3
-4.985213423937625e+002
-1.333624105707470e+006
3.333446698627802e+006� �

ただしMatlabのバージョンは 7.5.0(R2007b)であり，リカッチ方程式のソルバー
は careである．エラーメッセージや警告は出ていないが，P の (1, 3)成分と (3, 1)

成分が (4.8)式と大きく異なっていることがわかる．この P を (4.4)式の左辺に代
入して区間演算を行い残差ノルムを求めると，

5.790255989639168 × 1015

となり，非常に大きな値が求まる．つまり，この P は妥当でない．
そこで，この問題を本論文で提案した手法を Javaで実装したプログラムを用い
て精度保証付きで解くと，リカッチ方程式の解は� �
=== IP中心 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 4.66666666666674200000e+12 1.33333333333340770000e+12
(2) 1.33333333333340770000e+12 4.00000000000007500000e+12
(3) -3.74661044560184940000e-02 -1.33333333333336940000e+12

( 3)
(1) -3.74672971643518200000e-02
(2) -1.33333333333336940000e+12
(3) 3.33333333333335300000e+12
=== IP半径 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 1.95312500000000000000e-03 1.95312500000000000000e-03
(2) 1.70898437500000000000e-03 2.92968750000000000000e-03
(3) 6.60016460905743500000e-04 1.95312500000000000000e-03

( 3)
(1) 6.18534979424337200000e-04
(2) 1.70898437500000000000e-03
(3) 1.95312500000000000000e-03

� �
となる．この区間にリカッチ方程式の解，(4.8)式が存在することが保証されてい



4.6. 数値例 41

る．この区間の中心の有効桁数を求めると，� �
=== 有効桁数 ( 3 x 3) IntegerMatrix ===

( 1) ( 2) ( 3)
( 1) 15 14 1
( 2) 14 15 14
( 3) 1 14 15

� �
となる．また，求めた区間 IP の中心を (4.4)式の左辺に代入して残差ノルムを求
めると，

1.1648 × 105

となる．
このように，精度保証付き数値計算で求まった結果は中心と半径で得られるた
め，その結果から中心の値を用いるかどうかを選択できる．また，残差ノルムが
小さい時には得られた結果の誤差も小さく，残差ノルムが大きい時には得られた
結果の誤差も大きくなる．これより，求まったリカッチ方程式の解を (4.4)式の左
辺に代入して残差ノルムを求める手法の妥当性がわかる．
リカッチ方程式の解を精度保証付きで求めるのにかかった時間は，0.437秒であ
る．ただし計算機環境は，OS: Windows XP Professional SP3，CPU: Core2Duo

E6750(2.66GHz)，メモリ: 2GBである．

4.6.3 数値的最適LQ制御問題
つぎに数値的最適LQ制御問題の数値例としてつぎの問題，文献 [38]のExample

9を考える．
制御対象の係数行列と重み行列を

A =

[

0 ε

0 0

]

, B =

[

0

1

]

, Q =

[

1 0

0 1

]

, R = 1

とする．ただし，εはパラメータである．この問題は解析的に解くことが可能であ
り，リカッチ方程式の解およびそのときのフィードバックゲインは

P =







√
1 + 2ǫ

ǫ
1

1
√

1 + 2ǫ





 (4.9)

F =
[

1
√

1 + 2ǫ
]

である．以下では ǫの値を ǫ = 10−15とする．
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まず，精度保証付き数値計算と多倍長計算を組み合わせて計算した (4.9)式の値
の浮動小数点以下 17桁までの値を示す．

Pans =

[

1.00000000000000099 × 1015 1.00000000000000000

1.00000000000000000 1.00000000000000099

]

(4.10)

この結果は 10進数 100桁分の精度で計算したものであり，区間半径も約 100桁で
ある．つまり，この 18桁の値は完全に正しいことが保証されている．
つぎにMatlabのリカッチ方程式のソルバーを用いて，リカッチ方程式の解と
フィードバックゲインを求める．そのときの値は，� �
P =

9.999998393676155e+014 1.000000000000013e+000
1.000000000000013e+000 1.000000000000001e+000

F =
1.000000000000013e+000 1.000000000000001e+000� �

ただしMatlabのバージョンは 7.5.0(R2007b)であり，リカッチ方程式のソルバー
は careである．この P を (4.4)式の左辺に代入して区間演算を行い残差ノルムを
求めると，

1.606324260272629 × 10−7

となる．
つぎに，この問題について数値的最適 LQ制御問題を解く．

(S1) この問題のリカッチ方程式の解を精度保証付きで求めると，
リカッチ方程式の解の区間� �
=== IP下限 ( 2 x 2) Matrix ===

( 1) ( 2)
( 1) 1.00000000000000060000e+15 9.99999999999999600000e-01
( 2) 9.99999999999999600000e-01 1.00000000000000090000e+00
=== IP上限 ( 2 x 2) Matrix ===

( 1) ( 2)
( 1) 1.00000000000000160000e+15 1.00000000000000040000e+00
( 2) 1.00000000000000040000e+00 1.00000000000000130000e+00

� �
となる．この区間にリカッチ方程式の解，(4.10)式が存在することが保証されて
いる．求まった区間行列 IPの (1, 1)成分の区間には 9個，(1, 2)成分の区間には 7

個，(2, 1)成分の区間には 7個，(2, 2)成分の区間には 3個の浮動小数点がある．し
たがって，候補集合の要素は 9 × 7 × 3 = 189個である．
(S2) 189個の候補の内，妥当でないとはいえないリカッチ方程式の解の個数は 23

個であった．
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(S3) これらのリカッチ方程式の解について (4.6)式を計算する．(4.6)式を最も小
さくする解は

P =

[

1.0000000000000006 × 1015 1.0000000000000000

1.0000000000000000 1.0000000000000009

]

であった．そのときの (4.6)式の値は，

8.88178419700125616 × 10−16

である．
(S4) 求まったリカッチ方程式の解からフィードバックゲインを求めると，

F =
[

1.0000000000000000 1.0000000000000009
]

となる．
上記の P をリカッチ方程式の左辺に代入し残差ノルムを求めると，

1.085394 × 10−15

となり，非常に小さい値が求まっている．
今回の問題を解くのにかかった時間を表 4.1に示す．計算機環境は，前記の環境
と同じである．この計算全体にかかる時間が約 0.7秒であるので実用的な時間で求
めることができている．

表 4.1: Computational Time

Step Time(ms)

Step (S1)(Computation of interval P + select can-

didates of optimal P)

171.0(156.0+15.0)

Step (S2) 547.0

Step (S3) 16.0

Step (S4) 0.0

Total 734.0

なお、クラフチック法を適用しなかった場合にかかる時間を表 4.2に示す．クラ
フチック法を適用することにより約 1/3の時間で問題を解くことができており，提
案したリカッチ方程式の解法の有効性がわかる．
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表 4.2: Computational Time without Krawczyk method

Step Time(ms)

Step (S1)(Computation of interval P + select can-

didates of optimal P)

141.0(94.0+47.0)

Step (S2) 2078.0

Step (S3) 16.0

Step (S4) 0.0

Total 2235.0
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数値的最適制御器の候補集合を作成するためには，区間行列（制御器の集合）の
要素の区間から浮動小数点を選択する必要がある. この時，精度保証付きで求まっ
た解の精度が悪いと大きな半径を持つ区間行列（制御器の集合）が求まる．半径
の大きな区間行列が求まると，区間内の浮動小数点の個数が増えてしまう．その
ため数値的最適制御器の候補が多くなってしまい，数値的最適制御器の選択に多
くの時間が必要となる．
この問題を解決するために，以下の 2つの方法を提案する．

1. 区間行列に修正は行わず， 部分探索を行う

2. 区間行列に修正を行った後に，全探索を行う

前者の方法では，ヒューリスティックの一種である遺伝的アルゴリズム（GA）[26]

を用いることで候補集合を作成する [15]. 後者の方法ではクラフチック法 [4–6]や多
倍長演算 [19, 20]を用いて区間の半径を小さくした後に全探索を行う [17, 18, 27, 28]．

5.1 GAを用いた候補集合の作成
本節では数値的最適制御問題において候補者集合を作成する際に遺伝的アルゴ
リズム（GA）[26]を用いる手法を提案する [15].図 5.1にGAの計算の流れを示す．
本論文ではGAの一種である実数値GAを用いる．通常のGAでは固体をバイ
ナリ文字列として表現する手法がよく用いられる．これにたいして，実数値 GA

では実数値をそのまま固体として扱うことができる．そこで本研究ではこの実数
値GAを用い，個体を区間内の浮動少数点のインデックスの行列とし，計算を行
う際にはそのインデックスの点の表す値を用いる．そして，数値的最適制御問題
の評価関数を適応度の計算に用い，交叉にUNDX法を使う，そして突然変異には
一様乱数を用いる. GAを用いることで，区間行列から候補集合を効率的に選択す
ることができる．



46 第 5章 数値的最適制御器問題の効率的解法

図 5.1: Flow of GA

UNDX(Unicode Normal Distribution Crossover)法は，実数を個体として用いる
実数値GAの一種である．両親を a, bとする．そして，次の個体 cを以下の式で決
定する．

c = m + ξd

ただし，m = (a + b)/2, d = a − b, ξ ∼ N(0, σ2)であり，σはパラメータである．
また，一様乱数による突然変異では固体 xが区間 [XMIN , XMAX ]内に存在する
とする．まず，方向（正/負）を確率 1/2で選ぶ．そして，方向が正であれば区間
[x, min(x + M, XMAX)]から，負であれば区間 [min(XMIN , x − M), x]の中から一
様乱数で選択する．
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5.2 多倍長演算を用いた精度の向上
上記のGAを用いる方法は局所最適解しか求まらないという問題がある．そこ

で，区間の精度を向上させた後に全探索を行う手法を提案する．この方法は全探
索を行うので，大域的最適解が求まる．具体的手法としては，クラフチック法を
用いて解の精度を向上させることができる [16, 17]．しかし，クラフチック法を用
いる方法は，クラフチック法が適用できるように初期区間行列の精度が良い必要
がある．また，初期区間行列の精度の問題でクラフチック法が適用できなかった
場合や，（倍精度の精度の限界により）クラフチック法を適用しても区間幅が大き
いままの（難しい）問題では，候補の数を減少させることができない．
精度に関する問題を解決し，精度を向上させる手法として多倍長演算を用いる
手法 [19, 20]が提案されている．また，多倍長演算を精度保証付き数値計算に適用
する手法 [21]も提案されている．多倍長演算を用いることで，通常の計算で用い
られる倍精度演算よりも高精度に計算が行えるため，非常に小さい半径を持つ区
間行列を計算することができる．
本節では半径の小さい区間行列を求めることで数値的最適制御器の候補を減少
させるために，区間の精度を多倍長演算を用いて改善した後に倍精度の区間行列
に近似する手法を提案する [27, 28]．
本提案手法ではまず多倍長演算と精度保証付き数値計算を用いて，区間行列を
求める．この時，通常の倍精度による近似計算では不可能な高精度の区間行列が
求まる．次に倍精度の数値解を求めるために，図 5.2に示すように多倍長の区間の
端点を倍精度に丸める．この時，丸めモードの変更も行い，区間の中に真の解を
含む倍精度の区間を求めるようにしている．図 5.2に示すように，多倍長精度区間
の中に倍精度浮動小数点が含まれない場合，得られる倍精度区間の中には 2個の
浮動小数点のみが含まれる．また，多倍長精度区間の中に倍精度浮動小数点が含
まれる場合，得られる倍精度区間の中には 3個の浮動小数点のみが含まれる．よっ
て，結果として得られる倍精度の区間の中には，2個もしくは 3個の倍精度浮動小
数点数のみが含まれる．
本提案手法を用いることにより，区間行列内の浮動小数点を大幅に減らすこと
ができ，全探索が高速に行えるようになる．
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図 5.2: Approximate Multiple-precision to double precision

5.3 数値例
5.3.1 GAを用いた数値的最適極配置問題
数値的最適極配置問題の数値例として，以下のシステムを考える.

A =

























1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 5 0

0 0 0 0 0 50000

























, B =
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1

1

1

1
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また，指定極を P = −1,−5,−10,−15,−20,−25とする. この問題は Aの条件数
が 50000であり，非常に感度の高い問題である.

まず，通常の近似計算でフィードバックゲインを求める．計算には，Java数値
計算パッケージNFC[37]を用いた（文献 [23]に示されている可制御標準形からの
方法を用いている. 特別な最適化は行っていない）．
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� �
===近似解 F(1 x 6) Matrix===

( 1) ( 2)
( 1) -9.639806218498292000E-01 8.509152983176330000E+00

( 3) ( 4)
( 1) -2.418811769229065300E+01 2.785936334204669000E+01

( 5) ( 6)
( 1) -1.128626546904882800E+01 5.060212104148602000E+04

� �
このフィードバックゲインの近似値を用いたA − BF の固有値を以下に示す．� �
=== 固有値 (6 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ] [ ( 1)-Imag ]
( 1) 5.556514690020053500E+00 1.015862498610436800E+01
( 2) 5.556514690020053500E+00 -1.015862498610436800E+01
( 3)-4.736678870134883000E-01 0.000000000000000000E+00
( 4)-6.430407250185999000E-01 2.810712219574160300E+00
( 5)-6.430407250185999000E-01 -2.810712219574160300E+00
( 6)-5.964044740710399000E+02 0.000000000000000000E+00

� �
上記の結果は指定極と全く対応していない．よって，上記の近似的に求めたフィー
ドバックゲインは妥当でない．
そこで，上記の問題について数値的最適極配置問題を解く．

(S1) この問題についてフィードバックゲインを求めると，フィードバックゲイン
の区間は以下のようになる．� �

=== 下限 ( 1 x 6) Matrix ===
( 1) ( 2)

( 1) -9.609792195860576000E-01 8.482659306355298000E+00
( 3) ( 4)

( 1) -2.411280676849047200E+01 2.777262180964545400E+01
( 5) ( 6)

( 1) 1.125112511255948200E+01 5.009106962998430000E+04

=== 上限 ( 1 x 6) Matrix ===
( 1) ( 2)

( 1) -9.609792195827667000E-01 8.482659306389033000E+00
( 3) ( 4)

( 1) -2.411280676832195300E+01 2.777262180984378800E+01
( 5) ( 6)

( 1) -1.125112511246289800E+01 5.009106962998450000E+04

� �
この区間の中心の有効桁数を求めると，� �
=== 有効桁数 ( 1 x 6) IntegerMatrix ===

( 1) ( 2) ( 3)
( 1) 12 12 11

( 4) ( 5) ( 6)
( 1) 11 11 14

� �
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となる．また，上記の区間内に含まれる浮動小数点の個数を表 5.1に示す．

表 5.1: Number of floating point in interval

Element Number of floating point

(1,1) 29463

(1,2) 18992

(1,3) 47435

(1,4) 55827

(1,5) 54373

(1,6) 29

表 5.1より，上記の区間で全探索を行うと候補集合の要素数は，

29463× 18992× 47435× 55827× 54373× 29 = 1518553680

となる．試しに 1000個の候補に関して計算を行ったところ，9.712[s]かかった．そ
のため，約 15億個の候補に対して計算を行うと約 170日かかることが分かる．こ
のため，この問題を全探索で解くことは現実的ではない．
そこで，GAを用いて候補集合を作成する．用いたGAのパラメータを表 5.2に
示す．

表 5.2: Parameters of GA
Parameter value

Population size 60

Number of generation 100

Number of elite 10

Crossover rate 100%

σ 0.5

Mutation rate 25%

M 1/10 of numbers of floating point of interval

パラメータとして集団の個体数を 60，世代交代の数を 100，エリート数を 10，交
叉率を 100%，σの値を 0.5，突然変異率を 25%，M の値を区間内の浮動小数点数
の個数の 1

10
とした．そして，求めたフィードバックゲインに対して，A − BF の

精度保証付き固有値を計算する．
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(S2) 妥当でないとはいえないフィードバックゲインの個数は 7個であった．
(S3) (4.3)式に基づいて，7個のフィードバックゲインの評価値を求めた．(4.3)式
を最小にするフィードバックゲインは以下の値であった．� �

=== F ( 1 x 6) Matrix ===
( 1) ( 2)

( 1) -9.609792195844106000E-01 8.482659306372607000E+00
( 3) ( 4)

( 1) -2.411280676840988600E+01 2.777262180975247000E+01
( 5) ( 6)

( 1) -1.125112511251553000E+01 5.009106962998439000E+04

� �
そのときの (4.3)式の値は

5.432948863478507 × 10−10

であった．
数値的最適フィードバックゲインを用いたときのA − BF の精度保証付き固有
値は以下の円盤上に存在する．� �
=== 円盤（固有値の存在範囲）中心 (6 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ] [( 1)-Imag ]
( 1)-1.000000000002854600E+00 0.000000000000000000E+00
( 2)-5.000000000033347000E+00 0.000000000000000000E+00
( 3)-9.999999999778545000E+00 0.000000000000000000E+00
( 4)-1.500000000168764200E+01 0.000000000000000000E+00
( 5)-1.999999999991897000E+01 0.000000000000000000E+00
( 6)-2.499999999954850000E+01 0.000000000000000000E+00
=== 円盤（固有値の存在範囲）半径 (6 X 1) Matrix ===

( 1)
( 1) 7.627531467764463000E-12
( 2) 3.508607539019007000E-10
( 3) 3.432007441453436400E-09
( 4) 6.461781269090835500E-09
( 5) 1.066656583505956800E-08
( 6) 4.605143259111369500E-09

� �
上記の固有値の実部の区間の下限と上限は
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� �
=== Infimum of eigen value(6 x 1) Matrix ===

( 1)
( 1) -1.000000000010482300E+00
( 2) -5.000000000384208000E+00
( 3) -1.000000000321055400E+01
( 4) -1.500000000814942400E+01
( 5) -2.000000001058553800E+01
( 6) -2.500000000415364500E+01
=== Supremum of eigen value(6 x 1) Matrix ===

( 1)
( 1) -9.999999999952270000E-01
( 2) -4.999999999682485000E+00
( 3) -9.999999996346537000E+00
( 4) -1.499999999522586000E+01
( 5) -1.999999998925240000E+01
( 6) -2.499999999494335500E+01

� �
となる．上記の結果は，A−BF の固有値の区間が指定極を含んでいることを示し
ている．
この問題を解くのにかかった時間を表 5.3に示す．計算環境はOS: Windows XP

Professional, CPU: Core2Duo E6750(2.66GHz),Memory: 2GBである．

表 5.3: Time to compute example using GA

Step Time(ms)

Step(S1)(Computation of interval F + se-

lect candidate of optimal F)

99813(188+99625)

Step(S2)(Verified pole assignment

method)

562

Step(S3)(Evaluation of optimal feedback

gain with guarantee of quality F)

0

Total 100375

5.3.2 多倍長演算を用いた数値的最適極配置問題
多倍長演算を用いた数値的最適極配置問題の例として，上記のGAと同じ数値
例を用いる．
(S1) 多倍長演算と精度保証付き数値計算を用いて求めた，フィードバックゲイン
の区間行列の中心と半径を以下に示す．ただし，多倍長浮動小数点数として 10進
数で 115桁を用いている．
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� �
=== 中心 ( 1 x 6) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
( 1) -9.6097921958439169e-1 8.4826593063722549e+0

( 3) ( 4)
( 1) -2.4112806768406104e+1 2.7772621809744780e+1

( 5) ( 6)
( 1) -1.1251125112511251e+1 5.0091069629984385e+4
=== 半径 ( 1 x 6) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
(1) 2.5865307337910573e-111 3.2080396965057747e-110

( 3) ( 4)
(1) 1.1250066755244619e-109 1.4784749717980267e-109

( 5) ( 6)
(1) 6.9001968743631842e-110 1.9959186750038206e-110

� �
スペースの都合から，初めの 17桁のみが表示されている．多倍長演算を用いる
ことで，通常の倍精度では不可能な高精度な解を求めることができている．多倍
長演算を用いて求めた区間行列の半径の最大値は

1.4784749717980267 × 10−109

である．上記の区間行列を倍精度に近似すると，� �
=== 中心 ( 1 x 6) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
( 1) -9.6097921958439170e-01 8.4826593063722560e+00

( 3) ( 4)
( 1) -2.4112806768406106e+01 2.7772621809744780e+01

( 5) ( 6)
( 1) -1.1251125112511252e+01 5.0091069629984384e+04
=== 半径 ( 1 x 6) Matrix ===

( 1) ( 2)
( 1) 1.1102230246251565e-16 1.7763568394002505e-15

( 3) ( 4)
( 1) 3.5527136788005010e-15 3.5527136788005010e-15

( 5) ( 6)
( 1) 1.7763568394002505e-15 7.2759576141834260e-12

� �
となる．上記の区間行列の半径の最大値は，

7.2759576141834260 × 10−12

である．これは通常の倍精度演算のみを用いて求めた値である

1.0186340659856796 × 10−10

よりも小さい．
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(S2) 倍精度に近似した行列の区間内を全探索し，候補集合を作成した．妥当でな
いとはいえない制御器を求めると，その個数は 729 = 36であり全ての候補が妥当
でないとはいえないと判定された．
(S3) (4.3)式の最小値は

4.1918204764994734 × 10−10

であり，前節のGAによる結果 (5.378141904136705 × 10−10)よりも良い結果が得
られた．また，そのときのフィードバックゲインの値は� �
=== F ( 1 x 6) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
( 1) -9.6097921958439160e-1 8.4826593063722560e+0

( 3) ( 4)
( 1) -2.4112806768406102e+1 2.7772621809744780e+1

( 5) ( 6)
( 1) -1.1251125112511254e+1 5.0091069629984384e+4

� �
であった．
この問題を解くのにかかった時間を表 5.4に示す．ただし，計算環境はOS: Win-

dows XP Professional，CPU: Intel Core2Duo E6750(2.66GHz)，Memory:2GB で
ある．表 5.3のGAの結果と比較すると，より短い時間で最適解が求まっているこ
とが分かる．

表 5.4: Time to compute example using Mlutiple-precision

Step Time(ms)

Step(S1)(Computation of interval F + se-

lect candidate of optimal F)

778.1(770.3+7.8)

Step(S2)(Verified pole assignment

method)

8410.7

Step(S3)(Evaluation of optimal feedback

gain with guarantee of quality F)

83.1

Total 9271.9
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5.3.3 多倍長演算を用いた数値的最適LQ制御問題
数値例としてつぎの問題，文献 [38]のExample 12を考える．制御対象の係数行
列と重み行列を

A = V A0V, B = I, Q = V Q0V, R = εI

とする．ただし，

A0 = ε diag (1, 2, 3) , Q0 = diag
(

1

ε
, 1, ε

)

V = I − 2

3
vvT , vT =

[

1 1 1
]

であり，εはパラメータである．以下では ǫの値を ǫ = 106とする．
まず，この問題を精度保証付き（倍精度）で解くと，リカッチ方程式の解は� �
=== IP中心 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 4.66666666666674200000e+12 1.33333333333340770000e+12
(2) 1.33333333333340770000e+12 4.00000000000007500000e+12
(3) -3.74661044560184940000e-02 -1.33333333333336940000e+12

( 3)
(1) -3.74672971643518200000e-02
(2) -1.33333333333336940000e+12
(3) 3.33333333333335300000e+12
=== IP半径 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 1.95312500000000000000e-03 1.95312500000000000000e-03
(2) 1.70898437500000000000e-03 2.92968750000000000000e-03
(3) 6.60016460905743500000e-04 1.95312500000000000000e-03

( 3)
(1) 6.18534979424337200000e-04
(2) 1.70898437500000000000e-03
(3) 1.95312500000000000000e-03

� �
となる．この区間にリカッチ方程式の解が存在することが保証されている．この
区間の中心の有効桁数を求めると，� �
=== 有効桁数 ( 3 x 3) IntegerMatrix ===

( 1) ( 2) ( 3)
( 1) 15 14 1
( 2) 14 15 14
( 3) 1 14 15

� �
となる．また，求めた区間 IP の中心を (4.4)式の左辺に代入して残差ノルムを求
めると，

1.1648 × 105
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表 5.5: Number of floating point in interval

Element Number of floating point

(1,1) 7

(1,2) 19

(1,3) 18446517884743946444

(2,1) 17

(2,2) 13

(2,3) 17

(3,1) 18446520139345999918

(3,2) 19

(3,3) 11

となる．上記の区間内の浮動小数点の個数を表 5.5に示す．
リカッチ方程式の解を精度保証付きで求めるのにかかった時間は，0.437秒であ
る．ただし計算機環境は，OS: Windows XP Professional SP3，CPU: Core2Duo

E6750(2.66GHz)，メモリ: 2GBである．
上記の結果はクラフチック法を適用した後の結果である．しかし，上記の結果
は区間行列の半径が大きく，そのままでは全探索を用いた候補集合の作成はでき
ず，数値的最適 LQ制御器を探すことができない．
次に，この問題を多倍長演算と精度保証付き数値計算を用いて解く．用いた多
倍長の桁数は 10進数で 115桁である．求まったリカッチ方程式の解を以下に示す．
ただし，スペースの都合から始めの 17桁だけを示す．
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� �
=== IP中心 ( 3 x 3) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
(1) 4.6666666666667407e+12 1.3333333333334074e+12
(2) 1.3333333333334074e+12 4.0000000000000740e+12
(3) -3.7036925926036008e-2 -1.3333333333333703e+12

( 3)
(1) -3.7036925926036008e-2
(2) -1.3333333333333703e+12
(3) 3.3333333333333518e+12
=== IP半径 ( 3 x 3) NumericalMatrix ===

( 1) ( 2)
(1) 6.2507122960749413e-102 5.8321378119627800e-102
(2) 6.3902371241123283e-102 6.3065222272898961e-102
(3) 5.5492674927977715e-102 5.2740384998132317e-102

( 3)
(1) 5.4813333361817674e-102
(2) 5.7205179495328703e-102
(3) 5.1345136717758446e-102

� �
区間行列の半径が 10進数で約 10−100という値で求まっている．このように多倍
長演算を用いることで，通常の倍精度演算では不可能な高精度の解を求めること
ができる．
リカッチ方程式の解を精度保証付き多倍長計算で求めるのにかかった時間は，

0.984秒である．ただし，計算機環境は前記の環境と同じである．
つぎに，この問題について数値的最適 LQ制御問題を解く．

(S1)上記の結果と同じ精度で多倍長区間行列を求め，倍精度区間行列に近似すると，� �
=== IP中心 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 4.6666666666667410e+12 1.3333333333334075e+12
(2) 1.3333333333334075e+12 4.0000000000000740e+12
(3) -3.7036925926036000e-02 -1.3333333333333704e+12

( 3)
(1) -3.7036925926036000e-02
(2) -1.3333333333333704e+12
(3) 3.3333333333333520e+12
=== IP半径 ( 3 x 3) Matrix ===

( 1) ( 2)
(1) 9.7656250000000000e-04 2.4414062500000000e-04
(2) 2.4414062500000000e-04 9.7656250000000000e-04
(3) 6.9388939039072280e-18 2.4414062500000000e-04

( 3)
(1) 6.9388939039072280e-18
(2) 2.4414062500000000e-04
(3) 4.8828125000000000e-04

� �
となる．求まった区間行列 IPは，(2, 2)成分のみ区間内に 3個の浮動小数点数が
あり，その他の区間には 2個の浮動小数点がある．リカッチ方程式の解は対象行
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列であるので，候補集合の要素は 25 × 3 = 96個である．
(S2) 96個の候補の内，妥当でないとはいえないリカッチ方程式の解の個数は 36個
であった．
(S3) これらのリカッチ方程式の解について (4.6)式を計算する．(4.6)式を最も小
さくする解の各成分は

p11 = 4.6666666666667410 × 1012

p12 = p21 = 1.3333333333334072 × 1012

p13 = p31 = −3.7036925926036000 × 10−2

p22 = 4.0000000000000737 × 1012

p23 = p32 = −1.3333333333333704 × 1012

p33 = 3.3333333333333520 × 1012

であった．そのときの (4.6)式の値は，

5.85535157459811854346× 10−3

である．また，上記の値を (4.4)式の左辺に代入し残差ノルムを求めると，

2.77839081727042994808× 103

となり，通常の倍精度のみを用いた結果の中心の値よりも，小さい値が求まって
いる．
このように多倍長演算を用いることで，通常の倍精度による演算では不可能で
あった数値的最適LQ制御器を求めることが可能である．なお，多倍長演算のみを
用いた結果を (4.4)式の左辺に代入し残差ノルムを求めると，

3.51593894237384094369× 10−94

となった．
今回の問題を解くのにかかった時間を表 5.6に示す．計算機環境は，前記の環境
と同じである．
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表 5.6: Computational Time

Step Time(ms)

Step1(Computation of interval P + select candi-

dates of optimal P)

1016.0 (1000.0+16.0)

Step2 11359.0

Step3 1094.0

Total 13469.0
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6.1 精度保証付き数値計算パッケージ
6.1.1 JCGA

本研究ではJava精度保証付き数値計算パッケージとしてJCGA(Java Computing

Guaranteed Accuracy)を開発した．JCGAは，区間演算，区間行列演算 [4–6, 29, 39]，
線形方程式 [4–6, 30, 39]，非線形方程式 [4–6, 39]，固有値問題 [4, 32]，多項式の評価
[30]，関数の微分 [4, 5, 30]の精度保証付き数値計算を行うことができる。

JCGAでは複素数演算や行列演算などの基本演算に Java数値計算パッケージ
NFC[37]を，多倍長演算にMPFloat[20]を利用している．図 6.1に精度保証付き数
値計算と多倍長演算を組み合わせた数値計算環境の構成を示す．

6.1.2 CPUの丸めモード変更による高速区間作成
ここでは浮動小数点数に基づく精度保証付き数値計算で用いられる，CPUの丸
めモード変更を用いた高速区間作成について説明する [5]．
われわれがコンピュータで計算を行う場合，従来は最近点への丸め (実数 rに最
も近い浮動小数点数に丸める)というCPUの丸めモードが用いられる．このほか
にも丸めモードには，下向きの丸め (実数 r以下の浮動小数点数の中で最も大きい
数に丸める)，上向きの丸め (実数 r以上の浮動小数点数の中で最も小さい数に丸
める)などがある [35]．
そこで浮動少数点数に基づく精度保証付き数値計算では，図 6.2に示すように

CPUの丸めモードを制御し，浮動小数点数を両端とし，実数の真の値を包み込む
区間を作成する．
このCPUモードの変更は通常，加算または乗算と同じ計算コストで実行できる．
そのため，区間の下限と上限それぞれを求める前に丸めモードを変更し，その値
を計算すれば，丸め変更にかかるコストは無視できる．これにより，高速に区間
を作成することができる．
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図 6.1: Architecture of numerical computation environment

JavaはCPUの丸めモードを変更する方法を提供していない [40]ので，JCGAは
JNI[41]でC言語のコード [5]を呼び出すことで丸めモードの制御を行っている．

6.1.3 JCGAのアーキテクチャ
図 6.3に JCGAのアーキテクチャ（パッケージ図）を示す．intervalパッケージ
は区間演算，区間行列演算などを行う．intervalパッケージはCPUの丸めモード
制御を担当する roundパッケージ，内部の基本演算を行う nfc パッケージを利用
する．

nfcパッケージ内では一般的な数値を表すインターフェースNumericalScalarが定
義されている．そして，このインターフェースを実装し倍精度を表すDoubleNumber

クラスが実装されている．また，mpfloatパッケージではNumericalScalarインター
フェースを実装し，多倍長精度を表すMPFloatクラスが実装されている．これに
より，数値を扱う際に倍精度か多倍長精度か具体的に記述せず，NumericalScalar

という抽象的なレベルでコードを書くことができる．cgaパッケージでは，この仕
組みを用いて倍精度と多倍長精度を容易に切り替えることができる．そして，具
体的な計算を行う際の初期値として double型（DoubleNumberクラス）を用いる
と倍精度で，MPFloatクラスを用いると多倍長精度で計算が行われる．
また，JCGAには線形方程式，非線形方程式，固有値問題，多項式の評価，関
数の微分の精度保証付き数値計算を行うためのそれぞれ linear，nonlinear，eigen，
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図 6.2: Conventional computation and verified numerical computation

表 6.1: Classes of numerical computation with guaranteed accuracy

精度保証計算 パッケージ 主要クラス アルゴリズム
区間演算 interval Interval 2.2節　
区間行列演算 interval IntervalMatrix 2.2節
関数の微分 derivative IntervalDerivative 2.3.1節
線形方程式 linear LinearEquationVerifier 2.1節
非線形方程式 nonlinear NonLinearEquationVerifier 2.4.1節
固有値問題 eigen EigenVerifier 2.4.2節
多項式の評価 polynomial PolynomialVerifier 2.4.3節

polynomial，derivativeパッケージがあり，これらのパッケージは intervalパッケー
ジを利用する．そして，これらのパッケージは主要クラスとして，表 6.1に示す精
度保証計算を行うためのクラスを含んでいる．

6.1.4 JCGAを用いた計算例
ここでは JCGAを用いた精度保証付き数値計算の例として，固有値の精度保証
付き数値計算を示す．文献 [32]のアルゴリズムが実装されている EigenVerifierク
ラスを用いて行列

A =









−4 17 60

1 0 0

0 1 0
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図 6.3: Architecture of JCGA

の固有値の精度保証付き数値計算を行う．この行列の真の固有値は，{4,−3,−5}
である．以下にプログラムと計算結果を示す．
固有値の精度保証プログラム� �
public class EigenVerifierSample {

public static void main(String[] args) {
//行列 A
Matrix A = new DoubleMatrix(new double[][] {

{-4, 17, 60},
{ 1, 0, 0},
{ 0, 1, 0}});

//精度保証付き固有値を計算
EigenVerifier verifier = new EigenVerifier();
IntervalMatrix ans = verifier.solve(A)[0];

//中心と半径の表示
ans.printMidRad("円盤（固有値の存在範囲）");

}
}

� �
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精度保証付き固有値� �
=== 円盤（固有値の存在範囲）中心 ( 3 x 1) CoMatrix ===

[ ( 1)-Real ( 1)-Imag ]
( 1) 4.000000000000000000E+00 0.000000000000000000E+00
( 2) -3.000000000000000400E+00 0.000000000000000000E+00
( 3) -5.000000000000000000E+00 0.000000000000000000E+00

=== 円盤（固有値の存在範囲）半径 ( 3 x 1) Matrix ===
( 1)

( 1) 2.329383478607396300E-16
( 2) 1.437330003186217900E-15
( 3) 1.258978188088645200E-15

� �
計算結果は複素数の存在範囲を円盤で表しており，上記の中心と半径を持つ円盤
の上に真の解が存在することを示す．半径が倍精度演算の限界に近い値で求まっ
ており，精度の良い解が求まっていることがわかる．
表 6.1中の他のクラスも同様に簡単に利用できる．また，多倍長演算を行う際
は，行列の初期化を行う際にMPFloat型の初期値を与えるだけで多倍長計算を行
うコードに簡単に変更できる．表 6.1中のクラスは組み合わせて利用できるので，
多くの問題の解を多倍長精度保証付きで求めることができる．

6.1.5 精度保証付きLQ制御問題の解法の実装
JCGAを用いて LQ制御問題を精度保証付きで解く LQRVerifierクラスと数値
的最適 LQ制御問題を解く LQRVerifiedOptimizerクラスを作成した．LQRVeri-

fierクラスは IntervalMatrix，IntervalDerivative，LinearVerifier，NonLinearVeri-

fier，EigenVerifierを用いる．LQRVerifiedOptimizerクラスは Interval，Interval-

Matrix，EigenVerifier，LQRVerifierを用いて記述されている．
LQRVerifierクラスを用いて� �
LQRVerifier verifier = new LQRVerifier(A,B,Q,R);
verifier.solve();
IntervalMatrix F = verifier.getF();
IntervalMatrix P = verifier.getP();

� �
のように記述することで，LQ制御問題を精度保証付きで解くことができる．

LQRVerifiedOptimizerクラスを用いて
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� �
VerifiedOptimalproblem problem

= new LQRVerifiedOptimalProblem(A, B, Q, R);
VerifiedOptimizer optimizer

= new LQRVerifiedOptimizer(problem);
CadidateSet cadidateSet

= new FullSearchCandidateSet();
optimizer.setCadidateSet(cadidateSet);
optimizer.solve();
Matrix F = optimizer.getF();
Matrix P = optimizer.getP();

� �
のように記述することで，数値的最適LQ制御問題を解くことができる．LQRVer-

ifiedOptimalProblemクラスには問題と評価関数が記述されている．CandidateSet

クラスは候補集合を作成するクラスであり，その子クラスである FullSearchCan-

didateSetクラスは全探索用の候補集合を作成する．

6.2 シミュレーションとリアルタイム制御実験の統合環
境

数値的最適解を選択した後は，その制御器（数値解）を用いてシミュレーション
と制御実験が行われる．シミュレーションや制御実験を行った結果，所望の結果
が得られなかった場合は再び上流に戻り，モデリングや設計が行われる．そして，
再モデリングや再設計が行われた後には，設計された検証付き制御器を用いて再
びシミュレーションと制御実験が行われる．この繰り返し作業は，所望の結果が
得られるまで繰り返される．このように，シミュレーションと制御実験は繰り返
し行われる．本論文では，このシミュレーションと制御実験の繰り返し作業を効
率的に行うための統合環境を開発した [42–46]．
シミュレーションとリアルタイム制御実験の統合環境はC言語と Java言語を用
いて実装されている．図 6.4に開発した統合環境の概要を示す．統合環境では，シ
ミュレーションプログラムからフレームワークを用いたRT制御プログラムが自動
生成される．この統合環境ではユーザはシミュレーションとリアルタイム制御実
験を統合して実行できるので，制御系設計プロセスの効率を向上させることがで
きる．
図 6.5に開発した統合環境のアーキテクチャを示す．RT制御プログラム作成フ
レームワークはRTOSと Java VM上で動作する．フレームワークには，RTOSの
機能を使用するホットスポット 1©と，Java VMの機能を使用するホットスポット
2©がある．そして，フレームワーク上で動作するGUIを用いてシミュレーション，
制御実験を行うことができる．また，シミュレーションと制御実験には自動生成
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図 6.4: Schematic of Integrated Environment

図 6.5: Architectrue of Integrated Environment

が利用される．

6.2.1 RT制御プログラム作成フレームワーク
本節ではRT制御プログラム作成の枠組みを提供するRT制御プログラム作成フ
レームワークを提案する．
本論文で提案するフレームワークのアーキテクチャを図 6.6 に示す．RT制御プ
ログラム作成フレームワークは，RT制御プログラム作成の枠組みを提供する．RT

制御プログラム作成フレームワークを用いることで，制御対象に依存するコードが
明白になり，集中管理できる．また，制御対象に固有の部分のみ作成すれば，RT

制御プログラムを作成できる．これにより RT制御プログラムの作成が容易にな
り，作業効率を上げることができる．制御対象に固有の部分のうち，リアルタイ
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図 6.6: Architecture of RT control program framework

ムタスク，データの表示，ユーザから送られてきたデータの解釈の一部分を作成
するだけで，RT制御プログラムを作成できる．アーキテクチャの詳細は以下のよ
うになっている．

• リアルタイムタスクモジュール
リアルタイム処理を行い，制御則の計算等を行う

• リアルタイムタスク管理モジュール
リアルタイムタスク生成・管理を行う

• 実験データ取得モジュール
実験データを管理する

• 実験データ表示モジュール
実験データを表示する

• ユーザインターフェースモジュール
制御の開始・終了等のユーザからのコマンドを受け付ける

• コマンド解釈モジュール
ユーザから送られてきたコマンドを解釈し，それを処理する



6.2. シミュレーションとリアルタイム制御実験の統合環境 69

図 6.7: Architecture of MK-Task

ReTiCoF

本論文で提案するRT制御プログラム作成フレームワークの実装として，ReTi-

CoF（Real Time Control Framework）を開発した [42]．ReTiCoFはリアルタイ
ムOSの一つであるRT-Linux[47]上で動作し，C言語と Java言語を用いて記述さ
れている．ReTiCoFにおいて実際にリアルタイム処理を行う部分（MK-Task[48]）
のアーキテクチャを図 6.7に示す。MK-Taskは，C言語によって実装されており
RT-Linuxの機能を簡単に利用できる仕組みを提供する．

MK-Taskはユーザ空間で動作するmk task.cと，カーネル空間で動作するmk manager.c

から成る．mk task.cはMK-TaskのAPI群とカーネル空間から送られてくるデー
タを受け取る receiverスレッドのコードを含む．mk manager.cはユーザ空間から
の要求があると起動する handler スレッド，handlerスレッドが受けた要求通りに
リアルタイムタスクを管理するmanagerスレッド，さらに実時間制約を持つスレッ
ドとして内部にRTタスクを持つ．またMKTaskImpl.javaは JNI経由でMK-Task

のAPI群を呼び出すネイティブメソッドと，JavaからMK-Taskを利用する際に
必要なメソッドを持つクラスである。JNI（Java Native Interface）[41] は，Java

からC言語などのネイティブコードを利用するための技術である．
MK-Taskを用いてリアルタイム制御を行う場合の，処理の流れを次に示す ．

1. JavaのメインプログラムからMK-Taskの関数をMKTaskImplクラスの na-

tive メソッドとして呼び出す．

2. MK-Taskの関数を用いたユーザ空間からの要求が，RT-FIFO経由でカーネ
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ル空間に送られる．

3. mk manager.c内の handlerスレッドが起動する．

4. handlerスレッドが受け取った要求がmanagerスレッドに渡され，manager

スレッドがRTタスクを要求通りに管理する．

5. RTタスクがハードウェア入出力を行い，リアルタイム制御を行う．

6. リアルタイム制御の実験データがユーザ空間とカーネル空間の共有メモリに
書き込まれる．

7. receiverスレッドがRTタスクからRT-FIFO経由でデータの総数を受け取る．

8. monitorスレッドが共有メモリからデータを受け取り，データの表示を行う．

6.2.2 オブジェクトモデルを用いたプログラムの変換
本節ではオブジェクトモデルとデザインパターン [49]を用いたシミュレーショ
ンプログラムの変換を提案する．まず，数値計算言語で記述されたシミュレーショ
ンプログラムをプラットフォームに依存しない言語で記述されたシミュレーション
コードに変換する手法を提案する。また，Factory Methodパターン [49]を用いて
リアルタイム処理コード（RT制御プログラム作成フレームワークのホットスポッ
ト）を生成する手法を提案する．数値計算言語で記述されたシミュレーションプ
ログラムから，RT制御プログラムを自動生成できるので，制御系設計プロセスが
効率化される．RT制御プログラム作成フレームワークのホットスポットを生成す
ることで，生成するプログラムを制御対象に固有の部分のみに限定できる．また，
シミュレーションプログラムをプラットフォームに依存しない言語に変換するこ
とで，シミュレーションと制御実験を同じプラットフォーム上で実行できるよう
になる．
図6.8にオブジェクトモデルを用いたシミュレーションプログラムの変換の概要を
示す．まず，Parserが数値計算言語で記述されたソースコードを受け取る．Parser

は構文解析を行い，文法規則に基いて数値計算言語のソースコードの情報を持っ
たオブジェクトツリーを構築する．ツリーの構築には，プラットフォームに依存
しないコードを生成する機能を定義したオブジェクトを利用する．そして，生成
されたオブジェクトツリーからプラットフォームに依存しない言語のシミュレー
ションプログラムが生成される．
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図 6.8: Transformation of simulation program using Object Model

また，オブジェクトツリーを構築する際に，Factory Methodパターン [49]を用
いれば，ツリーに組み込むオブジェクトを目的に応じて切り替えることが可能と
なる．
図 6.9は Factory Methodパターンを用いたシミュレーションプログラムの変
換の概要を示しており，Parserがオブジェクトモデルを構築する部分に Factory

Methodパターンが適用されている．そして，オブジェクトモデル（Product）を
Creatorが作ると定めている．シミュレーションコードを生成する場合に使用され
るオブジェクト群（ConcreteProduct）はCreatorの実装クラスである SimCreator

（ConcreteCreator）によって作成される．
図 6.10は Factory Methodパターンを用いた RT プログラムの自動生成の概要
を示している．RTプログラムを自動生成するオブジェクト群（ConcreteProduct）
は SimCreator のサブクラスである RTCreator（ConcreteCreator）によって作成
される．このように，同じ構造のオブジェクトモデルを用いてプラットフォーム
に依存しないシミュレーションプログラムへの変換と，リアルタイム処理コード
の自動生成が行える．また，Creatorのサブクラスとオブジェクトツリーに組み込
まれるクラス群を作成すれば，生成するコードの種類を追加できる．
今回開発した統合環境では数値計算言語としてMATX[50]を，プラットフォーム
に依存しない言語として Javaを採用した．統合環境は Javaで実装されたMATXイ
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図 6.9: Transformation of simulation program using Factory Method Pattern

ンタプリタであるmatj[51]を用いてMATXのソースコードからMATXのオブジェ
クトモデルを作成し，オブジェクトモデルを順番に辿ることで，Javaソースコー
ドを生成する．
また，matjの Parserに Factory Methodパターンを適用し，MATXで記述され
たシミュレーションプログラムからリアルタイム処理コード（RT制御プログラム
作成フレームワークのホットスポット部分）を自動生成できるようにした．具体
的には，リアルタイム処理コード（行列計算，三角関数等）を生成するクラス群
と，そのクラス群をオブジェクトツリーに組み込むクラスを作成した．

6.2.3 プラットフォーム依存部分の分離
本節では，RT制御プログラムをプラットフォームに依存する部分と依存しない
部分に分離する方法を提案する．そして，RT制御プログラム作成フレームワーク
のプラットフォーム依存部分を分離する．

RT制御プログラムのプラットフォーム依存部分の分離
一般に，RT制御プログラムはリアルタイム処理が必要な部分と，リアルタイ
ム処理が不要な部分から構成される．リアルタイム処理が必要な部分をプラット
フォームに対応した言語で記述し，リアルタイム処理が不要な部分を，プラット
フォームに依存しない言語で記述することで，リアルタイム処理が不要な部分を
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図 6.10: Automatic generation of Real-Time contorl program using Factory

Method Pattern

プラットフォームから独立させることができる．RT制御プログラム作成フレーム
ワークのプラットフォーム依存部分の分離に関する概要を図 6.11に示す．

サーバ・クライアントシステム
前節で述べた手法とネットワークを利用するサーバ・クライアント方式を組み
合わせることで，得られるプログラムの移植性の向上について述べる．
図 6.12にサーバ・クライアントシステムの概要を示す．制御対象はサーバマシ
ンに接続されている．サーバマシンにはRTOSがインストールされており，RTプ
ログラムの実行が可能である．サーバマシンはネットワークを介してクライアン
トマシンと接続されている．
このシステムではリアルタイム処理はサーバマシンのみで実行され，クライア
ントマシンでは非リアルタイム処理のみが実行される．また，サーバマシンとク
ライアントマシンの間では，リアルタイム性を必要としない情報がやりとりされ
る．このため，クライアントマシンにはリアルタイムプログラムを実行するため
の特別な環境は必要ない．また，非リアルタイム処理部分はプラットフォーム非
依存なので，クライアントマシンは特定のOSに依存しない．このようにプラット
フォーム依存部分の分離とサーバ・クライアント方式を組み合わせることで，プ
ログラムの移植性が向上する．
また，RT制御プログラムがクライアントからサーバへ自動的に送信される仕組
みを実現することで，RTプログラムの配備の問題を解決できる．
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図 6.11: Separation of platform dependent parts

本研究ではプラットフォームに対応した言語としてC言語を，プラットフォー
ムに依存しない言語として Java言語を用いた．C言語と Java言語の併用は JNIを
用いて実現した．
本統合環境では，Javaで分散オブジェクトを実現する技術であるRMI（Remote

Method Invocation）[52]を用いて，サーバ・クライアントシステムを実現した．分
散オブジェクトとは，ネットワークを介したメソッド呼び出しが可能なオブジェク
トである．また，RT制御プログラムをクライアントマシンからサーバマシンへ自
動的に送信する仕組みを，RMIを用いて実現した．

6.2.4 ローカル・リモート兼用GUI

図 6.13に統合環境で提供されるGUI を示す．シミュレーション・自動生成・制
御実験に関するメニューやツールバー，実験結果・リアルタイムタスクのプロパ
ティ・ユーザへのメッセージを表示する部分がある．
本統合環境では，1台のマシンのみを用いるローカル制御と，サーバマシンと
クライアントマシンを用いる遠隔制御で同一のGUIを使うことができる．1個の
GUIをローカル制御とリモート制御で兼用できるように，Proxyパターン [49]を
用いている．Proxyパターンとは，実際の主体であるRealSubjectクラスの処理を
Proxyクラスが代理人として処理するデザインパターンである．
図 6.14にProxyパターンを用いた統合環境のクラス図を示す．図 6.13に示した

GUIはRTWindowクラスによって提供される．RTWindowクラスは，ViewPanel

クラス等のGUIの部品を提供するクラスと，リアルタイム制御を行うMKTaskイ
ンターフェイスを実装したクラスを持っている．ローカル制御はMKTaskImplクラ
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図 6.12: Server and client system

ス，リモート制御は分散オブジェクトであるRemoteMKTaskImpl（RealSubject）
の代りにRemoteMKTaskProxy（Proxy）クラスが使用される．



76 第 6章 提案手法の実装

図 6.13: GUI of integrated environment

図 6.14: Class Diagram of Real-Time control system
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第7章 まとめ

本研究では，精度保証付き数値計算に基づく検証付き制御系設計を行う手法を
提案した．特に状態フィードバック制御問題，極配置問題と LQ制御問題を検証
付きで解く手法を提案した．今回提案した手法を用いることにより，制御系設計
プロセスにおける制御系解析，及び制御器設計における数値計算誤差の問題の多
くを解決し，設計仕様を満たすことの検証を行った検証付き制御系を設計するこ
とが可能となった．今後は実際の制御対象への適用や，精度指定付き数値計算 [53]

の適用，他の設計問題への適用，計算の高速化及び記述の容易化が必要である．
設計の前に行われる制御系解析を精度保証付きで行う手法を提案し，多倍長演
算と組み合わせることで制御系の解析を高品質保証付きで行えるようになった．こ
れまで数値計算誤差の問題により，不安定や不可制御であるはずのシステムが安
定や可制御と判定されてしまう問題を解決した．また，本提案手法を用いること
によって，正定性を用いた繰り返し計算の終了判断や多倍長計算をいつ用いるか
の判断を厳密に行うことが可能になった．行列の正定性の判定は，制御器の検証
にも用いられる．
状態フィードバック制御問題を検証付きで解く手法として，極配置問題とLQ制
御問題を検証付きで解く方法を提案した．提案手法により，検証付き制御器を設
計できるようになった．また，検証付きの制御器の集合から，最も設計仕様を満
たす制御器を選択する手法である数値的最適制御問題とその解法を提案した．
数値的最適制御問題を高速に解く手法として，GAを用いる手法と多倍長演算

を用いる手法を提案した．多倍長演算に基づく精度保証付き数値計算を用いるこ
とで，通常の倍精度演算では不可能な高精度保証付きの解を求めることができる．
そして，求まった多倍長の区間行列を倍精度に丸めることで，数値的最適制御器
の候補集合の要素を大幅に減らすことができる．
また，精度保証付き数値計算が容易に行えるように Java精度保証付き数値計算
パッケージを開発した．開発したパッケージと多倍長演算パッケージを組み合わ
せて使用することで，多くの問題を高精度かつ精度保証付きで解くことができる．
数値的最適制御器を選択した後に行われる，シミュレーションと制御実験の繰り

返し実行作業を効率化する手法を提案した．具体的には，RT制御プログラム作成
フレームワーク，オブジェクトモデルを用いたプログラムの変換，プラットフォー
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ム非依存部分の分離に基づくシミュレーションとリアルタイム制御実験の統合手
法である．そして提案した手法を実装したシミュレーションとリアルタイム制御
実験の統合環境を開発した．
今後は実際の制御対象に適用し，本論文で提案した手法の有効性を確認する必
要がある．
また，本研究で提案した手法によって保証された精度は，事後保証された精度
である．しかし，精度保証付き数値計算と多倍長演算を組み合わせた手法として，
事前に指定された精度の結果を返す精度指定付き数値計算 [53]も提案されている．
この手法を制御系設計へ適用することによって，所望の精度かつ精度保証付きの
制御器を求めることが可能になる．今後は，この精度指定付き数値計算を制御系
設計に応用していくことも考えている．
本論文では極配置問題と LQ制御問題を検証付きで解く手法を提案したが，今
後はロバスト制御をはじめとする他の設計問題に対して検証付き設計を行える手
法を提案していきたいと考えている．特にロバスト制御問題を検証付きで解くこ
とで，制御系設計の際に発生する誤差であるモデリング誤差と数値計算誤差の両
方の問題を解決した，検証付き制御系を設計することが可能になる．今回提案し
たリカッチ方程式の精度保証付きアルゴリズムを用いることで，ロバスト制御問
題の一つであるH∞制御問題も解くことが可能である．そこで，今後はH∞制御
問題をさらに効率的に精度良く解く手法や，H∞制御器の検証条件と数値的に最
適な制御器を選択するための評価関数を考える必要がある．また，多倍長演算を
用いて SDPを高精度で解くことで，ロバスト制御問題を解く手法も考案されてい
る [54]．そこで，SDPの精度保証を可能にすれば SDPに基づく制御系設計を高品
質保証付きで行えるようになる．これも，今後の課題である．
実装の課題としては，計算の高速化が挙げられる．精度保証では区間の下限と
上限を求める必要があるため，通常の近似計算より 2倍以上の時間がかかる．こ
の問題を解決するために，並列計算の手法を用いて求める区間の上限と下限を並
列に計算し，高速化すること等が考えられる．また，精度保証付き数値計算の記
述の容易化も行う必要がある．現在の実装では Java言語を用いて精度保証付き数
値計算を行う必要があるが，今後は数値計算言語に区間を表す文法を導入して拡
張することや，精度保証付き数値計算言語を行うための専用言語の作成を考えて
いる．
シミュレーションと制御実験の実装例ではRTOSとしてRT-Linuxを用いたが，

Linuxカーネル 2.6上でRT制御プログラムを動作させる手法 [55–57]が提案されて
いるので，今後はLinuxカーネル 2.6に統合環境を対応させることを考えている．
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付 録A リファレンス

本研究で開発した JCGAのAPI仕様を示す．このリファレンスでは，主要なク
ラスの主要なコンストラクタ，フィールド，メソッドの説明を行う．

A.1 org.mklab.cga.roundパッケージ
FPUクラス
説明

CPUの丸めモードを変更するクラスです。

フィールド
public static final int ROUND_NEAR = 0

最近点への丸め
public static final int ROUND_DOWN = 1

下への丸め
public static final int ROUND_UP = 2

上への丸め

メソッド定義
public static native void setRoundMode(final int mode)

CPUの丸めモードを変更します。
public static native int getRoundMode()

現在のCPUの丸めモードの整数値を取得します。0は最近点への丸め、
1は下への丸め、2は上への丸めです。
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A.2 org.mklab.cga.intervalパッケージ
Intervalクラス
説明
区間を表す抽象クラスです。実数の区間演算を行うRealIntervalクラスと複素数
の区間演算を行うComplexIntervalクラスに継承されます。

メソッド定義
public add(Interval interval)

自身と区間の和を求めます。
public add(double d)

自身と倍精度浮動小数点数の和を求めます。
public add(Scalar<?> c)

自身とスカラの和を求めます。
public subtract(Interval i)

自身と区間の差を求めます。
public subtract(double d)

自身と浮動小数点数の差を求めます。
public subtract(Scalar<?> c)

自身とスカラの差を求めます。
public subtract(Interval i)

自身と区間の差を求めます。
public multiply(double d)

自身と浮動小数点数の積を求めます。
public multiply(Scalar<?> c)

自身とスカラの積を求めます。
public multiply(Interval i)

自身と区間の積を求めます。
public divide(Interval i)

自身と区間の商を求めます。
public divide(double d)

自身と浮動小数点数の商を求めます。
public divide(Scalar<?> c)

自身とスカラの商を求めます。
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メソッド定義
public NumericalScalar<?> getInfimum()

下限を取得します。
public NumericalScalar<?> getSupremum()

上限を取得します。
public NumericalScalar<?> getMiddle()

中心を取得します。
public NumericalScalar<?> getRadious()

半径を取得します。
public void printInterval()

下限と上限を [下限, 上限]と表示します。
public void printInfSup()

下限と上限を表示します。
public void printMidRad()

半径と中心を表示します。

RealIntervalクラス
説明
実数区間演算を行うクラスです。このクラスは、Intervalクラスを継承している
ため、基本的に Intervalクラスと同じメソッドを持ちます。

コンストラクタ
public RealInterval(NumericalScalar<?> x)

区間の中心を設定します
public RealInterval(NumericalScalar<?> inf,

NumericalScalar<?> sup)

下限と上限を設定します。
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フィールド
private NumericalScalar<?> inf

区間の下限
private NumericalScalar<?> sup

区間の上限
privated NumericalScalar<?> mid

区間の中心
private NumericalScalar<?> rad

区間の半径

ComplexIntervalクラス
説明
複素数区間演算を行うクラスです。このクラスは、Intervalクラスを継承してい
るため、基本的に Intervalクラスと同じメソッドを持っています。

コンストラクタ
public ComplexInterval(ComplexScalar<?> x)

区間の中心を設定します
public ComplexInterval(ComplexScalar<?> mid,

NumericalScalar<?> rad)

中心と半径を設定します。

IntervalMatrixクラス
説明
区間行列を表す抽象クラスです。このクラスは、実数行列の区間演算を行うRe-

alIntervalMatrixクラスと複素数行列の区間演算を行うComplexIntervalMatrixク
ラスに継承されます。
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フィールド
protected NumericalMatrixOperator<?> inf

区間の下限
protected NumericalMatrixOperator<?> sup

区間の上限
protected NumericalMatrixOperator<?> mid

区間の中心
protected NumericalMatrixOperator<?> rad

区間の半径

メソッド定義
public IntervalMatrix add(IntervalMatrix y)

自身と区間行列の和を求めます。
public IntervalMatrix add(Matrix y)

自身と行列の和を求めます。
public IntervalMatrix add(Interval y)

自身と区間の和を求めます。
public IntervalMatrix addElementWise(double d)

自身の要素と浮動小数点数の和を求めます。
public IntervalMatrix addElementWise(Scalar<?> c)

自身とスカラの和を求めます。
public IntervalMatrix subtract(IntervalMatrix c)

自身と区間行列の差を求めます。
public IntervalMatrix subtract(Matrix c)

自身と行列の差を求めます。
public IntervalMatrix subtract(Interval i)

自身と区間の差を求めます。
public IntervalMatrix subtractElementWise(double d)

自身の要素と浮動小数点数の差を求めます。
public IntervalMatrix subtractElementWise(Scalar<?> c)

自身の要素とスカラの差を求めます。
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メソッド定義
public IntervalMatrix multiply(IntervalMatrix i)

自身と区間行列の積を求めます。
public IntervalMatrix multiply(Matrix c)

自身と行列の積を求めます。
public IntervalMatrix multiplyElementWise(Interval i)

自身の要素と区間の積を求めます。
public IntervalMatrix multiplyElementWise(double d)

自身の要素と浮動小数点数の積を求めます。
public IntervalMatrix multiplyElementWise(Scalar<?> c)

自身の要素とスカラの積を求めます。
public IntervalMatrix divide(IntervalMatrix i)

自身と区間行列の商を求めます。
public IntervalMatrix divide(Matrix c)

自身と行列の商を求めます。
public IntervalMatrix divideElementWise(Interval i)

自身の要素と区間の商を求めます。
public IntervalMatrix divideElementWise(double d)

自身の要素と浮動小数点数の商を求めます。
public IntervalMatrix divideElementWise(Scalar<?> c)

自身の要素とスカラの商を求めます。
public NumericalMatrixOperator<?> getInfimum()

下限を取得します。
public NumericalMatrixOperator<?> getSupremum()

上限を取得します。
public NumericalMatrixOperator<?> getMiddle()

中心を取得します。
public NumericalMatrixOperator<?> getRadious()

半径を取得します。
public void printInterval()

下限と上限を [下限, 上限]と表示します。
public void printInfSup()

下限と上限を表示します。
public void printMidRad()

半径と中心を表示します。
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RealIntervalMatrixクラス
説明
実数行列区間演算を行うクラスです。このクラスは、IntervalMatrixクラスを継
承しているため、基本的にはフィールド、メソッドともに IntervalMatrixクラスと
同じです。

コンストラクタ
public RealIntervalMatrix(Matrix x)

区間の中心を設定します
public RealInterval(Matrix inf, Matrix sup)

下限と上限を設定します。

ComplexIntervalMatrixクラス
説明
複素数行列区間演算を行うクラスです。このクラスは、IntervalMatrixクラスを

継承しているため、基本的にはフィールド、メソッドともに IntervalMatrixクラス
と同じです。

コンストラクタ
public ComplexIntervalMatrix(Matrix x)

区間の中心を設定します
public ComplexInterval(Matrix mid, Matrix rad)

中心と半径を設定します。

A.3 org.mklab.cga.linearパッケージ
LinearEquationVerifierクラス
説明
線形方程式Ax=bを精度保証付きで解くためのクラスです。
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コンストラクタ
public LinearEquationVerifier()

引数なしコンストラクタ。

メソッド定義
public IntervalMatrix solve(IntervalMatrix A,

IntervalMatrix B)

線形方程式Ax = bの解 xを精度保証付きで求めます。A,Bが区間行列
の場合。
public IntervalMatrix solve(Matrix A, Matrix B)

線形方程式 Ax = bの解 xを精度保証付きで求めます。A, bが行列の場
合。
public IntervalMatrix solve(IntervalMatrix A, Matrix B)

線形方程式Ax = bの解 xを精度保証付きで求めます。Aが区間行列で、
B が行列の場合。
public IntervalMatrix solve(Matrix A, IntervalMatrix B)

線形方程式Ax = bの解 xを精度保証付きで求めます。Aが行列で、Bが
区間行列の場合。

A.4 org.mklab.cga.eigenパッケージ
EigenVerifierクラス
説明
固有値を精度保証付きで解くためのクラスです。

コンストラクタ
public EigenVerifier()

引数なしコンストラクタ。
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メソッド定義
public IntervalMatrix solve(IntervalMatrix A)

区間行列Aの固有値を精度保証付きで求めます。
public IntervalMatrix solve(Matrix A)

行列Aの固有値を精度保証付きで求めます。

A.5 org.mklab.cga.polynomialパッケージ
PolynomialVerifierクラス
説明
多項式を精度保証付きで解くためのクラスです。

コンストラクタ
public PolynomialVerifier()

引数なしコンストラクタ。

メソッド定義
public IntervalMatrix solve(Matrix A, double x)

行列Aを係数としてもつ多項式に xを代入したときの値を精度保証付きで
求めます。
public IntervalMatrix solve(double[] cofficient, double x)

配列 cofficientを係数としてもつ多項式に xを代入したときの値を精度保
証付きで求めます。

A.6 org.mklab.cga.derivativeパッケージ
IntervalDerivativeクラス
説明
微分値を精度保証付きで求めるクラスです。自動微分法を実装しています。
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コンストラクタ
public IntervalDerivative(Interval x)

自身が整数である場合、その値を設定します。
public IntervalDerivative(Interval x, Interval dx)

値とそのときの微分値を設定します。

フィールド
private Interval x

任意の区間
private Interval dx

xの微分値の区間

メソッド定義
public IntervalDerivative add(IntervalDerivaitive y)

自身と自動微分型の値の和を求めます。
public IntervalDerivative subtract(IntervalDerivaitive y)

自身と自動微分型の値の差を求めます。
public IntervalDerivative multiply(IntervalDerivaitive y)

自身と自動微分型の値の積を求めます。
public IntervalDerivative divide(IntervalDerivaitive y)

自身と自動微分型の値の商を求めます。
public Interval getX()

xを取得します。
public Interval getDX()

xの微分値 dxを取得します。

IntervalDerivativeFunctionインターフェース
説明

IntervalDerivative型によって関数を表現するためのインターフェースです。
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メソッド定義
IntervalDerivative[] func(IntervalDerivaitive y)

関数を表現します。

IntervalDerivativeFunctionEvaluationクラス
説明

IntervalDerivativeFunctionインターフェースを実装して定義された関数に値を
代入したときの計算値とその微分値を精度保証付きで求めるクラスです。

コンストラクタ
public IntervalDerivativeFunctionEvaluation

(IntervalDerivativeFunction idf)

値を求めたい関数オブジェクトを設定します。

フィールド
private IntervalDerivaitiveFunction idfunc

関数定義オブジェクト

メソッド定義
public IntervalMatrix getValues(IntervalDerivaitive[] x)

関数に xを代入したときの値、そのときの微分値、ヤコビ行列を求めます。

A.7 org.mklab.cga.nonlinearパッケージ
NonLinearVerifierクラス
説明
非線形方程式の解を精度保証付きで求めるクラスです。
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コンストラクタ
public NonLinearVerifier(IntervalDerivativeFunction idf)

関数オブジェクトを設定します。

フィールド
private IntervalDerivativeFunction idne

関数定義オブジェクト

メソッド定義
public IntervalMatrix solve(Matrix x)

初期値 xで非線形方程式の解を精度保証付きで求めます。


