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Abstract

The鮎Shovervoltageestimationhasbeencarriedoutwiththeup-and-downmethodby
Dixonetal.[2]conventionally.dntheotherhand,Hiroseetal.【4,5]proposedanewversion
ofthemethodtochangethewayofanalyzingdata,andassertedthattheirnewmethodhadan
advantagetogivebetterconfidenceintervalfortheestimate.

Inthispaperweareconcernedwithanissueonthebiasintheestimatorofthenewmethod
andinvestigateitanalytically.Thismakesitcleartherelationshipbetweenthenewandthe
conventionalones.Alltheresultsarenumericallyconfirmed.
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新しい昇降法の推定量の偏りについて

小守 良雄 鹿瀬 英雄
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概 要

インパルスフラッシオーバ電圧の推定には,Dixonら[2]によって提案された昇降法が用いら

れている･これに対して,鹿瀬ら[4,51は,データ解析方法を変更した新しい昇降法を提案し,その
方法にはより良い推定精度を与えるという利点があることを主張している.

本稿では,この昇降法による推定量の偏りについて考え,それを解析的に調べる.その結果にも

とづいて,新しい昇降法と従来の昇降法との関係を明らかにする.ここで得られた結果は数値的に
検証されている.

1 はじめに

電気工学の分野で,空気絶縁の場合のインパルスフラッシオーバ-電圧が正規分布に従うことはよ

く知られ [7,12],これに基づき,現在,インパルスフラッシオーバ-電圧の推定にDixonらによって

提案された昇降法 (up-and-downmethod)が用いられている[1,3,9,10].この従来の昇降法では試

料が破壊した,あるいは,破壊しなかったという情報のみを用いる.一方,鹿瀬らは,試料が破壊した

場合には破壊値が得られることに注目し,破壊値そのものを情報として使用する新しい昇降法 (新昇

降法)を提案した.そして,平均パラメータFLと標準偏差パラメータC,において,この方法による推

定量の漸近的な推定誤差が従来の昇降法による推定量のものより小さいことを理論的に証明し,試行

回数を限定した場合にも推定誤差に同じ傾向があることをシミュレーションによって示した [4].
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実際には,試行回数を限定した場合に推定量の偏 りや RMSEがどうなるかが問題であり,これにつ

いて調べるには文献 [4]のようにシミュレーションに頼らざるを得ない.本稿では,新昇降法による推

定量の偏 りが満すべき等式を求め,この等式の数値的な成立を確認することによってシミュレーショ

ンの信頼性を高めた.そして,このシミュレーションにより,

1.両昇降法によるFL,J2の推定量に偏 りがあるか?

もし偏 りがあるなら,

2.それらの.RMSEはどれぐらいか?

について調べた.

本稿の構成は次の通 りである.第 2節では,不完全データに対する正規分布の尤度方程式の一般形

を求める.第 3節では,両昇降法の尤度方程式と新昇降法による推定量の偏 りが満すべき等式を求め

る.第 4節では,数値シミュレーションを行う.第 5節では,まとめと両昇降法の関係について述べる.

2 準備

データが不完全に得られる場合,つまり,データ値 ∬そのものでなくデータが含まれる集合 Aが得

られる場合に,その尤度方程式の条件付き期待値を用いた表現を考える [6,11].

まず,一般的な分布に対する補題を述べる.

補題2.10をパラメータ0の集合,0 を R 上の集合とする.Cによって決定される確率密度関数

gc(軍;0):01[0,∞)に対して,集合 0で次式の成立を仮定する :1任意の集合 A⊂0に対して,

孟 (/Agc'x;0'dx)-/A{agc'x;?)'aO'dx･

この時,任意のA⊂0に対して

品 .n(/Age(x;0)dx)-E lalngc(X;0)/∂OLA]･
(2･1)

ただ し ,E l･lA]は条件 Aの下での 条 件付き期待低大 文 字 x は a,に対応す る確率変数 を表す･ ■

[証明 ]直 接 計算により得られる. □

以 下 ,平 均 p,分散 62の正規分布 の密度関数をf (x;FL, C , 2 ) , 標本数 を N とし,i番 目の標本 に対応

する集 合 や 変数を添字 iをつけて表 す (例えば,Ai). -

正 規 分 布 において標本がすべて不 完 全データと し て 得 ら れ る と き,対数尤度関数は

〟
lnL(p,C 2)響 ∑ln

i=1 i/Aif(緑 6 2)d x )

と定義される.これを FL,62それぞれで偏微分 し , 補題2.1を適 用す る と

i lnL(p,C2)

品1nL(p,J2)

〟
㍗,, ｢ (Xi-FL)
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これらを 0とおいて整理し,FL,C'2の最尤推定量をP,62と書 くと,結局

p -指 Eb･32lXiLAi,,

62 - 指 Eb･32[(Xi-P,2.Ai]

(2･2)

(2･3)

を得る･ここで,Eb,古2は 期待値をとるときに,p,62のパラメータ値として,それぞれ P,612を用い

ることを明示している.次節では,これらの式を用いて新昇降法によるP,62の偏 りを調べる.

3 新昇降法による推定量の偏り

この節では,前節の結果を用いて従来の昇降法と新昇降法を考察する.

まず,簡単に昇降法を説明する.

1.どちらの昇降法でも実験方法は同じである :初期設定電圧 γ1をピークにもつインパルス電圧を

試料に印加し,試料が破壊したら設定電圧を V2- V1- (‖こ変更し,試料が破壊しなかったら設定

電圧を V2- Vl+dに変更する.そしてこの設定電圧で次の試料に電圧を印加する.以下同じこ

とを繰 り返して行う.ただし,昇降幅 dは一定とする.

2.両昇降法の違いは破壊時のデータの使い方である :i回目の印加電圧 viで実際に破壊が起った

電圧 (破壊電圧)Viを得たとすると,従来の昇降法では "vi以下の電圧で試料は破壊した"とい

う情報を採用し,新昇降法では "電圧 明で試料は破壊した"という情報を採用する.ここで,V

が得られるという前提は,最近になっで性能の良い高速ディジタルオシロスコープで印加電圧波

形を正確に記録することが可能になったという事実に基づいている.

次に,以下で用いる記号の注意を述べる.これまで実験回数をインデシクスとした場合には添字

i(i- 1,...,N)を用いてきたが,場合によってはこれらを並べ替えた表現の方が見易 くなる.そ

こで,次のような二通りの表現を用いる :破壊した場合と破壊しなかった場合とに分けて並び替え

た表現には添字 i′(i'-1,… ,N)を用い,設定電圧のレベルをインデックスとした表現には添字 j

(i-0,土1,土2,…)を用いる.例えば,破壊回数がr回だった場合に vi,(i'-1,- ,r)は破壊時の設

定電圧,vi,(i/-r+1,-.,N)は非破壊時の設定電圧であり,vjは ｢ある設定電圧の基準を voとし

たとき vj- Vo+2'dである｣ことを意味する･レベル jの設定電圧で破壊した回数を nj,破壊しな

かった回数を mjと書く･

3.1 従来の昇降法の場合

破壊回数を rとし,Ai,-(xi,Lxi,≦vil)(i′-1,… ,r),Ai,-(xi,lxi,>vi,)(i'- r+1,...,N)
とすると,従来の昇降法における対数尤度関数は前節のlnLで表現される.簡単な計算から,

ElXIX>V]- FL+C,2
i(V;p,62)

ll◎(V;P,62)

El(X-FL)21X >V] - 62+(VIIL)C,2

,ElXIX ≦ V]-p-C2

i(V;FL,62)
1-0(V;p,C,2)'
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El(X-FL)2lX≦V]-62-(V-iL)62

なので,(2.2)と(2･3)を整理して

ハ ㌫ i(vi/;P,62)
0 - -∑

tfflO(vi,漣,62)

0 - -云vi,
iJ=1

を得る.ただし,

である.

f(V;p,C2)

◎(V;FL,C,2)

羊 f(vi,;P,62)

i′=t.11-0(vi,;声,62)'

i(viJ;P,合2). 苔__ f(vi/;P,合2)+∑vi,
0(vi,;A,合2)■i,=tj ri-4?(vi/漣,62)

･(V;p,62)dgfrwf(x･,p,C2)dx

3.2 新昇降法の場合

新昇降法では破壊時に破壊値 Ⅵ ′そのものを使用するので,その対数尤度関数は

㍗ 〟

1nLnew(p,62)dgf∑lnf(Vi,;P,J2)+ ∑iI=l il=r+1ln /Ai,i(x;p･62)dx

(3･1)

(3･2)

となる.ただし,Ai,-(xi,lxiI>vi,)(i′-r+1,.-,n)である･よって,Ai,-iViJ)(i/-1,… ,r)

とし,形式的に (2･2)と(2.3)を利用すると,新昇降法による推定量

〝=
1
万

1
万

1
両

(差 v i,･
(N -r)P+32∑

(差(vi,-P)2+

㌻ f(vi,漣,62)

/rL〉i,=1.ll-0(vi,漣,62)
〟

(N-r)62+32∑ (vi,-P)
il=r+1

(左(vi/-P'2- 'p-NP'2+'"-r'62

+62 ∑ (vi,+P-2FL)
il=r+1

)I

f(vi,,･P,62)

1-◎(Nil;P,62)

i(vi,;P,a･2)

1-◎(viJ;P,合2)

(3･3)

(3.4)

を得る.

これらを用いて,以下で推定量の偏 りを計算する.ただし,初期設定電圧 vi=1と試行回数 Nは予

め与えられるものとする.

ELEIVi,

∑ElV,.IV,.≦V,.]Eln,･]∫
FLElr]-C2∑Eln,･]

J

fLElr]一g2E

-186-

f(V,･;FL,62)

◎(vj;FL,62)

㌔ i(vi,;P,C,2)

念l◎(vi,;FL,62)
(3･5)



BIASIN THEESTIMATOROF､THENEW Up-AND-DOWN METHOD

な ので,(3･3)よ り

ElrPト E lr]FL--C,2E

また,

ELil(Vi,I-P,2]

㌔f(vi,;P,C,2)

岩l◎(vi,;P,0'2)

I(vi,;P,62)
1-◎(vi,;P ,6 2)

∑El(V ,1 - FL)2 LVj≦vj]Eln,･]3
62El小 C2∑ Eln3･](V,･-P)

3

J2Elrトcr2E

なので,(3.4)より

Elr合2トElr]62- -62E

･El62

皇 (vi-P)
iI=1

r
=(vi, -P)
i/=1

i(vi,;P,J2)
◎(vi,;FL,C2)〟∑(vi+p-2fL)

i/=r+1

f(vJ･;IL,J2)

◎(vJ･;FL,62)

I(vi/;P,C2)

◎(vi,;FL,62)

i(vi,;P,62)
1-◎(vi,･,P,a･2)

(3･6)と (3･8)において,

ElrP]-Elr]ElP], Elr62]-Elr]El62]

を仮定すると,新昇降法による P,62の偏 り

ElP]-〟 - -# E l

El62ト 62--#El

一戸 二二二

を得る.

y f(Ni′;FL,62)

岩14?(vi,;FL,J2)

皇 (vi-P)
i/=1

i(viJ;P,C,2)◎(vi,;FL,62)
〟
∑ (vi+Pl2p)
iI=r+1

(3･6)

(3･7)

(3.8)

呉 f(vi/;P,812)

i,=1.11-申(viJ;折 2)

]-孟Elr(P-P,2]
i(viJ;P,aL2)

1-◎(viJ;P,62)

,(3･9)

(3.10)

4 数値シミュレーション

前節で推定量の偏 りを表した式 (3.9)と(3･10)を求めた.これらの式から偏 りを解析的に求めるの

は困難であるが,数値シミュレーションで得られた偏 りが妥当であるかどうかの判定にこれらを利用

できる･また,(3.5)や (3･7)は推定量を含まない式なので,fLとo･2の真値としてどのような値を設定

すればいいのか,偏 りを得るためにシミュレーション回数はどの程度必要なのかという指針を与える.

この節では,これらのことを考慮し両昇降法による推定量の偏 りを数値計算によって求める.
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4.1 パラメータの真値

今回のシミュレーションでは,1セットⅣ 回の試行を 〟 セット行った.シミュレーション方法は

次の通りである ･,まず,設定電圧 viを決め,擬似乱数により仮の破壊電圧 Viを生成する.そして,

vi<Viなら非破壊,vi>Viなら破壊とする･以下,同様な手続きを繰 り返す･ただし,d-2(昇降幅)

とし,平均 40,標準偏差 2の擬似正規乱数を用いた.

pとJ2の真値として以下の Pと62を採用し,(3.5)と(3.7)を利用してシミュレーション回数 M

を適切に決める ,･第 kセットの変数には右肩に添え字 (k)をつけ,

声dgf孟k!1墓vi'k', 62dgf

とおくと,(3.5)と(3･7)よ り漸 近的 に

J〃

l〃

7'1bLM

)
(

)
(

g

E

u

潮
が

評

V
｡

揮
∑

拙

′し

RJu
I七両円は相川U

〟∑
比
揮
∑
拙

■L
土

山

′LM∑
出

土

〃

M (N -1)kt ltl

Er(k,-Sk!l

M

k=1

〃∑出
りIblJIHHJmuLelH川は川Uur〃∑出

M N

∑∑(vi(k)一声)2

揮

∑
拙

揮

∑相

同
t一膚相川ui

Zq

し■1mnu
2"

ら～仏
,.･た
′
(
･〃○
リ円1■柑u

fJ
E"引lnu
2～b拓lnrhu

･た
′
ィ■川一･日〃mU

iHⅦ■川u
ゐ
ェ

(vf,k)-
両

)

)2～b拓
,

-
･

た′t･C･>即nrlt一fJ 1■1N-■-Hu2～b～仏ヽ′Le′(･人tmUJrltUゐェ
甲
■nu

(4･2)

が成立する.試行回数 N-40,初期設定電圧 vi=1-40とした時のシミュレーション結果を表 1に

示す.この表からシミュレーション回数 〟 を 10000回もとれば十分であることがわかる.

表 1:(4･1)と(4.2)の相対誤差

10g10M 1 2 3 4 5 6

(4.1)の両辺の相対誤差 ×104 1.86 1.72 0.15 1.09 1.12 1.12

(4.2)の両辺の相対誤差 ×103 7.84 1.95 2.22 1.51 1.82 1.88

4.2 推定量の偏り

数値シミュレーションによって,両昇降法による推定量の偏りとRMSEの比較を行う.それに加え

て,以下の事柄についても調べる.

(3･9)と(3.10)より漸近的に

i(vf,k);p,62)

･&k!1(

〟
(6(k))2∑

iJ=r+1
I(vf,k);p(k),(6(k))2)

ト @(Vま,k);p(k),(6(k))2)

妄k!1(6(k,,2I 62
Mr-完62k$1(∑(V%(k)一声)i/=1

ril,"(k):.J(vt(,k);p,62)
o(vf,k);p,62)
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･去k!1((6(k,,2il=i .1(V告 P(k,I2P,

一志k!1(r(k,(P-P(k,,2)

f(vt(,k);p(k),(6(k))2)
1-◎(vt(,k);p(k),(a(k))2)

(4･4)

轡 する･ただし,r-dgf諸 r(k,･,:れらの等式が数値的に成立しているかどうかを調-る･こ
のことについては次節で再度ふれる.

表 2,3にそれぞれの計算結果を示す･ただし,これら表において uldgf40+lである.ここでは,M

セットの計算を 10通り行い,その平均を最終的な計算結果とした.

表 2:新昇降法による推定結果

Ⅳ=40の場合

(4.3)の右辺 -.05 -.04 -.04 -.04 -.05 -.04 -.03 -.04 -.04 一.03 -.03
･62の偏り -.20 -.20 -.17 -.18 -.19 -.19 -.16 -.17 二.18 -.18 -.15

(4.4)の右琴 -.19.-.19 _..16 -.18 -.18 -.19 -.1.5 -.17 -,18 -.18 -.14

Pの RMSE .41 .41 .41 .40 .39 .40 .40 .39 .39 .39 .39

62の RMSE- 1.29 1.28 1.28 1.27 1.台7pl.26 1.26 1.24 1.23 1.22 ･-1._22

Ⅳ±30の場合

初期設定電圧 u-5 u_4 uー3 u_2 ･=_u.--1 uo ul u2 u3 u4 u5

Pの偏 り -.06 -.06 -.05 -.05 --..0■5 -.05 -.04 -.04 ｢.05 -.04,-I二.03-

(4.3)の右辺 -.07 ｢.06 -.05 -.06 ｢.06 -.05 -.04 -.05 -.05 -.04 -.04
62の偏 り -.26 -.26 -.22 ｣.24 -.24 -.24 -.21 -.22 -.23 -.23 -.20

(4..4)の右辺 二25 -.25 -.22 -.23 -.24 -.24 -.20 -.22 i.22 ｢.23 -.19

Pの RMSE .47 .48 .47 .47 .46 .46 .46 .45 .44 .45 .44

Ⅳ=20の場合 -

Pの偏 り -.08 -.08 -.07 -.07 -.07 -.07 -.06 -.06

(4..3)の右辺 -.10 -.09 -.08 -.09 -.09 -.07 -.07 -.07
&~2の偏.り -.38 -.37 -.34 -.34 -.34 -.34 -.31 -.31

(4.4)の右辺 -.38 -.38 -.35 -.35 -.35 --.35 一.31 -.32
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表 3:従来の昇降法による推定結果

Ⅳ=40の場合

初期設定電圧~ u-5 u-4 u-3 u_2 u_1 uo ul u2 u3 u4 u5

βの偏 り -.01 -.00 一.00 -.01 -.01 .00 .01 一.00 -.01 .00 .01

32の偏 り -.32 -.34 -.23 -.29 -.28 -.32 -.21 -:28 一.29 -.34 -.26

Pの RMSE .46 .46 .46 .45 .45 .45 .46 .45 .45 .46 .47

合2の RMSEヽ 2.46 2.61 2.50 2.50 2.54 ■~2.69 2.55 _2.50 2.50~ 2.60 2.48

5 考察とまとめ

シミュレーション結果から,(3.9)と(3.10)の漸近的な近似式 (4.3)と(4.4)が成立していることが

わかる.逆に言えば,これらの式の数値的な成立は,シミュレーション結果が妥当であるを表している.

ここで,新昇降法による推定量の偏 りを修正する為にこれらの近似式を利用できないかを考えてみ

る.ある推定値が得られた時に,〟 -1とおいた (4.3)と (4.4)の右辺が,その推定値に対する真値

からのずれ具合を表していると期待する.しかし,右辺には P,62が含まれているのでそのままでは

使えない.そこで,P,62の代用として,亘の段階で最も尤らしい P,62を採用する.このようにして

得られる式からずれを見積もり,それを Pと62から引いて推定値の修正を行う.同じ手続きを,ず

れの見積もりが Oになるまで行うと良い推定値が得られるのではないかと思われる.

上で述べた方法で得られる推定値は,(3.1)と(3.2)を満すので従来の昇降法による推定値と一致す

る.それ故,従来の昇降法の方が,新昇降法より偏 りの小さい推定を行うのではないかと推察できる.

しかし,M -1としたことと,P,62に対する置き換えを行ったこと忘れてはならない.実際,表 3か

ら,Pの偏 りは新昇降法より良くなっているが,62の偏 りは悪 くなっていることがわかる.

これまでに述べたように,Ⅳ が大きくない場合は両昇降法の推定量ともわずかながら偏 りがある.

それ晩 RMSEを調べて,両者の比較を行う必要がある.表 2,3は,〟-40の時の従来の昇降法に

ょる RMSEを新昇降法なも N=30で達成できることを示している.つまり,新昇降法は従来の昇

降法の 3/4の試行回数で同等以上の推定値を与える.この結果は文献 [4]での結果と一致する.

最後に,新昇降法による推定がどの程度良いのかを見る為に次の量を考える.仮の破壊電圧 Vi,i-

1,‥.,Ⅳ に対して

pdf 妄墓vi, 62dgf読 墓(vi-P,2

とお くと,これらは,それぞれ,FL,C'2の不偏推定量である.表 4では,数値的に計算した結果を示し

ておく.

表 4:声,62の偏 りとRMSE

N pの偏り 古2の偏 り Pの RMSE 62の RMSE

40 .000 .001 .318 .912

30 .000 ･0.00 .365 1.058
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試行回数 Ⅳ-40の時の従来の昇降法の RMSEを達成するのに,新昇降法では少なくともⅣ-30

の試行が必要であった.しかし,表 4から,声,62は更に 10回少ない N-20の試行で同等以上の

RMSEを与えることに注意する.この理由は,これらを求めるのに破壊値を更に多 く使ったからで

ある.

本稿では,推定量の偏 りの視点から二つの昇降法を見直し,その関連性について述べた.そして,

信頼性を高めたシミュレーションにより両者の推定量には偏 りLがあることを確認 し,性能比較の為に

RMSEを計算した.その結果,新昇降法の方が優れていることがわかった.更に,新昇降法の推定量

は,理想的な推定量と従来の昇降法の推定量の中間に位置することも述べた.
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