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バグサイズを可変とするバグ外推定による汎化能力向上∗1
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This paper describes a method for improving the generalization performance by means of the

out-of-bag estimate for the generalization error in regression problems. We analyze the effect of

the size of bags from the viewpoint of piecewise linear prediction achieved by the CAN2 (com-

petitive associative net). Here, the CAN2 basically is a neural net for learning efficient piecewise

linear approximation of nonlinear functions. We also examine and validate the effectiveness via

numerical experiments.

1. は じ め に

本論文では，バグサイズを可変とするバギングによ
る予測誤差の性質を検討し，汎化誤差のバグ外推定に
より汎化能力の高い予測を行うモデル選択（パラメタ
の選択）が行えることを示す．アンサンブル学習のひ
とつであるバギング1)は，単一の学習機械による予測
のバラツキを減少させ，より安定な予測を実現するた
めに有効な手法である．さらに汎化誤差のバグ外推定
（out-of-bag estimate）はバギングの汎化誤差を小さ
くするモデル選択に利用することができる2～6)．バグ
外推定では，汎化誤差を見積もるためにしばしば用い
られるK-fold クロスバリデーション（K-fold CV）の
ように汎化誤差推定のための新たな学習を行う必要が
ない．また K-fold CVによる推定値は，K が小さい
とバラツキは小さいがバイアスが大きくなり，K が大
きいとバイアスは小さくなるがバラツキが大きくなる
が18)，バグ外推定ではバイアスは無いと考えられてい
る6)．バグ外推定は分類問題および回帰問題に適用可
能であるが2～6)，回帰問題については，予測誤差のバ
イアス–バリアンス分解4)や，種々のデータセットを用
いた数値実験4～6)によりその有効性が示されているが，
バグサイズが可変な場合の解析等は行われていない．
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本稿では，バグサイズを可変とするバギングにおけ
るバグ外推定について検討する．通常はバグサイズ，す
なわちバグに含まれるデータ数は与えられた訓練デー
タ数と同じにするが，これを可変にして，汎化誤差の
バグ外推定を行うとより汎化能力の高いバギングが行
えることを示す．この解析のため，本稿では，競合連
想ネットCAN2（Competitive Associative Net 2）に
バギングを適用し，回帰問題における汎化誤差のバグ
外推定を区分的線形近似の見地から検討する．ここで
競合連想ネットとは競合ネット7)と連想ネット8)の機
能を統合して構成した非線形関数を学習し区分的線形
関数として近似するネットであり，その有効性は関数
近似9～11)，制御9, 12)，降水量推定13)，時系列予測14)な
どへの応用で示されている．特に国際会議 NIPS2004

の Evaluating Predictive Uncertainty Challenge に
おいては，この手法を用いた結果，我々は regression

winner に選ばれた15)．このネットの特徴のひとつは，
非線形かつ連続な基底関数を用いる多くのニューラル
ネットと異なり，区分的に線形な近似を行うので，線
形関数に対する従来の知見や手法を非線形関数に適用
することが容易になり，制御9, 12)や距離画像からの平
面抽出16)などへ応用されている．
以下，次節で CAN2とバギング CAN2について説
明し，3で予測誤差の解析を区分的線形近似に基づい
て行った後，4で数値実験結果を示し，提案手法の有
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効性を示す．

2. CAN2とバギング CAN2

2.1 データ

まず n個の入出力データ (xi, yi)からなる訓練デー
タセット Dn � {(xi, yi)|i ∈ In} が与えられるとす
る．ここで In � {1, 2, · · · , n} はデータを区別する
ための添字集合であり，k 次元入力ベクトル xi =

(xi1, xi2, · · · , xik)T と 1次元出力 yi は

yi � ri + ei = r(xi) + ei, (1)

の関係を満たすとする．ここで ri � r(xi) は入力 xi

に対する出力の真値あるいは下述の学習の目標値であ
り，r(·)は非線形関数（以下では目的関数ともいう）で
ある．ei は平均 0，分散 σ2

e の観測ノイズを表わす．さ
らに，xi (i ∈ In) は，ある母集団データ xj (j ∈ Ipop)

からサンプルされたものであり，独立同一分布 (i.i.d.;

independently and identically distributed)に従うと
する．

2.2 CAN2

CAN2は N 個 (N ≥ 1)のユニットをもち，第 lユ
ニット（l ∈ IN = {1, 2, · · · , N}）は荷重（列）ベク
トルwl � (wl1, · · · , wlk)T ∈ R

k×1 と連想行列（行ベ
クトル）M l � (Ml0, Ml1, · · · , Mlk) ∈ R

1×(k+1) を
もち，上述の目的関数 r(x)を

ŷ � ŷc � M cx̃, (2)

により近似する（Fig. 1参照）．ここで x̃ � (1, xT )T

は線形近似のバイアス項を生成するためにxに 1を付
加したベクトルであり，M c は入力ベクトル x に最近
隣の荷重ベクトル

wc � argmin
{wl|l∈IN}

‖x − wl‖ . (3)

をもつ第 cユニットの連想行列である．
以上の関数近似は入力空間 V = R

k を N 個のボロ
ノイ領域（またはディリクレ領域），すなわち

Vl � {x ∣∣ l = argmin
j∈IN

‖x − wj‖} (4)

に分割し，関数 r(x) の区分的線形近似を行うことを
意味する．またこの CAN2 の学習法として開発した
バッチ学習法11)の性能の高さは種々の応用で示されて
おり11, 12, 14, 15)，本稿の後述の実験でもこの学習法を
用いた．

Fig. 1 Schematic diagram of the CAN2

2.3 バギング CAN2

与えられた訓練データセット Dn からの復元抽出
（resampling with replacement）により生成した要素
数 nα個のバグ（多重集合またはブートストラップ標
本集合ともいう）を Dnα�,j = {(xi, yi|i ∈ Inα�,j)}
と記す．ここで，α (> 0)はバグサイズ比，すなわち
バグと訓練データセットとの要素数の比を表し，j は
バグの番号を表わす．バグの個数は全部で b 個とし，
j ∈ Jbg � {1, 2, · · · , b} とする．ここでバグ Dnα�,j

内の重複しない要素のみで構成した集合Dnα,j の要素
数は約 n(1 − e−α)となることを注意しておく．これ
はDn のある要素は確率 (1− 1/n)nα � e−α (n � 1)

でバグ外（out-of-bag）にある（すなわちバグDnα�,j

内には存在しない）ことから導かれる．例えば，α = 1

のとき 0.632nとなり，これは従来の.632予測器17, 19)

やバギング法1, 5) などで通常用いられているが，本稿
では可変の αを考える．
バギングによる予測は，j ∈ Jbgに対するバグDnα�,j

を，それぞれある学習機械で学習した後，入力 xi に
対する目的関数値 ri = r(xi)を

ŷbg
i � 1

b

∑
j∈Jbg

ŷj
i ≡
〈
ŷj

i

〉
jbg

(5)

により予測するものである．ここで ŷj
i � ŷj(xi) は

Dnα�,j を学習後の学習機械の入力 xi に対する出力で
ある．さらに，記号 〈·〉 は平均を表わし，その右下添
字は平均をとる範囲，および jbg は j ∈ Jbg を表す．
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3. 予測誤差の解析

3.1 予測誤差
まず，各 j(∈ Jbg)に対して，ユニット数N をもつ

学習機械（CAN2）を用意し，バグDnα�,j 内のデータ
に対する二乗平均予測誤差（以下，訓練誤差という）

Ltr,j �
〈(

ŷj
i − yi

)2
〉

inα�,j

(6)

が最小になるように学習させる．ここで inα�,j は i ∈
Inα�,j を表し，以下の解析ではこの学習は最適に行わ
れるとする．さらに，すべての j (∈ Jbg)に対する訓
練誤差を

Ltr �
〈
Ltr(θ),j

〉
jbg

(7)

により定義する．次に，バグ外データに対する二乗平
均予測誤差（以下，バグ外誤差という）を

Lob �
〈(

ŷob
i − yi

)2〉
in

(8)

により定義する．ここで in は i ∈ In を表し，

ŷob
i �

〈
ŷj

i

〉
jobi

(9)

はバグ外予測，すなわち xi を含まないバグを学習した
学習機械による yi = r(xi) の予測 ŷj

i の平均を表す．
ここで job

i は j ∈ Job
i を表し，Job

i � {j|(xi, yi) 
∈
Dnα�,j , j ∈ Jbg} は xi を含まないバグの添字集合を
表す．バグ数 bが大きいとき，Job

i の要素数 bob
i はすべて

の iについてほとんど同じ値 bob
i = |Job

i | � bob = be−α

となる．
バギング予測の性能は，テストデータセットDtst �

{(xi, yi) | i ∈ Itst} に対する二乗平均予測誤差
Ltst �

〈(
ŷbg

i − yi

)2〉
itst

(10)

により評価し，このLtstを汎化誤差という．ここで itst

は i ∈ Itstであり，Itstはテストデータセットに含まれ
るデータの添字集合である．また，テストデータセッ
トの要素数を ntst � |Itst| とする．

3.2 予測誤差のバイアス–バリアンス分解
まずバグ Dnα�,j を学習した学習機械による入力ベ

クトル xi に対する訓練データ予測，バグ外予測，お
よびバギング予測をそれぞれ

ŷj
i =

⎧⎪⎨⎪⎩
μtr

i + εtr,j
i , for j ∈ Jbg, i ∈ Inα�,j

μob
i + εob,j

i , for j ∈ Job
i , i ∈ In

μtst
i + εtst,j

i , for j ∈ Jbg, i ∈ Itst

(11)

と表わす．ここで，μtr
i ，μob

i ，μtst
i は，バグ数，すなわ

ち Jbg と Job
i の要素数をそれぞれ無限大としたときの

ŷj
i の平均とし，それぞれの変動成分を εtr,j

i � ŷj
i −μtr

i ，
εob,j
i � ŷj

i − μob
i ，εtst,j

i � ŷj
i − μtst

i とする．すると，
訓練誤差は

Ltr =

〈((
μtr

i + εtr,j
i

)
− (ri + ei)

)2
〉

inα�,j ,jbg

� 〈(βtr
i )2
〉

inα�,j ,jbg +
〈
e2

i

〉
inα�,j ,jbg

+
〈
(εtr,j

i )2
〉

inα�,j ,jbg
− 2
〈
βtr

i ei

〉
inα�,j ,jbg

(12)

と表すことができる．ここで βtr
i � μtr

i − ri は訓練
データ予測のバイアスであり，上式の近似は変動項 ei

と εtr,j
i が統計的に独立であるとして，それらの和の

項を省略して得た．学習機械はこの誤差を最小化する
学習を行うので，〈βtr

i ei〉inα�,j ,jbg > 0，すなわち βtr
i

と ei は正の相関をもつ可能性がある．換言すると，訓
練データの予測 ŷj

i = βtr
i + ri + εtr,j

i は ei に過適合
（overfit）する可能性がある．
一方，バグ外予測のバイアス βob

i � μob
i − ri と ei

は無相関，すなわち
〈
βob

i ei

〉
in � 0となり，バグ外誤

差は

Lob�〈(βob
i )2
〉

in +
〈
e2

i

〉
in +

1

bob

〈
(εob,j

i )2
〉

in,jobi

(13)

と近似できる．同様に汎化誤差も

Ltst�
〈(

βtst
i

)2〉
itst

+
〈
e2

i

〉
itst

+
1

b

〈
(εtst,j

i )2
〉

itst,jtsti

(14)

と近似できる．
以上の解析は，従来のバイアス－バリアンス分解に
基づいた一般の学習機械で成立する議論であるが，以
下，CAN2の区分線形近似に基づいて解析する．

3.3 区分的線形近似における予測誤差の近似
ユニット数 N の CAN2にバグ Dnα�,j を学習させ
るとき，入力空間はN 個の区分領域に分割され，各区
分領域 vi (i ∈ IN )についての訓練誤差

Ltr,j
vi

=
1

ntr
vi

∥∥∥(M viX
j
vi

− Y j
vi

)
P j

vi

∥∥∥2 (15)

を最小化する連想行列M vi = M j
vi
として，

M j
vi

= Y j
vi

P j
vi

(
X j

vi
P j

vi

)+

(16)

が求められる．ここで，vi 内の重複しないバグ内デー
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タ数を ntr
vi

� n(1 − e−α)/N，バグ内データ (xl, yl)

の重複数を mj
l (l ∈ Itr

vi
= {1, 2, · · · , ntr

vi
}) とし，

pj
l � mj

l /
〈
mj

l

〉
ltrvi

および P j
vi

� diag(· · · , pj
l , · · · )

とした．また，(·)+は (·)の一般化逆行列を表し，Xj
vi

と Y j
vi
は，それぞれ，vi 内の重複しないバグ内デー

タ (xl, yl) ∈ Dnα,j
vi

= {(xl, yl) ∈ Dnα,j | xl ∈ vi}
に対する x̃l = (1, xT

l )T と yl を横に並べた行列であ
る．なお，厳密には，vi および ntr

vi
はバグ Dnα�,j の

j にも依存するが，ここではその変動はわずかである
として無視する．また，mj

l (l = 1, 2, · · · , n) は二項
分布 B(nα, 1/n) に従うので平均 E(mj

l ) = α，分散
V (mj

l ) = α(1 − 1/n)となることから，mj
l 
= 0に対

する pj
l (l ∈ Itr

vi
)の平均と分散は，

μp � E(pj
l ) = 1 (17)

σ2
p � V (pj

l ) =
1

α

(
1 − 1

n

)(
1 − e−α)− e−α

(18)

となることが導かれる．さらに，mj
l 
= 0となる pj

l の
みを用いるので rank

(
P j

vi

)
= ntr

vi
とする．

今，式 (10) の汎化誤差 Ltst を最小化する全バグ
予測による区分的線形近似 ŷi = M vi x̃i はパラメー
タが θ = θ∗，区分領域が v∗

i = vi(θ
∗)，連想行列が

M vi = M ∗
v∗

i
のとき達成されるとし，そのときの補正

h∗
i � yi − M ∗

v∗
i
x̃i を用いて与えられた出力データを

yi = M ∗
v∗

i
x̃i + h∗

i と表すと，式 (16)より

M j
vi

= M ∗
v∗

i
− H∗

vi
P j

vi

(
Xj

vi
P j

vi

)+

(19)

が得られる．ここで H∗
vi
は vi 内の重複しないバグ

内データ (xl, yl) ∈ Dnα,j
vi

の補正 h∗
l � yl − M ∗

v∗
i
x̃l

を横に並べた行列（行ベクトル）である．さらに，vi

内のテストデータ (xl, yl) ∈ Dtst に対する x̃l と yl

を，それぞれ，横に並べた行列を X tst
vi
と Y tst

vi
とす

ると，M vi = M ∗
vi
は vi = v∗

i における汎化誤差
Ltst

vi
� (1/ntst

vi
)
∥∥M v∗

i
X tst

vi
− Y tst

vi

∥∥2 を最小にする解
に近いと考えられるので，∂Ltst

v∗
i
/∂M v∗

i
� 0となり，

さらにX tst
vi
の第 1行がすべて 1となることを用いて，

〈h∗
l 〉ltstvi

� 0 (vi = v∗
i のとき) (20)

が得られる．さらに訓練データとテストデータが独立
同一分布であり，v∗

i 内の訓練データ数 ntr
v∗

i
が ntst

v∗
i
と

同程度に十分大きいならば

〈h∗
l 〉ltrvi

� 0 (vi = v∗
i のとき) (21)

となる．

(1)バグ内データ数が小さい領域での予測誤差
区分領域 vi 内の重複しないバグ内データ数 ntr

vi
�

n(1 − e−α)/N が小さく，rank
(
P j

vi

)
= ntr

vi
≤

rank
(
X j

vi

) ≤ k + 1とすると，式 (19)より

M j
vi

(
Xj

vi
P j

vi

)
= M ∗

v∗
i
X j

vi
P j

vi
+ H∗

v∗
i
P j

vi

(22)

となるので，両辺の各要素から，ŷj
l = M j

vi
x̃l =

M ∗
v∗

i
x̃l + h∗

l = yl となり，予測 ŷj
l はバグ内データ yl

に完全に過適合する．すると，

Ltr
vi

� 0 (23)

が得られる．このとき訓練データにおける目標出力 ri

に対する予測 ŷi のバイアスは βtr
i = ŷi − ri = ei

であり，式 (13) と (14) で
〈
(βtr

i )2
〉 � 〈(βob

i )2
〉 �〈

(βtst
i )2
〉 � σ2

e とすると，式 (13)と (14)より

Lob
vi

� 2σ2
e (24)

Ltst
vi

� 2σ2
e (25)

となる．
(2)バグ内データ数が大きい領域での予測誤差
区分領域 vi 内のバグ内データ数 ntr

vi
が十分大きく，

rank
(
X j

vi

)
> k + 1となると，厳密な求解は困難に

なる．近似解のひとつとして，区分領域 vi が小さい場
合，X j

vi
� (x̃i, x̃i, · · · ) と置くと，式 (19)より

M j
vi

� M ∗
v∗

i
+
〈
h∗

l qj
l

〉
ltrvi

x̃T
i

‖x̃i‖2
(26)

が得られる．ここで qj
l � (pj

l )
2/
〈(

pj
t

)2〉
ttrvi

であり，

ntr
vi
が十分大きいとき，その平均 μq � E(qj

l )は 1と
なり，分散 σ2

q � V (qj
l )は二項分布 (mj

l )の 4次モー
メントまで20)を用いて，

σ2
q � (1 + 7α + 6α2 + α3)

nα(1 + α)2
− 1

n(1 − e−α)
(27)

が導かれる． 上式 (26) により，ある入力 xs (∈ vi)

に対するこの第 j バグによる予測 ŷj
s = M j

vi
xs は

ŷj
s � M ∗

v∗
i
xs +

〈
h∗

l qj
l

〉
ltrvi

(28)

となる．ここで，ŷj
s をすべての j についての平均

μθ
s =

〈
yj

s

〉
j∞ とその変動成分 εθ,j

s = ŷj
s − μθ

s に分

解すると ŷj
s = μθ

s + εθ,j
s と書け，

μθ
s � M ∗

v∗
i
x̃s + 〈h∗

l 〉ltrvi

(29)

εθ,j
s �

〈
h∗

l Δqj
l

〉
ltrvi

(30)
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となる．ここでΔqj
l = qj

l −1である．さて式 (29)にお
いて，xsがバグ内入力のときは sが ltrvi

の中のひとつ，す
なわち s ∈ Itr

vi
であり，xsがバグ外入力またはテスト入

力の場合は s 
∈ Itr
vi
であると解釈できる．すると，入力

xs に対する出力を ys = M ∗
v∗

i
x̃s +h∗

s として，区分領

域 viにおける訓練誤差Ltr
vi

�
〈‖ŷj

s − ys‖2
〉

s
nα�,j
vi

,jbg
，

バグ外誤差 Lob
vi

�
〈‖ŷob

s − ys‖2
〉

sn
vi

および汎化誤差

Ltst
vi

�
〈‖ŷbg

s − ys‖2
〉

stst
vi

の期待値を計算して，

Ltr
vi

�ctr
vi,0 −

ctr
vi,1

ntr
vi

+ (ρtr
h∗σqλ

bg
h∗q)

2 (31)

Lob
vi

�cob
vi,0 +

cob
vi,1

ntr
vi

+
(ρtr

h∗σqλ
ob
h∗q)

2

bob
(32)

Ltst
vi

�ctst
vi,0 +

ctst
vi,1

ntr
vi

+
(ρtr

h∗σqλ
bg
h∗q)

2

b
(33)

が得られる（付録A参照）．ここで，各誤差の第 1項
は定数項，第 2項は ntr

vi
に反比例する項，第 3項はバ

グの変動成分の影響を受ける項である．以下，各誤差
の第 2項を詳しく検討する．まず，付録Aより，

ctr
vi,1

ntr
vi

� cob
vi,1

ntr
vi

� ctst
vi,1

ntr
vi

� Lfit
vi

� 〈h∗
s〉2str

vi

(34)

と置くことができ，h∗
s が異なる s ∈ Itr

vi
に対して統計

的に独立であるとすると

Lfit
vi

=〈h∗
s〉2str

vi

� (ρtr
h∗)

2

ntr
vi

(n1 ≤ ntr
vi

≤ n2のとき)

(35)

となる．ここで上式が成立する下限 n1は n1 � k +1，
上限 n2 は以下の検討より n2 � ntr

v∗
i
を満たすと考え

られる．なお上式の Lfit
vi
は付録Aの導出過程より，予

測 yj
s の訓練データ yj への過適合度を表しているとみ

ることができる．
つぎに，h∗

s (s ∈ Itr
vi

) の統計的独立性は，式 (21)

より，vi = v∗
i あるいは θ = θ∗ または ntr

vi
�

n(1 − e−α)/N = ntr
v∗

i
のとき消失して

Lfit
vi

= Lfit
v∗

i
= 〈h∗

s〉2str
v∗

i

� 0 (ntr
vi

= ntr
v∗

i
のとき)

(36)

となる．さらに ntr
vi

> ntr
v∗

i
のときは，

Lfit
vi

≥ Lfit
v∗

i
(� 0) (ntr

vi
> ntr

v∗
i
のとき) (37)

となるが，次の 2つの場合が考えられる．まず，目的
関数 r(x) が N∗ 個の区分的線形関数で表せる場合，
N = N∗ と固定して α > α∗ あるいは ntr

vi
> ntr

v∗
i
と

Fig. 2 Component values of the regional losses for

b = 300, n = 1000, N = 35, ntr
vi

=

n(1 − e−α)/N and bob = be−α.

すると，各区分領域には線形の訓練データが必要数以
上あるので，Lfit

vi
� Lfit

v∗
i
が維持されると考えられる．

一方，r(x)が N = N∗ 個の区分的線形関数で表せな
い場合，N = N∗ として ntr

vi
> ntr

v∗
i
とすると，各区分

領域内で非線形な訓練データ数が多くなり区分的線形
近似による予測誤差は大きくなり，Lfit

vi
> Lfit

v∗
i
になる

と考えられる．
ここで参考のため後述の実験でのパラメタn = 1000，

N = 35，b = 300における αの変化に対する各誤差
に含まれる変数の変化の様子を Fig. 2に示す．この図
からまず σ2

q < 10−2 � 1 であることが分かる．次
に式 (31)～(33) で ctr

vi,0 � cob
vi,0 � ctst

vi,0 � ctr
vi,1 �

cob
vi,1 � ctst

vi,1 � (ρtr
h∗)

2 とすると，各式の右辺第 1

項と第 2 項の和は Ltr
vi

� (1 − 1/ntr
vi

)(ρtr
h∗)

2 および
Lob

vi
� Ltst

vi
� (1 + 1/ntr

vi
)(ρtr

h∗)
2 となり，右辺第 3項

は無視できることが分かる．
3.4 バグサイズ比 αの増加に対する予測誤差

以下，Ltst を最小化するパラメタ θ = (N, α) を
θ∗ = (N∗, α∗)とし，N = N∗ は固定し，αを 0から
増加していく場合を考える．まず，αが非常に小さい
とき，ほとんどの区分領域において，重複しないバグ
内データ数 ntr

vi
� n(1−e−α)/N∗は k+1より小さい

ので，式 (23)より，Ltr
vi

� 0となり，Ltr � 0となる．
このとき，いくつかの区分領域では学習すべきバグ内
データ数が 0となるが，何も学習していない場合の予
測を ŷj

i = 0 とすると，バグ外誤差と汎化誤差は与え
られたデータの二乗平均，すなわち Lob � 〈(ŷi)

2〉
in

と Ltst � 〈(ŷi)
2
〉

itst
となる．

次に，α を大きくしていくと，式 (31)～(33) が成
立する領域数が増加する．これら式の右辺第 2 項は，
ntr

vi
� n(1− e−α)/N∗ とすると，Ltr

vi
については増加
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し，Lob
vi
と Ltst

vi
については減少する．この変化は，前

節の検討より，k+1 � n1 ≤ ntr
vi

� n(1−e−α)/N∗ ≤
n2 � ntr

v∗
i
となる αの範囲で成立し，さらに αが大き

くなると式 (37) が成立するようになる．この式 (37)

で Lfit
vi

> Lfit
v∗

i
となるとき Lfit

vi
は α = α∗ で極小値を

とる．α がさらに大きくなると bob � be−α が小さく
なるので，式 (32)の右辺第 3項が大きくなり，Lob は
Ltst よりも大きくなる．
以上の説明の妥当性を検討するため，各誤差が区分

領域と全領域で，それぞれ，ほぼ同様に変化すると考
え，後述の実験結果（Fig. 4の実線）を式 (31)～(35)

により回帰すると Fig. 4の破線が得られた．Fig. 4の
各図から，各誤差は α = α∗(または α = αob)の近傍
でうまく近似されており，上述の説明が妥当であるこ
とが分かる．

3.5 ユニット数N の増加に対する予測誤差
バグサイズ比 α = α∗ を固定し，区分領域数N を 1

から増加していく場合を考える．ここで nおよび ntst

は十分大きく，N∗ > 1とする．まず，N = 1のとき
の CAN2 は線形予測器になり，n および ntst が十分
大きいならば Ltr

vi
� Lob

vi
� Ltst

vi
となる．

次に，N を増加させると，各区分領域 vi の大きさ
が小さくなり，より複雑な関数近似が可能になるので，
各誤差は減少する．しかし，さらに N を大きくして
いくと，バグ内データ数 ntr

vi
� n(1− e−α)/N が減少

するので，過適合の式 (31)～(33)が成立するようにな
り，N の増加に対し，Ltr

vi
は減少し，Lob

vi
と Ltst

vi
は増

加する．ここでN = N∗ で Ltst
vi
が最小値をとるので，

N∗ は式 (33)が成立する最も小さな N であると解釈
できる．N がさらに大きくなると，ntr

vi
< k + 1とな

る領域がでてきて，最も過適合した式 (23)～(25)が成
立するようになる．

4. 数値実験と考察

4.1 目的関数とデータセット
目的関数 r(x) として，視覚的に理解しやすい 1 入

力 1出力の関数（文献21)および Fig. 3参照）

r(x) = sin(5x) + sin(15x) + sin(25x) (38)

を用いて，バグ外推定による最適パラメータの探索を行
い，その有効性と前節の解析の妥当性を検討する．ま
ず，区間 [0, 1]の一様乱数により入力 x = xi を生成し
て上式の r(x)に適用し，平均 0，分散 σ2

e = 0.04のガウ
ス性ノイズを式 (1)の ei として加え，種々のデータ数
n に対する訓練データセット Dn = {(xi, yi)|i ∈ In}
を生成した．同様に，入力を x = xi = i/1000 (i =

0, 1, 2, · · · , 999)としてデータ数 ntst = 1000のテスト
データセットDtstを生成した．またバグ数は十分大き
な数として b = 300とした．

Fig. 3に目的関数 r(x)，n = 1000, 100, 10に対する
訓練データ (xi, yi)，および最適パラメタ θ∗ = (N∗, α∗)
とバグ外推定パラメタ θob = (Nob, αob) を用いた
学習により得られた予測 ŷbg

i を示す．なおパラメタ
θ = (N, α) の探索は N は 1 刻み，α は 0.1 刻みで
行った．この図より n = 1000 と 100 については θ∗

と θobによる予測の違いはほとんど無いと考えられる．
n = 10 については各予測の違いは大きいが，ノイズ
の分散 σ2

e = 0.04などの事前情報が得られない状況で
は，θob による予測も θ∗ による予測と同じく妥当では
ないかと考えられる．

4.2 パラメタ θ = (N, α)の変化に対する誤差

Fig. 4に，n = 1000, 100, 50, 10に対して N = N∗

および N = Nob としたときの，α の変化に対する
Ltr，Lob，Ltst の変化を示す．また，式 (31)～(35)

の定数を最小二乗法により求めて再現した回帰誤差
を同図の破線 L̂tr，L̂ob，L̂tst で表す．さらに Fig. 5

に，n = 1000, 100, 50, 10 に対して N = N∗ および
N = Nobとしたときの，N の変化に対する Ltr，Lob，
Ltst の変化を示す．これらの図より，各誤差は 3.4お
よび 3.5で説明した変化をしていることが分かる．な
お，Fig. 4で αが小さいとき，L̂tr，L̂ob，L̂tst とそれ
ぞれの実験値との差が大きいのは，式 (31)～(35)は α

が十分大きくないと成立しないからである．
以下，バグ外推定により得られる θob，θ∗，Lob，Ltst

について，さらに詳細に検討する．
4.3 バグ外推定と汎化能力向上

パラメタ θ = (N, α)が θ∗，θobおよび θob1であると
きの誤差Ltr，Lob，Ltstを，異なるデータ数nに対して求
めた結果をTable 1に示す．ここで，θob1 = (Nob1, 1)

は，通常のバグ外推定，すなわちバグ外誤差 Lob を最
小化するパラメータを求めるときαは 1に固定してN

だけを最適化する手法により求めたものである．また
各誤差を最小にするN と αの探索は，N については
1刻み，αについては 0.1刻みで離散的に求めた．以
下，この表の結果を用いて，種々の見地から検討する．

4.3.1 データ数 n に対する汎化誤差 Ltst

Table 1より，θ∗，θob，θob1 により得られた汎化誤
差 Ltstはデータ数 nの増加に対してそれぞれ減少して
いることが分かる．これは，各パラメタ探索法は，（優
劣は別にして）それぞれ，各 nに対する訓練データセッ
トに対して，汎化能力を向上するように機能したこと
を示唆する．ただし，θ∗ と θob については n = 50の
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Fig. 3 Prediction by the CAN2s with θ∗ and θob. The open circles represent the given data (xi, yi) ∈ Dn,

the thick lines the bagging prediction ŷbg
i , and the thin lines the underlying function r(x).

ときは上記性質の例外となっているが，与えられた訓
練データセットまたはバギング学習に含まれる確率的
変動による影響ではないかと考えられる．

4.3.2 データ数 n に対するN ∗，N ob，N ob1

Table 1 より，n の減少に対して，最適なユニット
数 N∗，Nob，Nob1 はそれぞれ減少する傾向があるこ
とが分かる．これは，nが小さいならば，過適合を抑

えるために N を小さくすべきこと，逆に nが十分大
きいならば，より大きなN はより複雑な関数近似を行
えること，から理解できる．

4.3.3 データ数 n に対する α∗ と αob

Table 1より，n ≥ 150のとき，nの増加に対して，
バグサイズ比 α∗ と αob は減少していることが分かる．
これは次の理由によるのではないかと考えられる．ま
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Fig. 4 Losses Ltr, Lob, Ltst and the regression losses L̂tr, L̂ob, L̂tst vs. α

ず N あるいは vi を固定して訓練データ数 ntr
vi
を十分

大きくすると，過適合も十分小さくなり，Ltr
vi
はある

値に収束していくと考えられる．そこで式 (31) と式
(33)で過適合の項を ctr

vi,1 � ctst
vi,1 � 0とし，さらに定

数項 ctr
vi,0 �

〈
(h∗

l )
2
〉

ltrvi

と ctr
vi,0 �

〈
(h∗

l )
2
〉

ltstvi

につい

ては ntr
vi
と ntst

vi
が十分大きいとして ctr

vi,0 � ctst
vi,0 と

すると

Ltst
vi

�Ltr
vi

+ (ρtr
h∗σqλ

bg
h∗q)

2

(
1

b
− 1

)
(39)

が得られる．ここでαの増加に対して，Ltr
vi
，ρtr

h∗，λbg
h∗q
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Fig. 5 Losses vs. N

がそれぞれ一定であるとすると，1/b−1 < 0であるの
でより大きな σ2

qがLtst
vi
を小さくすることになる．これ

はバギングなどアンサンブルの手法においては，より大
きな多様性（diversity）がより高い汎化能力を与えると
いう知見22)に対応している．この σ2

q は αの増加に対
して減少するので（式 (27)あるいは Fig. 2参照），Ltr

vi

がほぼ一定の範囲においてより小さな α∗ が得られる．
さらにNを固定してαを増加させると，nが大きいなら
ば，小さなαでもバグ内データ数ntr

vi
� n(1−e−α)/N

は大きくなり，Ltr
vi
がほぼ一定になる．以上により，n

の増加に対して α∗ が減少すると考えられる．
式 (39)と同様に，バグ外誤差の近似式
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Table 1 Losses Ltr, Lob and Ltst for θ = θ∗, θob and θob1. The unit of the losses is 10−2.

optimal (θ∗) out-of-bag (θob) conventional out-of-bag (θob1)

n N∗ α∗ Ltr Lob Ltst Nob αob Ltr Lob Ltst Nob1 Ltr Lob Ltst

1000 35 0.3 3.819 4.110 4 .177 35 0.2 3.397 4.097 4.179 40 3.989 4.124 4.225

500 30 0.4 3.795 4.573 4 .328 25 0.3 3.937 4.558 4.372 35 4.100 4.602 4.378

400 30 0.5 3.379 4.354 4 .350 25 0.3 3.489 4.284 4.390 26 3.979 4.368 4.391

200 26 0.6 2.637 4.447 4 .625 26 0.5 2.470 4.300 4.654 30 3.130 4.343 4.724

160 22 0.7 3.295 4.490 4 .819 19 0.6 3.521 4.425 4.851 29 2.573 4.400 4.872

150 26 0.8 2.442 4.827 4 .916 20 0.7 3.660 4.540 5.012 20 4.337 4.782 5.022

100 20 1.0 3.629 5.617 5 .566 20 2.0 3.497 5.106 5.593 20 3.629 5.617 5.566

90 16 1.1 5.107 5.569 5 .693 17 1.0 3.787 5.326 5.877 17 3.787 5.326 5.877

80 17 1.0 3.350 5.811 5 .927 17 1.0 3.350 5.811 5.927 17 3.350 5.811 5.927

70 15 1.4 4.337 5.498 6 .869 15 1.5 4.575 5.372 7.112 16 4.212 5.796 7.146

60 14 1.3 4.347 7.252 8 .117 19 1.3 2.369 6.859 8.645 20 2.427 7.743 8.679

50 14 3.0 3.464 8.067 9 .034 18 2.0 2.024 6.479 9.286 21 1.618 7.816 11.19

40 13 3.4 4.507 11.48 8 .303 16 3.0 3.026 10.76 9.082 30 0.629 12.73 13.67

30 15 3.0 5.872 21.36 14 .28 15 3.0 5.872 21.36 14.28 27 0.491 24.09 17.15

20 18 3.0 1.341 50.65 36 .37 19 1.0 0.576 44.66 45.06 19 0.576 44.66 45.06

10 9 3.0 5.328 119.5 116 .4 1 0.3 13.00 52.02 138.0 1 30.79 58.36 130.5

Lob
vi

�Ltr
vi

+ (ρtr
h∗σqλ

ob
h∗q)

2

(
1

bob
− 1

)
(40)

が得られ，bob � be−α とし，bが十分大きいとすると，
1/bob − 1は負でその絶対値は αの増加とともに減少
する．従って，α∗ と同様に，nの増加に対して αob が
減少することが導かれる．

4.3.4 提案手法と通常手法の比較
4.3.3の検討は，固定の α = 1を使用する通常手法

は nがある程度大きいとき有効でないことを示唆する．
実際には，Table 1より，N = Nob と α = αob を探
索する提案手法は，α = 1としてN = Nob1 だけを探
索する通常手法よりも，ほとんどの場合，小さな Ltst

を探索できたことが分かる．この結果をより詳細に検
討するため，N と αの機能について考える．まず，最
適な N = N∗ および α = α∗ から N を大きくあるい
は αを小さくすることは共に，ntr

vi
� n(1 − e−α)/N

を小さくして，過適合を大きくし，Ltst を増大させる
ことになる．一方，区分領域数 N を N = N∗ より
小さくすることは，関数近似能力を減少させ Ltst を増
大させることになる．これに対してバグサイズ比 αを
α = α∗ より大きくすることは，式 (39) において σ2

q

を小さくし，Ltst
vi
を増大させることになる．これはN

と αの機能が異なることを意味し，Ltst を最小化する
解 θ∗ = (N∗, α∗)は唯一であることを示唆する．従っ
て，αを 1に固定する通常手法により，N と αを最適

する解 θ∗ に近い解を求めることはα∗ � 1以外の場合
では困難であることになる．

5. 結 論

本稿では，バグサイズを可変としたバギングにおけ
る訓練誤差，バグ外誤差および汎化誤差の性質を区分
的線形予測の見地から検討し，バグ外推定によるバグ
サイズ調整の有効性を示した．さらに，区分的線形予
測を行う CAN2を用いた数値実験により，バグサイズ
を訓練データセットのサイズと同じにする通常のバギ
ングよりも，バグサイズを調整するバギングの方が，多
くの場合，小さな汎化誤差を実現できることを示した．
特に訓練データ数が大きい場合は，バグサイズ比を小
さくした方が汎化誤差が小さくなるという性質は，一
般の学習機械におけるバギングでも成立するのではな
いかと考えられるが，詳しい検討は今後の課題である．
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であり，0 ≤ λob
h∗q ≤ 1 を満たす．同様に，汎化誤差
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である．なお，

以上は平均化するデータ数が多いとして導出したもの
であり，Ltr

vi
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の第 1 項は同じ (ρtr

h∗)となり，3

つの誤差の第 2 項の絶対値も同じ (ρtr
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が，データ数が少ないときは異なる値になるので，よ
り一般的に異なる変数を用いて式 (31)～(33)のように
表した．
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