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解 説

包除積分数理モデルを用いた多変量データ解析†

本田 あおい＊

1. 非加法的な測度による非線形な積分
1 + 1 が 2 にならない，いわゆる非加法的な測度の

世界では従来のルベーグ式の積分論を適用することが
できず，新しい理論が必要となる. ショケ積分や菅野
積分が提案されたのを契機に色々な積分が提案されて
おり，これらは線形性を持たず，またそれぞれに長所
短所合わせた特有の性質を持っている．包除積分は包
除原理に基づく積分でファジィ測度と多項演算の 2つ
を用いて定義される. 測度だけでなく演算も相互作用
を表現することができるため柔軟な高い記述力を持つ
積分であるが，その反面扱いにくいという面も持つ.
本稿では包除積分を利用した多変量データ解析手法を
紹介する. 包除積分の自由度の高さを最大限に活用し
たもので，また既存の統計ソフトウェアを用いること
で誰にでも簡単に利用できる手法である. そして，構
築した数理モデルによって新しいデータから目的変数
を算出できるだけでなく，積分型の数理モデルから目
的変数の決定プロセスを読み取ることができるという
利点を併せ持っている.

2. 準備
本論文を通してΩ = {1, 2, . . . , n}は有限集合とする.

|A| は有限集合 Aの要素の個数を， P(Ω)は Ωの部分
集合全体からなる集合,つまり Ωのべき集合を表す.

2.1 包除積分の定義
定義 1 (ファジィ測度 [1, 2]) Ω 上の集合関数 µ :
P(Ω) → [0,∞]は

(i) µ(∅) = 0,
(ii) A, B ∈ P(Ω)で A ⊂ Bならば µ(A) ≤ µ(B)

を満たすとき, Ω 上のファジィ測度（fuzzy measure）
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という. 非加法的測度（nonadditive measure）,単調測
度（monotone measure）,容量（capacity）などとも
呼ばれる.

定義 2 (t-ノルム) [0,K] 上の二項演算 ⊗ : [0,K]2 →
[0,K]は x, y, z ∈ [0,K]に対して,

(i) 0 ⊗ 0 = 0, x ⊗ K = x,
(ii) x ≤ y implies x ⊗ z ≤ y ⊗ z,
(iii) x ⊗ y = y ⊗ x,
(iv) (x ⊗ y) ⊗ z = x ⊗ (y ⊗ z)

を満たすとき t-ノルムという.

通常, t-ノルムは [0, 1]上に定義されるのが一般的であ
るが本質的な違いはない. 実際, [0, 1]上の t-ノルム ⊗
は

x ⊗G y :=
( x

K
⊗ y

K

)
K

とすることで簡単に [0,K] 上の t-ノルムになり, この
とき K が単位元となる. 次に示す論理積, 代数積, 限
界積（Łukasiewiczの t-norm）, Hamacher積, Dubois-
Prade の t-norm, Sugeno-Weber の t-norm の他にも多
くの t-normが提案されている（[3]参照）.

x ∧ y := min(x, y),
x ⊗P y :=

xy
K
,

x ⊗L y := max(x + y − K, 0),
x ⊗H y :=

xy
K(x + y) − xy

,

x ⊗DP
λ y :=

xy
max(x, y, λ), 0 ≤ λ ≤ K,

x ⊗SW
λ y := max

(
x + y − K + λxy/K

1 + λ
, 0

)
, λ > −1.

性質 (iv)により t-ノルムは自然に多項演算に拡張でき
る. 例えば Dubois-Pradeの t-ノルムは

⊗
i∈A

DP xi =



K, A = ∅,∧
i∈A

xi, xi > λ, i ∈ A,∏
i:xi<λ

xi

/
λ | {i |xi<λ} |−1, otherwise.
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この掛け算型の演算, t-ノルムを用いて包除積分を
定義する. 被積分関数 f はΩ上に定義された [0,K]に
値をとる非負有界値関数である. 今, Ω は n 個の要素
から成る有限集合なので, Ω上の関数は n次元の数ベ
クトルで表せる. これを f = (x1, x2, . . . , xn) ∈ [0,K]n

と書くことにする.

定義 3 (包除積分 [4]) µ をファジィ測度, ⊗ を [0,K]
上の t-ノルムとする. Ω 上の非負有界関数 f =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ [0,K]n の µ と ⊗ による包除積分
は次で定義される.

⊗
∫

f dµ :=
∑

A∈P(Ω)\{∅}
M ⊗( f | A) µ(A),

ただし,

M ⊗( f | A) :=
∑

B∈P(Ω),B⊃A

(−1) |B\A |
⊗
i∈B

xi .

定義式に現れる足したり引いたりの項がたくさん出て
くる M ⊗( f | A)の計算は包除原理に基づくもので,こ
れが包除積分の名前の由来である. Ω = {1, 2, 3} のと
きの包除積分を書き下すと

⊗
∫

f dµ :=

(x1 − x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x3 + x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({1})
+(x2 − x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x3 + x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({2})
+(x3 − x1 ⊗ x3 − x2 ⊗ x3 + x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({3})
+(x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({1, 2})
+(x1 ⊗ x3 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({1, 3})
+(x2 ⊗ x3 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({2, 3})
+(x1 ⊗ x2 ⊗ x3) µ({1, 2, 3}).

メビウスの反転公式を用いると包除積分は次のよう
に別表現できる.

⊗
∫

f dµ =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

(⊗
i∈A

xi

)
mµ(A),

ただし mµ は µのメビウス変換:

mµ(A) :=
∑
B⊂A

(−1) |B−A |µ(B).

この別表現を 3 点集合 Ω = {1, 2, 3} の場合で書き下
すと

⊗
∫

f dµ := x1 mµ({1}) + x2 mµ({2}) + x3 mµ({3})

+ (x1⊗ x2)mµ({1, 2}) + (x1⊗ x3)mµ({1, 3})
+ (x2⊗ x3)mµ({2, 3})

+ (x1⊗ x2 ⊗ x3)mµ({1, 2, 3})．

定義式に比べてすっきりとして見えるのは足したり引
いたりの部分がメビウス変換に含まれているためで
あり, メビウス変換も書き下してしまうと定義式と同
程度に煩雑な式となる. こちらを定義として採用しな
かったのは非加法的測度 µ がそのままの形で表れて
いる方が,より自然であると考えたためである.

2.2 包除積分の性質
積分と呼ぶからには, 積分としての性質を備えてい

る必要がある. 次の 2つの性質を満たす汎関数が積分
汎関数と呼ばれる.

(i)任意のファジィ測度 µに対して∫
0 dµ = 0,

(ii)任意の非積分関数 f , g と任意のファジィ測度 µ
に対して, f ≤ g ならば∫

f dµ ≤
∫

gdµ.

包除積分において (i)は常に成り立つが, (ii)の単調
増加性は無条件には成り立たない. 次の 2つの概念を
導入する.

定義 4 (準全射的 t-ノルム) [0,K]上の t-ノルム ⊗が次
の性質を満たすとき,準全射的という:
任意の x ∈ (0,K] と a ∈ [0, x] に対して, ある

y ∈ [0,K]が存在して x ⊗ y = a.

定義 5 (k 次単調 t-ノルム) k を自然数とする. [0,K]
上の t-ノルム ⊗ が k 以下の任意の自然数 m, 任意の
(x1, . . . , xm) ∈ [0,K]m と x0 ∈ [0,K]に対して∑

A⊂{1,...,m}
(−1) |A | x0 ⊗

(⊗
i∈A

xi

)
≥ 0

を満たすとき, k 次単調 t-ノルムという.

命題 6 ⊗を [0,K]上の準全射的で n + 1次単調な t-ノ
ルムとする. このときファジィ測度 µと ⊗による包除
積分は積分汎関数となる.

論理積, 代数積, Dubois-Prade の t-ノルムは準全射的,
かつ任意の自然数 k に対して k 次単調であり, これ
らを用いて定義した包除積分は積分汎関数となる [5].
同じ性質を持つ t-ノルムが他にも多く存在すると思わ
れる.
他に包除積分について次の基本的な性質が成り立

つ. まず t-ノルムの単位元 K を用いて関数 χKA を次の

184 Vol.30 No.4



包除積分数理モデルを用いた多変量データ解析 17

ように定義する.

χKA (i) :=

{
K, i ∈ A,
0, i < A.

命題 7 µを Ω上のファジィ測度, ⊗を [0,K]上の t-ノ
ルムとする. このとき

⊗
∫
χKA dµ = Kµ(A).

命題 8 (i) µ が加法的なとき, 任意の t-ノルム ⊗ に対
して,

⊗
∫

f dµ =
∫

f dµ.

(ii) 包除積分に基づく t-ノルムが論理積ならばショケ
積分に一致する. すなわち

∧
∫

f dµ = (C)
∫

f dµ.

ただしショケ積分とは f = (x1, x2, . . . , xn), x1 ≥ x2, ≥
· · · ≥ xn ≥ xn+1 := 0に対して

(C)
∫

f dµ :=
n∑
i=1

(xi − xi+1) µ({1, 2, . . . , i})

で定義される [6].

2.3 包除積分のイメージ
Ω を 2点集合, つまり Ω = {1, 2} とする. 被積分関

数を図 1(a)の f = (x1, x2), x1 > x2 とするとルベーグ
積分とショケ積分は f のグラフを縦切り,あるいは横
切りにした 2つの矩形の面積の和を計算している（図
1 (b), (c)）. 包除積分はグラフの領域を 3つに分割し 3
つの矩形の面積の和を計算している（図 1(d)）. 矩形
の縦の長さは定義式に現れる M ⊗ に相当し,それぞれ

M ⊗( f | {1}) := x1 − x1 ⊗ x2,

M ⊗( f | {2}) := x2 − x1 ⊗ x2,

M ⊗( f | {1, 2}) := x1 ⊗ x2,

つまり縦の長さは演算 ⊗ に依存する. 例えば論理積 ∧
を採用すると x1 > x2 のとき

M∧( f | {1}) = x1 − x1 ∧ x2 = x1 − x2,

M∧( f | {2}) = x2 − x1 ∧ x2 = 0

M∧( f | {1, 2}) = x1 ∧ x2 = x2

である. ショケ積分と一致することがここでもわかる.
ちなみに矩形の横の長さはファジィ測度 µ に対応す
る. 図 2は Ω が 3点集合の場合の分割の様子である.
このように包除積分は関数 f に対して P(Ω)の各要素
に対応させた分割を施し, 分割した領域の面積の総和
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に矩形の横の長さはファジィ測度 µに対応する. 図 2は Ωが 3

点集合の場合の分割の様子である. このように包除積分は関数
f に対して P(Ω) の各要素に対応させた分割を施し, 分割した
領域の面積を足したものであると捉えることができる. 分割は
演算 ⊗ で調節できるので,問題に応じて t-ノルムを選ぶことで
適切な積分を定義できる. M ⊗( f | A)が f の分割を表している

ことは ∑
A∈P(Ω)

M ⊗( f | A) χA = f

が成り立つことからもわかる. パラメトリック t-ノルムを用い
ると, パラメータを変化させることでさらに細やかな調節が可
能である.

3. 包除積分を用いた多変量データ解析

多変量データ解析とはデータの組に対してデータ間

の関係性を統計的手法を用いて明らかにすることであ

り, 大雑把に言えば説明変数と呼ばれるデータの組から
目的変数の値を得ることである. 最もよく使われる手

法は重回帰分析法である. データセットとして, n 個の

説明変数 (x1, x2, . . . , xn) と 1 つの目的変数 y からなる

組データが M 組与えられているとする. つまりデータは
(x1

1, . . . , x
1
i , . . . , x

1
n, y

1), (x2
1, . . . , x

2
i , . . . , x

2
n, y

2), . . . , (xM
1 , . . . , x

M
i ,

. . . , xM
n , y

M ) という形式になっている. 以後, この説明変数を
要因, 要因の数を要因数と呼ぶことにする. そして Ωは要因か
ら成る集合で要因数は nとする. 重回帰モデルは目的変数は n

個の要因の値の線形結合:

y =

n∑
i=1

ai xi + a0 = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn + a0

で表わされる. この数理モデルで表現できる事象は多数存在し
古典的な手法であるが現在でも広く用いられている. パラメー
タ a0, a1, . . . , an は算出される目的変数の予測値とデータとし

て与えられている目的変数の実測値の差の二乗和を最小にする

もの, つまり最小二乗法により決定する. これは連立一次方程
式の解として決定でき, しかもこの最小二乗法により決定した
係数は, 推定誤差が正規分布に従うと仮定したときの最尤推定
量とも一致する. このように扱いやすく理論的にも整っており,
一般的な統計ソフトや統計ツールに標準的に実装されている.
説明変数の実測値を Ω上の関数, f = (x1, x2, . . . , xn) とみな

すと重回帰モデルは f の加法的測度によるルベーグ積分とみ

なすことができる. 包除積分モデルによる回帰分析はこのル
ベーグ積分を包除積分に拡張したものである. 従来の重回帰モ
デルでは表現できない項目間の相互作用を表現することが可能

となり,より柔軟な数理モデルを構築できる. モデル式は

y =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

©«
∑

B∈P(Ω),
B⊃A

(−1) |B\A |
⊗
i∈B

xi
ª®®¬ aA + a0

= a{1}(x1 − x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x3 + · · · + (−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

+ · · ·

+a{1,2}(x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3 + · · · + (−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

+ · · ·

+a{1,2,...,n}x1 ⊗ · · · ⊗ xn + a0

2

図 1 Ω = {1, 2}の場合の積分のイメージ
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n, y
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1, . . . , x
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i , . . . , x
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n, y
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1 , . . . , x
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i ,
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タ a0, a1, . . . , an は算出される目的変数の予測値とデータとし

て与えられている目的変数の実測値の差の二乗和を最小にする

もの, つまり最小二乗法により決定する. これは連立一次方程
式の解として決定でき, しかもこの最小二乗法により決定した
係数は, 推定誤差が正規分布に従うと仮定したときの最尤推定
量とも一致する. このように扱いやすく理論的にも整っており,
一般的な統計ソフトや統計ツールに標準的に実装されている.
説明変数の実測値を Ω上の関数, f = (x1, x2, . . . , xn) とみな

すと重回帰モデルは f の加法的測度によるルベーグ積分とみ

なすことができる. 包除積分モデルによる回帰分析はこのル
ベーグ積分を包除積分に拡張したものである. 従来の重回帰モ
デルでは表現できない項目間の相互作用を表現することが可能

となり,より柔軟な数理モデルを構築できる. モデル式は

y =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

©«
∑

B∈P(Ω),
B⊃A

(−1) |B\A |
⊗
i∈B

xi
ª®®¬ aA + a0

= a{1}(x1 − x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x3 + · · · + (−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

+ · · ·

+a{1,2}(x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3 + · · · + (−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

+ · · ·

+a{1,2,...,n}x1 ⊗ · · · ⊗ xn + a0

2

図 2 Ω = {1, 2, 3}の場合の包除積分のイメージ

をとったものであると捉えることができる. 分割は演
算 ⊗ で調節できるので,問題に応じて t-ノルムを選ぶ
ことで適切な積分を定義できる. M ⊗( f | A)が f の分
割を表していることは∑

A∈P(Ω)
M ⊗( f | A) χA = f

が成り立つことからもわかる. ただし χA は通常の
定義定数．パラメトリック t-ノルムを用いると, パラ
メータを変化させることでさらに細やかな調節が可能
である.

3. 包除積分を用いた多変量データ解析
多変量データ解析とはデータの組に対して

データ間の関係性を統計的手法を用いて明らか
にすることであり, 大雑把に言えば説明変数と
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呼ばれるデータの組から目的変数の値を得るこ
とである. 最もよく使われる手法は重回帰分析
法である. データセットとして, n 個の説明変
数 (x1, x2, . . . , xn) と 1 つの目的変数 y からなる組
データがM組与えられているとする. つまりデータは
(x1

1, . . . , x
1
i , . . . , x

1
n, y

1), (x2
1, . . . , x

2
i , . . . , x

2
n, y

2), . . . , (xM
1 ,

. . . , xM
i , . . . , x

M
n , y

M )という形式になっている. 以後,
この説明変数を要因, 要因の数を要因数と呼ぶことに
する. そして Ω は要因から成る集合で要因数は n と
する. 重回帰モデルは目的変数は n個の要因の値の線
形結合：

y =

n∑
i=1

ai xi + a0 = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn + a0

で表わされる. この数理モデルで表現できる事象は多
数存在し古典的な手法であるが現在でも広く用いられ
ている. パラメータ a0, a1, . . . , an は算出される目的変
数の予測値とデータとして与えられている目的変数の
実測値の差の二乗和を最小にするもの, つまり最小二
乗法により決定する. これは連立一次方程式の解とし
て決定でき, しかもこの最小二乗法により決定した係
数は, 推定誤差が正規分布に従うと仮定したときの最
尤推定量とも一致する. このように扱いやすく理論的
にも整っており, 一般的な統計ソフトや統計ツールに
標準的に実装されている.
説明変数の実測値をΩ上の関数, f = (x1, x2, . . . , xn)

とみなすと重回帰モデルは f の加法的測度によるル
ベーグ積分とみなすことができる. 包除積分モデルに
よる回帰分析はこのルベーグ積分を包除積分に拡張し
たものである. モデル式は

y =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

©«
∑

B∈P(Ω),
B⊃A

(−1) |B\A|
⊗
i∈B

xi
ª®®¬ aA + a0

= a{1}(x1 − x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x3 + · · ·
+(−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn) + · · ·
+a{1,2}(x1 ⊗ x2 − x1 ⊗ x2 ⊗ x3 + · · ·
+(−1)n−1x1 ⊗ · · · ⊗ xn) + · · ·
+a{1,2,...,n}x1 ⊗ · · · ⊗ xn + a0

または,別表現を用いたメビウス型包除積分モデル,

y =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

(⊗
i∈A

xi

)
aA + a0

= a{1}x1 + a{2}x2 + · · · + a{n}xn

+a{1,2}x1 ⊗ x2 + a{1,3}x1 ⊗ x3 + · · ·
+a{n−1,n}xn−1xn + · · ·
+a{1,2,...,xn }x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn + a0

である. 係数 aA, A ∈ P(Ω) はそれぞれファジィ測度
µ(A),ファジィ測度のメビウス変換 mµ(A)に対応して
いる. 従来の重回帰モデルでは表現できない項目間の
相互作用を表現することが可能となり, より柔軟な数
理モデルを構築できる. どちらの数理モデルを使って
もよいが, どちらかというとメビウス型包除積分モデ
ルの方が利点が多い. 具体的には

1. メビウス型包除積分モデルでは, n + 1番目以降の
項が重回帰モデルの拡張として既に提案されてい
る「複数要因の交互作用項」に類似した形をして
おり, 重回帰分析の拡張として捉えやすいものに
なっている.

2. ファジィ測度を k 加法的測度と仮定することで
簡単に項数を減らすことができる. k 加法的測
度とは |A| > k なる A についてメビウス変換
mµ(A) = 0となるファジィ測度である.

3. M ⊗( f | A) と比べると
⊗

i∈A xi の計算の方がシ
ンプルである. 計算回数が少ない分, 2進化誤差や
丸め誤差も小さいかもしれない.

1に補足するとメビウス型包除積分モデルに現れる最
初の n項の係数は各一点集合のメビウス変換値に相当
する. そして一点集合に関しては mµ({i}) = µ({i}) が
成り立つことから,どちらの数理モデルも先頭の n項,
および切片は重回帰モデルに現れる項であり, これに
他の項が追加された形になっている. n個の要因,つま
り説明変数が相互に独立なものであればこれらの演算
の結果である M ⊗( f | A)も

⊗
i∈A xi もどちらも,やは

りそれぞれ相互に独立なものであると考えられる. つ
まり包除積分モデルは n 個の要因ではなく 2n − 1 個
の説明変数から成る重回帰モデルである, とも見なす
ことができる. このように考えればあとは重回帰モデ
ルと全く同じ理論を適用することが可能である. 以降
はメビウス型包除積分モデルのみを扱うが, ほとんど
の議論が包除積分モデル, メビウス型包除積分モデル
の両方に同じように適用できる.
データ解析の流れは大まかに次のようになって

いる.

ステップ 1 生データを包除積分モデルに適用可能な
形にするため, 数値化, 正規化などの前処理を
行う.

ステップ 2 包除積分に使用する演算を決定し,残りの
データを作成する.

ステップ 3 最小二乗法を用いて数理モデルのパラ
メータを決定する.

ステップ 4 得られた数理モデルを利用して必要な解
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表 1 目的変数と要因の値

特徴量 特徴量の取る値 数値データ化

総合評価 unacc,acc,good,vgood 0, 1/3, 2/3, 1

価格 vhigh,high,medium, low 0, 0.1, 0.7, 1
メンテナンスコスト vhigh,high,medium, low 0, 0.1, 0.9, 1

ドアの数 2,3,4,5more 0, 0.7, 0.9, 1
乗車定員 2,4,more 0, 0.8, 1

トランクの大きさ big,med,small 1, 0.7, 0
安全性 high, med,low 1, 0.6, 0

析を行う.
ステップ 4における解析とは, 未知データからの目

的変数の推定や,数理モデルの解釈などである.

3.1 ステップ 1 ― データの前処理 ―
実際のデータを使って具体的に説明する. データは

オープンアクセスの UCI 機械学習用データリポジト
リの “Car Evaluation”を利用する [7]. このデータセッ
トは車の評価項目に相当する 6つの特徴量と,車の総
合評価が組となった 1728 組から成る. 6 つの特徴量
をそれぞれ Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} := {価格,メンテナンス
コスト,ドアの数,乗車定員,トランクの大きさ,安全性}
と対応させる. 各項目の取る値は表 1の通りで全て順
序カテゴリーデータとなっているので包除積分モデル
の入出力に対応させるため前処理を行う. このとき従
来の重回帰モデルと違って 全ての要因の値のスケー
ルと,大小の方向の 2つをそれぞれ揃える必要がある.
スケールについては適当な正規化を行う. 大小の方向
については説明変数と要因の値の相関係数が正になる
ように，必要であれば大小を反転させる. 数値は大小
の順序さえ合っていれば [0,K]区間にどのように配置
してもよいが,今回はK = 1で表 3の数値とした. これ
は目的変数は等間隔に数値化し, 次に要因の値は各要
因毎に目的変数との相関係数が最大となるような 0.1
刻みの数値を総当たりで調べて変換したものである.
例えば,価格では（vhigh, high, medium, low）について
(0, 0.1, 2, 1), (0, 0.1, 0.3, 1), . . . , (0, 0.2, 0.3, 1), . . . , (0, 0.
8, 0.9, 1)の全ての数値化について目的変数との相関係
数が最大となる (0, 0.1, 0.7, 1)を採用する. この前処理
が最良の数値化であるとの保証はないが, 経験的には
どのような解析手法に対しても等間隔に数値化したと
きよりも概して良い結果が得られる.

3.2 ステップ 2 ― 演算の決定 ―
次に, 包除積分で使用する演算を定め, この演算を

用いて残りのデータを作成する. 例えば演算を代数
積, ⊗P とした場合,作成されるデータは表 4の通りで

表 2 Car Evaluationの生データ
No. 総合評価 価格 メンテ ドア数 定員数 トランク 安全性
1 unacc vhigh vhigh 2 2 small low
2 unacc vhigh vhigh 2 2 small med
.
.
.

.

.

.
.
.
.

401 acc vhigh low 4 more med med
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1728 vgood low low 5more more big high

表 3 Car Evaluationの前処理後のデータ
No. y x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0.6
.
.
.

.

.

.
.
.
.

600 1/3 0.1 0.1 0.9 0 0.7 1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1728 1 1 1 1 1 1 1

表 4 作成した追加データ
No. x1⊗x2 x1⊗x3 . . . x1⊗x2⊗x3 . . . x1⊗x2⊗x3⊗ · · · ⊗x6

1 0 0 . . . 0 . . . 0
2 0 0 . . . 0 . . . 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

600 0.01 0.9 . . . 0.009 . . . 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1728 1 1 1 1 1 1

ある.

3.3 ステップ 3 ― パラメータの決定 ―
目的変数の推定値と実測値の誤差が最小になるよ

う, 最小二乗法を用いてパラメータを決定する. すな
わち

M∑
m=1

ym −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

(1)

を最小にする {aA}A∈P(Ω) を決定する. M はデータの
個数であり今回は M = 1728である. 包除積分モデル
やメビウス型包除積分モデルは説明変数が 2n − 1 個
の重回帰モデルとみなせるのでパラメータの算出方
法は重回帰分析に帰着でき, 既存の統計ソフトを利用
すれば手軽に解析が可能である. 例えば Microsoft 社
の表計算ソフト Excelを使用する場合はアドインの分
析ツールに含まれる「回帰分析」を使用する. ただし
Excelの「回帰分析」は説明変数は 16個が上限である
ため, 今回は目的変数との相関の低い “トランクのサ
イズ” を除外し, さらにファジィ測度を 2-加法的測度
に制限することにする. こうすれば, 1点集合と 2点集
合の計 15個以外のパラメータの値は 0であるので説
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明変数は {x1, x2, x3, x4, x6, x1⊗x2, x1⊗x3, . . . , x4⊗x6}と
なり Excel が利用可能である. Excel により表 5, 6に
示す結果を得た. 比較のため x1, x2, x3, x4, x6 のみを用
いた通常の重回帰分析の結果も載せている.
表中の補正 R2 とはデータの変動と回帰の変動をそ

れぞれの自由度, M − 1,M − K − 1,ただし K は説明変
数の項数,で割り

補正 R2 := 1 − (1 − R2)
(

M − 1
M − K − 1

)
として R値を補正したもので,自由度調整済み決定係
数と呼ばれる. 重回帰モデルは項数が多いほど精度は
上がり R値が高くなるので,説明変数の個数の違う回
帰分析の精度を比較するときにはこのように補正を行
う. 赤池情報量基準など他の補正方法を用いてもよい.
包除積分モデルは重相関係数 R, 補正 R2 ともに 1 に
近い値をとっており, 精度の高いモデル式が得られた
ことがわかる. 有意 F 値確率も 0であり, この数理モ
デル:

ŷ = −0.23x1− 0.17x2− 0.09x3− 0.28x4− 0.30x6

+0.06x1⊗Px2 + 0.05x1⊗Px3 + 0.27x1⊗P x4

+0.33x1⊗Px6 + 0.04x2⊗Px3 + 0.20x2⊗Px4

+0.23x2⊗Px6 + 0.08x3⊗Px4 + 0.08x3⊗Px6

+0.42x4⊗Px6 + 0.21

は意味があると言える. µ({1})に相当するパラメータ
が −0.23と負の値になっているなど, ここで得られた
メビウス型包除積分モデルの測度は単調性を満たして
いないのでファジィ測度にはなっていない.

3.4 ステップ 4 ― モデル式を利用した解析 ―
ステップ 3 で得られたモデル式を用いて解析を行

う. 新しい要因の値のデータから目的変数の値を推定
できる他, このモデルが包除積分を表していることを
利用して目的変数の決定プロセスを読み取ることがで
きる. メビウス型包除積分モデルで得られたパラメー
タ aA は積分に用いるファジィ測度のメビウス変換で
ある. ファジィ測度はメビウス逆変換:

µ(A) =
∑
B⊂A

mµ(B)

で算出できる. この値によりどの項目をどのくらい重
視しているかがわかる. 例えば µ({1, 2})の値は要因 1
と要因 2を合わせたものの重視度を意味している.

µ({要因 1,要因 2) > µ({要因 1) + µ({要因 2)

の場合は 2つの要因間に相乗効果があり両方がよいも
のは相乗的に評価が増すことを意味する. 不等号が逆

表 5 Excel分析ツールの回帰分析を用いて得られた
結果
数理モデル 重相関係数 R 補正 R2 有意 F 値

重回帰 0.697 0.486 1.0 × 10−245

包除積分モデル 0.857 0.736 0

表 6 最小二乗法で得られたパラメータの値
切片 a{1} a{2} a{3} a{4} a{6} a{1,2} a{1,3}
0.21 −0.23 −0.17 −0.09 −0.28 −0.30 0.06 0.05

a{1,4} a{1,6} a{2,3} a{2,4} a{2,6} a{3,4} a{3,6} a{4,6}
0.27 0.33 0.04 0.20 0.23 0.08 0.08 0.42

向きの場合は, どちらか片方だけでもよければ全体の
評価が高くなるという相殺効果, あるいは補完的効果
を意味している.
論理積を採用した場合の係数 aA はメビウス変換

mµ(A)は従来の重回帰分析の「複数要因における交互
作用項」のパラメータに一致する. 重回帰分析では交
互作用項の意味は解釈しづらいものであったが, メビ
ウス型包除積分モデルと見なすことで値の解釈が可能
になった. またファジィ測度の値は単独での重視度や
複数項目を合わせたものの重視度がそれぞれに得られ
るので各要因の重視度の比較が行いにくい. これは次
式で示すシャプレイ値を計算することにより比較が可
能になる:

ϕi(µ)=
∑

A∈Ω\{i }

|A|!(n − |A| − 1)!
n!

(µ(A∪{i})−µ(A)).

Φ(µ) = (ϕ1(µ), ϕ2(µ), · · · , ϕn(µ))の ϕi が項目 i の重視
度であり

n∑
i=1
ϕi(µ) = µ(Ω)

が成り立つ. なお, 単調性を満たしていない集合関数
についてもシャプレイ値は計算可能である.

4. 精度のよいモデル決定のための工夫
前節でメビウス型包除積分モデルを用いたデータ分
析の大まかな流れを説明した. さらに随所に色々な工
夫を施して分析の精度を高めることができる.

4.1 データの前処理
今回は順序カテゴリーデータであったが, 数値デー

タなど他の種類のデータの場合もデータに応じた適切
な処理を施し数理モデルに適用可能な形に変換しなけ
ればならない. データの最大値, 最小値の間で [0,K]
に正規化したり,（平均 ± 2×標準偏差）で上下を打ち
切る, あるいはノンパラメトリックにデータの上下を
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それぞれ個数の数％に当たる値で打ち切る, 等が考え
られる. 説明変数の取る値が互いに独立である必要が
あるのは重回帰分析と同様であるが, さらに追加する
変数のことを考慮して適切に正規化を行い各データの
スケールを揃える必要がある. 極端な話, もしも要因
の値 i と要因の値 j の値に xi < xj が常に成り立つよ
うな場合, 演算に論理積を用いた場合, xi ∧ xj = xi と
なってしまう.

4.2 どの演算を利用するか
適切な演算は解析データや前処理に応じて異なるた

め, 色々な t-ノルムを試すのがよい. パラメトリック
t-ノルムを用いると, t-ノルムのパラメータの値を調整
することで柔軟にモデル式を変化させることができ
る. パラメータの値を適当な細かな刻みで変化させし
らみつぶし探索を行い最も精度のよいモデル式が得ら
れる t-ノルムパラメータを見つけることができる.

4.3 変数選択について
多くの要因が集まることで相互作用が大きく表れる

ような場合も考えられるため k-加法性を仮定しない
方がよりモデル式の記述能力が高まる. しかしこの場
合,要因数 nでは,パラメータが 2n−1個と非常に多く
なってしまう. これらを解消するためには 2n − 1個の
全ての変数を使うのではなく適切に変数選択を行うの
がよい. これも重回帰分析の手法をそのまま適用する
ことができる. ここでは一般的によく使われるステッ
プワイズ法を利用する, 通常次のようなアルゴリズム
で変数を取捨選択する.

ステップ 1 変数 0個の状態からスタートする.

ステップ 2 モデル式に使われていない全ての説明変
数の中でモデル式に加えたときの回帰変動と加
える前の残差変動の分散比を統計量 F とした分
散分析を行い F 値が FSLE = 3.84 を越えるもの
を F 値の高いものから順に全てモデル式に投入
する.

ステップ 3 投入するものがなくなったら,モデルに投
入されている全ての変数に対してその変数を除去
したときの回帰変動と除去する前の残差変動の分
散比を統計量 F とした分散分析を行い,この F 値
が FSLS = 2.71 より小さいものを F 値の小さい
ものから順にすべてモデル式から除去する.

投入と除去が行われなくなるまでステップ 2, 3 を繰
り返す. FSLE, FSLS はそれぞれ自由度 (1,∞) の F 分
布の上側 5％点と 10％点である. F 値以外にも,赤池

情報量基準やベイズ情報量基準を使う方法もある. 多
重共線性も考慮すべき点である. 何れの場合も変数を
加えたことが意味のあるのかどうかを調べ，意味があ
れば投入,なければ除去,を繰り返す.
さらに前節で得られた数理モデルではファジィ測度
が単調性を満たしていない. パラメータがファジィ測
度になるように, つまり単調性を満たすようにしたい
のでステップ 2 と 3 の条件にさらに単調性の条件を
加える.

ステップ 2′ 説明変数を加えたときの F値が FSLE =

3.84を越え, かつ投入後のモデル式のパラメータ
がファジィ測度の単調性を満たしているもののう
ち F 値の高いものから順に全てモデル式に投入
する.

ステップ 3′ 投入するものがなくなったら,変数を除
去したときの F 値が FSLS = 3.84 より小さいも
ののうち除去後のモデル式のパラメータがファ
ジィ測度の単調性を満たすものを F 値の小さい
ものから順にすべてモデル式から除去する.

単調性のチェックは例えば, 全ての A ∈ P(Ω) につい
て,全ての i ∈ Aに対して

mµ(A) ≥ −
∑

B⊊A,B∋i
mµ(B)

が成り立つことを確認すればよい. さらに今回は多重
共線性を考慮しステップ 2′で VIF 統計量が 10 を超
える場合は投入しないこととした. このアルゴリズム
より得られるモデル式における非加法的測度は単調性
を満たす. 6 つの要因を全て使用し, 色々な t-ノルム
についてステップワイズ法を適用した結果, 得られた
決定係数などを表 7に, このときの選択された説明変
数を表 8に示す. パラメトリック t-ノルムのパラメー
タは細かい刻みでパラメータを変化させるしらみつぶ
し法で補正 R2 が最も高い値となったときのパラメー
ター値である. どの包除積分モデルも重回帰モデルよ
り R 値, 補正 R2 値が高く精度のよい数理モデルであ
ると言える. さらにパラメトリック t-ノルムが最も高
い値となっている. ただし, どのパラメトリック t-ノ
ルムでもそれほど大きな違いではなく, 表にない他の
パラメトリック t-ノルムでもほぼ同程度の数値となっ
た. 選択された変数や変数の数に若干の相違はあるも
のの,シャプレイ値はどれも同程度であった,具体的な
モデル式の例として Dubois-Prade の t-ノルムを使用
した場合を式 (2)に示す.
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表 7 ステップワイズ法による結果
t-ノルム 決定係数 R 補正 R2 選択された変数の数

重回帰モデル 0.715 0.510 6
論理積 0.920 0.846 13
代数積 0.928 0.861 8

Hamacher積 0.928 0.861 9
Duboisらの t-ノルム 0.930 0.864 11
Schweizerの t-ノルム 0.930 0.864 11

表 8 ステップワイズ法で選択された変数
t-norm 選択された変数

論理積 {3},{5},{6},{1,4,6},{2,4,6},{3,4,6},{1,4,5,6},{2,3,4,6},
{2,4,5,6},{1,3,4,5,6},{1,2,3,4,6},{1,2,4,5,6}, Ω

代数積 {4,6},{1,4,6},{1,2,4,6},{1,3,4,6},{1,4,5,6},{2,3,4,6},
{2,4,5,6},{2,3,4,5,6}

Hamacher積 {6},{4,5},{1,2,3},{1,3,6},{1,4,6},{2,4,6}, {1,4,6},
{1,4,6},{2,3,6},{2,4,6},{3,4,6},{1,3,4,6},{1,4,5,6},
{2,4,5,6},{1,2,3,4,6},{2,3,4,5,6}

Duboisらの {6},{4,5},{1,4,6},{2,4,6},{1,3,4,6},{1,4,5,6},{2,3,4,6},
λ = 0.95 {2,4,5,6},{1,2,3,4,6},{1,2,4,5,6}, Ω

Schweizerの {6},{1,4,6},{2,4,6},{3,4,5},{1,3,4,6},{1,4,5,6},
p = 1.3 {2,3,4,6},{2,4,5,6},{1,2,3,4,6},{1,2,4,5,6},Ω

FDP( f ) = 0.025 x6 + 0.020 ©«
⊗
i∈{4,5}

xi
ª®¬

+0.154 ©«
⊗

i∈{1,4,6}
xi
ª®¬ + 0.128 ©«

⊗
i∈{2,4,6}

xi
ª®¬

+0.170 ©«
⊗

i∈{1,3,4,6}
xi
ª®¬ + 0.312 ©«

⊗
i∈{1,4,5,6}

xi
ª®¬

+0.111 ©«
⊗

i∈{2,3,4,6}
xi
ª®¬ + 0.180 ©«

⊗
i∈{2,4,5,6}

xi
ª®¬

+0.194 ©«
⊗

i∈{1,2,3,4,6}
xi
ª®¬ + 0.275 ©«

⊗
i∈{1,2,4,5,6}

xi
ª®¬

−0.304 ©«
⊗

i∈{1,2,3,4,5,6}
xi
ª®¬ − 0.33, (2)

⊗ は Dubois-Pradeの t-ノルム.
通常のステップワイズ法に測度の単調性条件が加
わり, 変数の投入と除去の条件が強くなっているので
FSLE, FSLS の条件を緩めて投入，除去が頻繁に行われ
るようにしてもよいかもしれない. どちらにしてもス
テップワイズ法で得られるのは局所解であり, 最良の
結果を得るためには, 今のところ全てのパラメータの
変数選択についてしらみつぶし法で調べるしかない.
この場合, 要因数が n 個であれば 2n−1 個の変数から
選ぶことになるので 2(2n−1) − 1通りの選び方について
チェックする必要があるが, 要因数 2 なら, 7 通り, 3
の場合, 31 通りであり, この程度であれば問題はない

と思われる.
今回はプログラムを作成したが, SPSS や R などを
利用することでより少ない手間で実現できる. ちな
みにカテゴリー順序データからの数値化を等間隔に
行った場合は, 若干精度が悪くなり，例えば Dubois-
Prade の t-ノルムの場合で決定係数 R = 0.808, 補正
R2 = 0.651であった [8].

4.4 最尤推定量との関係
重回帰分析では最小二乗法によりパラメータを決定
するが, これはデータの誤差が正規分布に従うと仮定
したときのパラメータの最尤推定量に一致しているこ
とが知られている. これは包除積分モデルを用いた重
回帰分析でも同様で, 最小二乗法で決定したパラメー
タは最尤推定量と一致する. 目的変数の測定値の誤差
を eとすると

y =
∑

A∈P(Ω)\{∅}

(
aA

⊗
i∈A

xi

)
+ a0 + e

=
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xi

)
+ e.

移項して

e = y −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xi

)
.

後の便宜のため a{∅} := a0/K として和の項にまと
めた.
誤差 e が N(0, σ2) に従うと仮定すると e の確率密
度関数は
f (y, x；{aA}A∈P(Ω), σ

2)

=
1

√
2πσ

exp
©«−

y −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xi

)
2/

2σ2ª®®¬
となる. M 個の目的変数のデータ y1, · · · yM の誤差は
N(0, σ2)に独立に従うと仮定すると {aA}A∈P(Ω),及び
σ2 をパラメータとする尤度関数は
L({aA}A∈P(Ω), σ2; (y1, x1), . . . ,(ym, xm), . . . ,(yM, xM ))
=L({aA}A∈P(Ω), σ

2; (ym, xm(m ∈ {1, 2, . . . ,M}))

=
1

√
2πσ

exp

(
−

{
y1 − ∑

A∈P(Ω)
(
aA

⊗
i∈A x1

i

)}2

2σ2

)
· · · · 1

√
2πσ

exp

(
−

{
ym−∑A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈Axmi

)}2

2σ2

)
· · · · 1

√
2πσ

exp

(
−

{
yM−∑A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈AxM

i

)}2

2σ2

)
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図 3 パラメータを決定する連立方程式

=

(
1

√
2πσ

)M
exp

(
− 1

2σ2

(y1−
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

x1
i

)
2

+

· · · +
ym −

∑
A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

+

· · · +
yM −

∑
A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xM
i

)
2))

対数尤度関数は
log L({aA}A∈P(Ω), σ

2; (ym, xm(m ∈ {1, 2, . . . ,M}))
= −M log

√
2πσ

− 1
2σ2

M∑
m=1

ym −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

これを最大にする {aA}A∈P(Ω) は

M∑
m=1

ym −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

を最小にする {aA}A∈P(Ω)であり,これはデータと推定
値の誤差の二乗を最小にする最小二乗法と一致する.
あとは,対数尤度関数 log L を {aA}A∈P(Ω) と σ2 で

偏微分したものを 0 として連立方程式の解を解けば，
各係数 {aA}A∈P(Ω) と σ2 が定まる. 偏微分すると

∂ log L
∂aA

=

M∑
m=1

1
σ2

©«ym −
∑

B∈P(Ω)
aB

⊗
i∈B

xmi
ª®¬
⊗
i∈A

xmi

=
1
σ2

{
M∑
m=1

⊗
i∈A

xmi ym

−
∑

B∈P(Ω)

(
M∑
m=1

⊗
i∈A

xmi
⊗
i∈B

xmi

)
aB

 ,

∂ log L
∂σ2 = −M

2
1
σ2

+
1
2

1
(σ2)2

M∑
m=1

ym−
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

= − 1
2(σ2)2

(
Mσ2

−
M∑
m=1

ym −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2ª®®¬ .

したがって求める最尤推定量 {aA}A∈P(Ω) は図 3の連
立方程式の解であり, これは最小二乗法により求めた
パラメータ {aA}A∈P(Ω) と一致する. σ2 の最尤推定量
は

σ2 =
1
M

M∑
m=1

ym −
∑

A∈P(Ω)

(
aA

⊗
i∈A

xmi

)
2

に {aA}A∈P(Ω) を代入すれば求まる. これは二乗誤差
（残差の二乗）の平均と一致する. 前述したようにメビ
ウス型包除積分モデルは

⊗
i∈A

xi を説明変数と見なし

た重回帰モデルとみなすことができるので本節の議論
は従来の重回帰モデルで説明変数の数が 2n − 1 個の
場合と全く同じものである.

5. 終わりに
本稿では包除積分を利用したデータ解析手法を紹介

した. 色々な t-ノルムを用いたが,本稿に未掲載の分も
含め t-ノルムによる明確な違いはそれほど現れなかっ
た. 非常にビッグなデータを解析する場合には違いが
表れるのかもしれない. 積分が単調になるための t-ノ
ルムの条件もさらにさらに精密な検討が必要である.
執筆にあたり非加法的測度になじみのない読者のこと
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も意識したつもりであるが説明の不足な部分などがあ
れば遠慮なくお問い合わせいただきたい.
ファジィ測度のような非加法的な測度の概念は数学

の色々な分野に見られ例えば, 重みつきハイパーグラ
フ（グラフ理論）,サブモジュラ関数（関数解析）,凸
関数（凸解析）,マトロイド（組み合わせ数学）,キャ
パシティ（ポテンシャル論）, 非加法的確率（ミクロ
経済学）,協力ゲーム（ゲーム理論）,無向グラフ上の
Markov ランダム場を特徴付けるポテンシャル（統計
物理）, 確率測度の族の上界／下界包絡（ロバスト統
計）等, どれも非加法的測度と同値な概念であり各々
の分野で研究がなされてきた. しかしながら非加法性
を明確に意識してこの概念を考察したのは 1953年の
Choquet による capacity [6], あるいは 1974 年の菅野
道夫氏によるファジィ測度 [1] が端緒であり, これら
は独立に導入され合わせて Choquet積分, 菅野積分も
定義された. ファジィ測度による測度論・積分論の理
論的考察は 1980–1995 年にかけて菅野および室伏に
より精力的に研究され, これが非加法的単調測度論の
標準理論となり今日に続いている [2]. これらの理論
を土台とする非加法的測度論の研究は工学や社会科学
分野においてその重要性や利便性が認識され, 多くの
研究者らによる精力的な研究により極めて広範な領域
で技術開発がなされてきた. これらの精力的な応用分
野の研究に対して, 理論面における研究はかなり遅れ
を取っていたと言えるが測度論の拡張概念として測度
の本質を追求するための手段として徐々に測度論の研
究者らが研究に取り組み始め, 特に近年の河邊による
収束定理の一連の結果など特筆に値する成果が上がっ
ており（[9]等）, これに触発された理論面の整備, ま
たそれを契機とした応用研究の発展という理想的な関
係性がもたらす益々の発展を期待したい.
ファジィ測度の応用を考える場合には, 有限集合上

の測度で十分であるが, 測度論の立場から連続性や収
束性といった議論を行う場合には有限集合では意味が
なく実数空間等の一般の集合上に定義された測度とそ
の積分を扱うことになる. 包除積分も最近ようやく非
離散化を行うことができたので, もしも興味を持った
かたがおられたら是非 [5]をご覧下さい.
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