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第１章 緒  論 

 

1.1 本研究の背景 

材料力学の主な目的は，材料を正しく，すなわち安全でしかも経済的に使用するこ

とである．その目的を達成するためには，試験片の強さから実物の強さを予測する必

要がある．もし，材料の強度が最大応力 maxσ のみによって決まるのであれば，平滑材

の強度のみを実験で求め，実物の最大応力 maxσ を適当な方法，たとえば，ハンドブッ

ク，有限要素法，ひずみゲージによる測定などの方法により求めることで，実物の強

度評価が可能となる．しかし，材料の降伏や破壊は一点の応力だけでは決まらないの

で，一般に応力集中部を有する部材の強さを，平滑材の強さから直接予想することは

できない．すなわち，応力集中がある場合には，最大応力 maxσ が一定であっても同一

現象が起こるとは限らない[1],[2]．たとえば，最大応力 maxσ が大きく異なっても公

称応力で表した疲労限度は同じであるなど，同一現象が異なる maxσ のもとで起こって

いる例は古くから報告されている． 

小野は，深い回転双曲面切欠きを有する試験片を用いて実験を行い，1939 年に発表

された論文[3] において，切欠き材の疲労限度が最大応力 maxσ のみでは決まらないこ

とを示した．すなわち，試験片の正確な応力解析が困難であった当時，正確な応力集

中係数を用いることが重要であると考え，製作困難であるが厳密解のある深い回転双

曲面切欠きをもつ試験片を利用して，応力集中係数 tK が約５の場合でも，疲労限度は

平滑材の疲労限度の約1/ 2にしかならないことを示している．このことは，切欠き材

の疲労破壊が一点の応力のみでは支配されないことを意味している．石橋は，切欠き

材の降伏現象を塑性域の観察を行いながら研究し，切欠き底からある一定の距離だけ

入った点の応力を厳しさの尺度とする，2nd point theory を提案した [4] これに対

して，Siebel ら[5]は，切欠き底での応力の勾配χを定義して切欠き効果の評価に用

いることを提案している．また，石橋は，横穴をもつパイプ型試験片を用いて，最大

応力勾配方向の現象を観察したほか，回転双曲面切欠き材の縦断面を観察し，停留き

裂の存在を確認した[6]． 

その後，西谷は，疲労き裂発生限界の応力を１０７回繰り返した後の切欠き底の状態

は応力集中係数の値に無関係にほぼ似ていることを示したほか，疲労限度をき裂発生

曲線と，停留き裂の伝播限界曲線として表したときの交点である分岐点において，切

欠き深さや最小断面の直径とは無関係に，切欠き半径ρの値がほぼ一定となり材料定

数となることを発見した[7]．また，その理由を分析するために，切欠き底の最大応力
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を１としたときの切欠き底付近の応力分布を，だ円孔を有する無限板の引張りと，深

い回転双曲面切欠きを有する丸棒の曲げの場合に求めたところ，それが maxσ とρによ

ってほぼ決まることを明らかにした[7]．これらの小野，石橋，西谷の切欠き材の強度

に関する研究では，回転双曲面切欠きの解や，円孔による応力集中の解，だ円孔によ

る応力集中の解が，強度の解明に極めて重要な役割を果たしている．従って，切欠き

や円孔を有する試験片の応力集中係数を求めることは大変重要である． 

 

1.2 試験片形状に関連するこれまでの応力集中の研究について 

このように，試験片の強さから実物の強さを予測するためには，まず試験片の応力

を正確に把握しなければならない．このような観点から，試験片形状に密接に関係す

る応力集中係数研究の歴史をまとめれば以下のようになる[8], [9]． 

無限板の応力集中問題では，円孔を有する無限板の問題が 1898 年 Kirsch[10]によ

って，極座標を用いてはじめて研究され，その応力集中係数が 3tK = であることが示

された．また，だ円孔を有する無限板の問題が 1913 年 Inglis[11]によって，だ円座

標を用いてはじめて研究され，その応力集中係数がKt = 1+ 2 t / ρであることが示さ

れた．これら無限板の問題に対して，円孔を有する帯板の引張問題を Howland[12]が

極座標と関数展開を用いて解析し，1930 年に発表している．これは，有限幅の問題を

取り扱った初めての論文である． 

切欠きの問題では，半無限板の半円切欠きの引張問題が 1936 年 Maunsell [13]によ

って初めて解かれている．Maunsell は，その応力集中に対してKt = 3.05の結果を得

たが，正しい結果はKt = 3.0であろうと過って推測している（厳密解は 3.0653tK = ）．

また，深い外側切欠きの最初の問題として，双曲線切欠きを有する無限板の引張りと

曲げ問題が 1933,1934 年 Neuber[14],[15]によって，だ円座標を用いて研究され，そ

の応力集中係数が与えられた．次に，Neuber[16]は 1937 年３次元切欠き問題の最初の

問題として回転双曲面切欠きを有する無限体の引張り，曲げ，ねじり問題をだ円体座

標を用いて研究し，その応力集中係数を示した．さらに，Neuber[16]は 1937 年これま

でに求められた，だ円孔を有する無限板の解と自身で解析した深い切欠きの解を用い

て有限深さの切欠きの応力集中係数を推定する，いわゆる Neuber 三角則を提案した．

この式は，近似であるが 70 年間以上にわたって使用されている． 

国内では石橋 [17]が，1940 年に円弧切欠きを有する半無限板の引張問題について

双曲座標を用いて解析を行い，半円切欠きで真の値 3.0653tK = に対して 3.06tK = を

得ている．また，平野[18]は，２次元弾性体の複素関数表示による解法を用いて，無

限板にひし形，三角形状孔が存在する場合と，半無限板に半円，半だ円及び半直線状
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切欠きがある場合の問題を解析している．その結果，あらゆる切欠きの応力集中係数

は切欠きの曲率半径と切欠き深さが等しいだ円切欠きの応力集中係数においてほとん

ど置換え可能であるという「等価だ円」の考え方が適用可能であることを示している． 

 有限幅の切欠きに関しては，半円切欠きを有する帯板の引張りと曲げ問題が，1947

年 Ling[19]によって，関数展開法を用いて研究され，その応力集中係数が示された．

しかし，1953 年石田[20]によって関数展開と摂動法によって同問題が再度解析された．

その結果，Ling の引張りの数値には誤りがあることが指摘され，正しい値が与えられ

た．次に，石田[21]は，1955 年，だ円孔を有する帯板の引張問題を Laurent 展開法を

用いて解析した．この tK の値は正確で，広範囲の試験片形状に対して応力集中係数を

もとめることができる． 

西谷[22]は，1967,1968 年 60°V 形切欠きを有する半無限板の問題について，初め

て体積力法を用いて電算機を利用した解析を行い，高精度の結果を得ている．長谷部

[23]は，1971 年，Ｕ字形切欠きを含む三角形切欠きを有する半無限板の問題を平面弾

性問題として，あるいは板の面外曲げ問題として解析し，その応力分布を求めている． 

次に，1975 年，半だ円切欠きを有する帯板引張問題が，体積力法を用いて西谷により

解析された[24]．この特別な場合である半円切欠きの応力集中係数は石田の値と４桁

一致している．また，半だ円円周切欠きを有する丸棒ねじり問題が 1977 年に，西谷・

橋本[25]によって，引張り（1981 年），曲げ問題（1982 年）が村上・野田・西谷・

[26]によって各々解析されている．応力集中係数 tK が正確に求まり，しかも製作し易

い丸棒試験片として重要な，６０°Ｖ形切欠きを有する丸棒の引張り，曲げ，ねじり

問題が 1984 年西谷・野田[27]によって解析されている．次に，６０°Ｖ形切欠きを有

する帯板の引張り，曲げ問題が 1985 年野田・西谷・深迫・原田[28]によって解析され

ている．さらに， tK の値が正確に求まる三次元的な切欠きの問題として，ドリル穴

を有する半無限体の引張り問題が 1988 年野口・西谷・後藤 [29]によって解析されて

いる．三次元的な欠陥を代表する形として，ドリル穴が昔から実験に使用されている

が，それまで正確な tK の値が求められていなかった． 

さきに述べたように，降伏や破壊は一点の応力だけでは決まらないので，一般にき

裂や切欠きをもつ部材の強さを平滑材の強さから直接予想することはできない．すな

わち，西谷が線形切欠き力学として提案しているように，切欠き材の強度は実質的に

は，最大応力 maxσ と切欠き半径 ρ とによって支配される．このため，試験片の強さか

ら種々の応力集中部を有する実物の強さを予測するためには，切欠き半径 ρ を０から

無限大まで広範囲に変化させて，材料の挙動に関するマスターカーブを作成する必要

がある[30]．その様な実験に際し，最も便利であり，最も広く用いられる試験片は， 
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Fig. 1-1 Round specimens with a V-shaped notch 

 

Fig1-1 に示すような切欠きを有する丸棒試験片である． 

1.3 円周切欠きを有する丸棒の応力集中に関する過去の研究について 

 前述のように，これまでに切欠きを有する丸棒の応力集中問題に関して数多くの研

究がなされてきた．その中でも Neuber の提案した三角則[16]は，過去 70 年以上にわ

たってよく用いられてきた．これは，以下のようにして近似式 tNK をKtsとKtdから求

める公式である． 

 

  KtN =
(Kts −1)(Ktd −1)

(Kts −1)2 + (Ktd −1)2{ }
1
2

+1               ・・・・（1－1） 

 

すなわち，この式は，浅い切欠きの解Ktsとして，切欠きを有する半無限板の応力集中

係数を用いる．また，深い切欠きの解Ktdとして深い双曲面及び双曲線切欠きの応力

集中係数Ktsを用いる．そして，実際に必要な有限寸法の切欠きの応力集中係数 (KtN )

を見積ろうとするものである．Neuber の研究[16]ではKtsとしてだ円孔を有する無限

板の引張り（ねじりの場合は面外せん断）の解を用い，Ktdとしては引張り，曲げ，ね

じりを受ける回転双曲面切欠きを有する無限体の解を用いている．それは以下の式（1

t

D

d=
2a

ρω

ttt

DD

d=
2a

ρω
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－2）-（1－4）で与えられる． 

 

（１）丸棒引張問題 

Kts = 1+ 2
t
ρ
 

Ktd =
1
N

a
ρ

a
ρ

+1 + (0.5 +ν )
a
ρ

+ (1 +ν)
a
ρ

+1 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
     ・・・（1－2） 

N =
a
ρ

+ 2ν
a
ρ

+1 + 2                                          

 

 

（２）丸棒曲げ問題 

Kts = 1+ 2
t
ρ
 

Ktd =
1
N

3
4

a
ρ

+1 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 3

a
ρ

− (1 − 2ν )
a
ρ

+1 + 4 + ν
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
     ・・・（1－3） 

N = 3
a
ρ

+ 1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ + (1 + 4ν )

a
ρ

+1 + (1+ ν) / (
a
ρ

+1 +1)     

 

 

（３）丸棒ねじり問題 

 Kts = 1+
t
ρ
 

 Ktd =
3(1+ a / ρ +1)2

4(1 + 2 a / ρ +1)
                         ・・・（1－4） 

 

菊川ら[31-34]は，Fig.１-1 に示すような両側に対称な切欠きを有する丸棒・帯板

が引張り及び曲げを受ける場合の応力集中問題について，上記のような Neuber 三角則

[16]や Peterson[35]の図表が使用されている事に疑問を持ち，切欠き底にひずみゲー

ジをはり側面角と切欠き深さを変えて応力集中係数を測定した．菊川らの研究では，

（Ａ）ゲージ長さが有限であることの誤差を補正すること，（Ｂ）半円切欠きを有する

帯板の厳密解を用いて結果を補正すること，（C）切欠き底にひずみゲージを固定した

状態で，試験片を加工することによって切欠き深さを変化させること，などの工夫に
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よって精度の高い値を得ており，以下のような結論を得た． 

（1）Neuber の三角則の仮定の１つである「切欠き深さが深いほど応力集中係数は常

に大きくなること」が，成立せず，Neuber の三角則に定性的にも誤りがある． 

（2）切欠きが深くなる時，応力集中係数が減少する現象は切欠き深さが増すと最小断

面の内部において，引張り方向に直角な横方向引張り応力が増すので，これがその部

分の縦方向の変形を妨げることにより起こる． 

（3）切欠きが深くなる時，応力集中係数が減少する現象は２次元より３次元，曲げよ

り引張りの場合にその効果は大きく表れる． 

（4）切欠きの開き角の影響は，2 次元問題の場合，応力集中係数は開き角がかなり大

きくなるまでは変化せず，3 次元引張問題の場合，開き角が増加するに従い，わずか

に増加する． 

村上・野田・西谷[26][36-41]は，V 形切欠きを有する丸棒・帯板の応力集中問題に

ついて体積力法による切欠き寸法を広範囲に変えた系統的な解析を行い，高精度の応

力集中係数を求めており，以下のような結論を得た． 

（5）軸対称曲げ問題の体積力法による解析法を提案し，回転曲げ疲労試験における円

周切欠きを有する丸棒試験片の応力集中係数の誤差を明らかにした． 

（6）60°V 形切欠きを有する丸棒の引張り・ねじりの応力集中を系統的に解析し考察

を行い，2 次元問題の結果から解析困難な３次元問題の応力集中係数を推定する方法

を示した． 

（7）両縁に 60°V 形切欠きを有する帯板の引張り・面内曲げの応力集中を系統的に解

析し考察を行い，Neuber 三角則の誤差を検討するとともに，帯板と半無限板の比から

帯板の応力集中係数を評価する方法を示した． 

以上のように切欠きを有する丸棒・帯板の応力集中問題については，これまでに数多

くの研究が行われてきたが，依然として Neuber の三角則[16]が現在の設計者や研究者

に用いられている.この理由は，Neuber 公式が簡便であるにもかかわらず切欠き形状

の全範囲に対してある程度の精度で応力集中係数を与えるたいへん便利なものであっ

たためであると考えられる．しかし，Neuber 公式には，正確な応力集中係数に対して

最大で 10％程度の誤差があることが問題となる.たとえば，宮本は，その著書「三次

元弾性論」において，円周切欠きを有する丸棒の問題の解決の重要性を強調している

[42]．切欠き効果（または寸法効果）の定量的評価や，最近の実験技術の進歩に伴う

疲労機構の詳細な究明のためには，正確な応力集中と応力分布を知ることが必要であ

る． 
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Table 1̶ １ Reference values Kt  for a notch  

Ref ρ t d D ω 2ρ/D 2t/D Specimen Notch 
Shape

Loading Kt KtN K treal Error(%)

OKADA et. al 
[43] 7.0 3.0 4.0 10.0 - 1.4 0.6 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.08(?) 1.081 1.081 0.09

WANG et. al 
[44] 2.0 1.5 9.0 12.0 - 0.3333 0.25 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.51(Neuber) 1.508 1.560 3.2

KAWAGOISHI 
et. al [45] 7.0 3.5 3.0 10.0 - 1.4 0.7 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.06(?) 1.062 1.061 0.09

OSHITA, 
HATANAKA 
[46]

1.0 2.5 5.0 10.0 0° 0.2 0.5 Round bar U-notch tension 2.32(FEM) 1.822 1.934 20.0

2.5 2.5 5.0 10.0 - 0.5 0.5 Round bar Circular-
arc-notch tension 1.75(FEM) 1.384 1.416 23.6

4.0 2.0 5.0 10.0 - 0.8 0.4 Round bar Circular-
arc-notch tension 1.54(FEM) 1.295 1.321 16.6

TAKADA, 
SAKANE [47]

0.8 1.0 6.0 8.0 60° 0.2 0.25 Round bar V-notch tension 2.0(FEM) 2.036 2.179 8.2

0.1 1.0 6.0 8.0 60° 0.025 0.25 Round bar V-notch tension 4.8(FEM) 4.745 5.275 9.0

0.05 1.0 6.0 8.0 60° 0.0125 0.25 Round bar V-notch tension 6.4(FEM) 6.473 7.277 12.1

OCHI et. al 
[48] 1.6 1.0 10.0 12.0 - 0.2667 0.1667 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.62(Peterson) 1.635 1.959 17.3

Ref ρ t d D ω 2ρ/D 2t/D Specimen Notch 
Shape

Loading Kt KtN K treal Error(%)

OKADA et. al 
[43] 7.0 3.0 4.0 10.0 - 1.4 0.6 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.08(?) 1.081 1.081 0.09

WANG et. al 
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et. al [45] 7.0 3.5 3.0 10.0 - 1.4 0.7 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.06(?) 1.062 1.061 0.09

OSHITA, 
HATANAKA 
[46]

1.0 2.5 5.0 10.0 0° 0.2 0.5 Round bar U-notch tension 2.32(FEM) 1.822 1.934 20.0

2.5 2.5 5.0 10.0 - 0.5 0.5 Round bar Circular-
arc-notch tension 1.75(FEM) 1.384 1.416 23.6

4.0 2.0 5.0 10.0 - 0.8 0.4 Round bar Circular-
arc-notch tension 1.54(FEM) 1.295 1.321 16.6

TAKADA, 
SAKANE [47]

0.8 1.0 6.0 8.0 60° 0.2 0.25 Round bar V-notch tension 2.0(FEM) 2.036 2.179 8.2

0.1 1.0 6.0 8.0 60° 0.025 0.25 Round bar V-notch tension 4.8(FEM) 4.745 5.275 9.0

0.05 1.0 6.0 8.0 60° 0.0125 0.25 Round bar V-notch tension 6.4(FEM) 6.473 7.277 12.1

OCHI et. al 
[48] 1.6 1.0 10.0 12.0 - 0.2667 0.1667 Round bar Circular-

arc-notch bending 1.62(Peterson) 1.635 1.959 17.3
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1. 4 本論文の目的と構成 

Table１-１は，最近の金属やセラミックスの強度に関する研究論文[43-48]で使用さ

れている応力集中係数を示している．Table1-1 からわかるように文献の応力集中係数

には，誤差が最大で 23.6%ある場合もある．また，有限要素法による応力集中係数が

Neuber の近似値より大きな誤差を含んでいる場合もある．このようにこれまでに Fig. 

1-1 のような試験片を用いて数多くの研究が行われてきたが，現在においても未だ不

正確な応力集中係数が使用されている． 

そこで，本論文では，丸棒引張，曲げ，ねじり問題において，切欠きが浅い場合や

深い場合の厳密解ならびに体積力法によって得られた正確な解析結果を基に物理的考

察を行い，切欠き形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高精度の計算式

（誤差１％以内）を提案することを目的とする．具体的な方法として，求める応力集

中係数の値に対して直接対称とせずに，その値にほぼ等しい理論解のある値との比に

最小二乗法を適用することにより，高精度の計算式を作製する．Neuber の公式のよう

に簡便な評価式を提案することは難しいが，計算機の進歩により，一度近似式を提案

し，計算機上にデータとして入力しておけばそれを種々の切欠き寸法に対して利用す

ることは容易である． 

本論文は，全８章から構成されている． 

 まず，本章では，本研究の背景として切欠き材の強度に関する研究とその試験片の

応力集中に関する研究についてまとめた．また，最近の強度研究用試験において用い

られた応力集中係数に大きな誤差が含まれることを指摘した．その結果，切欠きを有

する丸棒試験片に関して，簡便で正確な応力集中係数を与える高精度の計算式を提案

することを目的とすることを述べた． 

第 2 章では円周切欠きを有する丸棒の問題で，切欠き底の最小断面の幅もしくは直

径が無限に大きくなった極限の場合についての応力集中係数について考察する．本章

では，Neuber が使用した切欠きが浅くなった極限の解をより正確に求めるため，切欠

き深さが浅い場合の極限に相当する V 形切欠きを有する半無限板の引張り及びねじり

における応力集中係数Kts = Kt 2t /D→0について解析し，考察した．さらに，Ktsに及

ぼす開き角ωの影響についても体積力法による追加計算を行い開き角の影響について

考察した． 

第 3 章では円周切欠きを有する丸棒の問題で，鈍い切欠きまたは深い切欠きの場合

についての応力集中係数について考察する，本章では，Neuber が使用した深い双曲面

切欠きの応力集中係数の解をより正確に求めるため，切欠き深さが深い場合の極限に



 13

相当する V形切欠きを有する丸棒における応力集中係数Ktd = Kt 2t / D→1について解析

し，考察した．さらに，Ktdに及ぼす開き角ωの影響についても体積力法による追加

計算を行い開き角の影響について考察した． 

 第 4 章では，任意の寸法 ρ， t  に対して適用可能な応力集中係数の計算式を提案す

るため問題となる 60°V 切欠きの曲率半径がゼロの鋭い切欠きについて解析した．解

析方法として体積力法の特異積分方程式を利用して鋭い V 形切欠きを有する丸棒引張

り，曲げ，ねじりの特異応力場の強さKI , λ1
, KII , λ2

, KIII , λ4
を開き角γ，傾き角β，切欠

き深さλを変化させ解析した． 

第 5 章では，浅い切欠きの応力集中係数と深い切欠きの応力集中係数を直接用いて

いない中間の場合の切欠き，つまり一般の切欠きの応力集中係数について考察を行い，

近似式を作製した．また，簡便な近似式を作製するため，提案した修正 Neuber の三角

則KtNとの比に最小二乗法を適用する方法を示した． 

 第６章では，帯板引張，曲げ問題において，切欠きが浅い場合や深い場合の厳密解

ならびに体積力法によって得られた解析結果を基に物理的考察を行い，切欠き形状の

全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高精度の計算式と線図を提案した． 

 第７章では，フィレット部を有する丸棒の引張，曲げ問題において，フィレットの

段の高さが大きい場合の極限の解Ktdとフィレットの段の高さが小さい場合の極限の

解Ktsと体積力法によって得られた解析結果を基に物理的考察を行った．そして，フ

ィレット形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高精度の計算式と線図を

提案した． 

第８章では，本研究で得られた主要な結論をまとめた． 

 

1. 5 本論文で用いる記号 

本論文で使用する記号を以下にまとめて示す． 

ρ  ： 切欠き半径 

t   ： 切欠き深さ 

a   ：  切欠き底の最小断面の半径 

D  ：  直径 

ν   ：  ポアソン比（=0.3） 
ξ   ：   = t / ρ  

η   ：   = ρ / t  

λ   ：   =2t / D 
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χ：   a / ρ ≤1.0，=a / ρ 

     ρ / a ≤1.0，=2-ρ / a 
Kt  ：  応力集中係数 

Kts：   60°V 形切欠きを有する半無限板の応力集中係数 

KtH：  深い回転双曲面切欠きの応力集中係数 

Ktd：  深い 60°V 形切欠きの応力集中係数 

KtE：  無限板のだ円孔の応力集中係数 

ω：   切欠きの開き角（degree） 

ω *：  ω / 90  
M1： 体積力法による解析の際の切欠きの円弧部の分割数 

M 2： 体積力法による解析の際の切欠きの直線部の分割数 

λ1：モード I（Ｘ軸に対称）の開き角と剛性比によって決まる特異性指数 

λ2：モード II（Ｘ軸に逆対称）の開き角と剛性比によって決まる特異性指数 

λ3：モード III（Ｘ軸に対称）の開き角と剛性比によって決まる特異性指数 

λ4：モード III（Ｘ軸に逆対称）の開き角と剛性比によって決ま特異性指数 

KI ,λ1：面内変形（ＸＹ平面内）に対応するモード I（Ｘ軸に対称）の応力拡大係数 

KII ,λ 2：面内変形（ＸＹ平面内）に対応するモードII（Ｘ軸に逆対称）の応力拡大係数 

KIII ,λ 3：面外変形に対応するモード III（Ｘ軸に対称）の応力拡大係数 

KIII ,λ 4：面外変形に対応するモード III（Ｘ軸に逆対称）の応力拡大係数 

 切欠き深さのパラメータとしては2t / Dを用い，切欠き半径のパラメータとしては
a / ρ（または ρ / a）を用いて整理する． 
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第２章 浅い切欠きの応力集中係数とその応用 

 

2. 1 緒 言  

円周切欠きを有する丸棒の応力集中問題で，切欠き底の最小断面の幅もしくは直径

が無限に大きくなった極限の場合，すなわち2t / D → 0では，Fig.2-1 に示すように，

問題は半無限板の応力集中問題となる．Neuber が円周切欠きを有する丸棒の応力集中

の評価に浅い切欠きの応力集中係数を利用しているように，Fig.1-1（a）,（b）の応

力集中係数には密接な関係がある．なお，Neuber［1］は，研究当時（1937-）切欠き

を有する半無限板の応力集中の解Kts（Fig.2-1（b））が利用できなかったため，無限

板中のだ円孔の応力集中係数の解KtE（Fig.2-2（b））を使用している．すなわち，浅

い切欠きが Fig.2-2 に示すようにだ円孔で近似できることを利用してこれを切欠きが

浅い場合の極限の解として用いている． 

Fig.2-2 の両者の応力集中はほぼ等しいことは以下のようにして理解できる．まず，

両者の y 軸上でのτ xyは０であり，この点に関しては Fig.2-2 の(a),(b)は完全に等し

い．一方，y 軸上のσ xに関しては半無限板の問題においては０であるが，無限板の問

題では存在している．しかし，ここで問題となる切欠き底の最大応力σ yに関しては，

y 軸上のσ xの有無は力の方向が異なるので，あまり影響しないことが確認されている．

このため両者の応力集中係数はほぼ等しい． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       （a）                                （b） 

Fig.2-1（a）A round bar with a shallow notch, （b） A shallow notch in a 

semi-infinite plate 
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  （a）               （b）               （c）                 （d） 

Fig.2-2 Stress concentration factor （a）A semi-infinite plate with sharp or 

shallow V-notch, (b) A semi-infinite plate with U-notch,（c）A infinite plate 

with a circular hole, (d)A semi-infinite plate with U-notch 

 

 以下では，まず，浅い切欠きの解として用いられてきた無限板および半無限板の応

力集中に関して重要と考えられる過去の研究を整理する．そして，それらの研究成果

を基にして，浅い切欠きの応力集中係数を任意の切欠き寸法 ρ, tに対して，正確に評

価する近似式を提案する． 

 

2. 2 浅い切欠きの解に関するこれまでの研究 

Fig.2-3 に示すようなだ円孔を有する無限板の問題は 1913 年 Inglis[2]によって，

だ円座標を用いてだ円孔付近の応力を決定することによってはじめて研究され，その

応力集中係数がKt = 1+ 2 t / ρであることが示された． 

一方，半無限板の半円切欠きの問題は 1936 年 Maunsell [3]によって初めて解かれ

ている．Maunsell は，Fig.2-4 に示すような半円切欠きを有する半無限板の引張問題

について初めて解析を行い，Kt = 3.05の結果を得たが，正しい結果はKt = 3.0である

と過って推測している． 

石橋 [4]は，半円切欠きを有する半無限板の問題について半円切欠きに置換えて両

極座標を用いて解析している． 

平野[5, 6]は，２次元弾性体の複素関数表示による解法を用いて，無限板にひし形，

三角形状孔が存在する場合と，半無限板に半円，半だ円及び半直線状切欠きがある場

.
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合の問題を解析している．その結果，あらゆる切欠きの応力集中係数は切欠きの曲率

半径と切欠き深さが等しいだ円切欠きの応力集中係数においてほとんど置換え可能で

あるという「等価だ円」の考え方が適用可能であることを示している． 

 

2. 3 体積力法の解析について 

 

ρ

2t
KtH = 1 + 2 t / ρ

 

Fig. 2-3 An elliptical hole in an infinite plate under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2-4 A circular-arc-notch in a semi-infinite plate under tension 

 

ρ

t

Ref Kt

Maunsell, F.
[3] (1936) 3.05

Isibasi, T.
[4](1940) 3.06

Hirano, F.
[5,6] (1947)

3.0593

Isida,M.
(1953) 3.0653
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Ref Kt

Maunsell, F.
[3] (1936) 3.05

Isibasi, T.
[4](1940) 3.06

Hirano, F.
[5,6] (1947)

3.0593

Isida,M.
(1953) 3.0653
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 西谷[7]は，60°V 形切欠きを有する半無限板の問題について体積力法を用いてコン

ピュータ解析を行い，高精度の結果を得ている． 

 ここでは，切欠きが鋭く浅い場合のねじりの問題を例に体積力法について説明する．

この問題は V 形切欠きを有する半無限板の面外せん断問題となる．この V 形切欠きを

有する半無限板の問題は Fig. 2-5 （a）に示すように円弧部と直線部によって構成さ

れている．体積力法の詳細については文献[8]-[10]に示されている方法を用いる．こ

こではその概略について述べる． 

 体積力法は，半無限板の一点に集中力の働く場合の応力分布を基本解とする．そし

て，境界条件を満足させるため，仮想境界に体積力を分布させ，その無限小外側で境

界条件を満足させる．分布させるべき体積力の密度 ρzは閉じた形では求まらないので，

仮想境界を分割することにより，各区間の体積力密度を決める．具体的には，Fig. 2-

5（b）に示すように切欠き先端の円弧部ABをM1分割，切欠き側面の直線部BCをM2

分割する．そして，分割した各区間で境界条件を満たすよう各区間に分布させる体積

力密度を決定する．ここでは，各区間で体積力の密度は一定とする．なお，高精度の

結果を得るには，体積力の密度として以下のような定義を用いることが重要となる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2-5 （a） Anti-plane shear of a semi-infinite body with V-shaped notch, 

（b） A fictitious boundary for V-shaped notch imagined in a semi-infinite 

plate where body forces are applied. 
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半無限板の引張問題 

ρx =
dFx

dy
, ρy =

dFy

dx
                ・・・・・・・（2－1.a） 

半無限板の面外せん断問題 

ρz =
dFz

dx
                      ・・・・・・・（2－1.b） 

 

ここで， , ,x y zdF dF dF は境界の微小要素ds = (dx)2 + (dy)2
に働く体積力の合力の x，

y, z 成分である．式（2－1.a），（2－1.b）に示すように体積力の密度の定義として，

境界の微小要素 dsに対する x，y 方向投影面積当たりの定義を用いることによって，

最大応力が生じる点 A 近傍に分布させる体積力は滑らかに変化することにより，高精

度の結果が得られる． 

 Table 2-1, 2-2は，切欠きが浅い場合の解として用いるV形切欠きを有する半無限板

が引張り及びねじりを受けた場合の解析結果の収束の例を示す．Table2-1は引張りの

場合の開き角ω = 70°
，80°

でのKtsの値を t / ρ = 64，400の場合について示している．

Table 2-1に示すように t / ρがあまり大きくない場合には有効数字３桁程度の収束性が

あり，また t / ρが大きい場合には有効数字3桁程度の収束性があることがわかる．  
Table 2-1 Convergence of Kts for tension 

Table 2-2 Convergence of Kts for torsion 

t/ ＝ 400 t/ ＝ 400

　＝ 70 　＝ 80
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56
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43.6376

43.6400
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Table2-2に丸棒ねじりの場合の開き角 60 , 90ω = D DでのKtsの値を t / ρ = 64, 1600の場

合について示す．Table2-2のような検討の結果，面外せん断問題におけるKtsは，有効

数字4桁程度の精度があると考えられる． 

 

2.4 丸棒の引張りおよび曲げ問題の浅い切欠きにおける応力集中係数 

 

 Neuber は，浅い切欠きが Fig.2-2 に示すようにだ円孔で近似できることを利用して

これを極限の解として用いている．そこで，Neuber が使用した切欠きが浅くなった極

限の解をより正確に求めるため，切欠き深さが浅い場合の極限に相当する V 形切欠き

を有する半無限板の引張りにおける応力集中係数Kts = Kt 2t /D→0を考察する． 

 2・4・1 半無限板の 60°V 形切欠きまたは円弧形状切欠きのKts[11]  まず，60°V

形切欠きを有する半無限板の近似式を作製する．ここでは，60°V 形切欠きを有する

半無限板の解 Ktsとだ円孔を有する無限板の解 KtEがほぼ等しい事を利用して，

Kts / KtEの比について最小二乗法を行うことにより高精度の近似式を求めた．得られ

た式を以下に示す． 

 Kts / KtE =1.000 − 0.127ξ + 0.2908ξ 2 − 0.1420ξ 3
         ・・・・・・・（2－2.a） 

 Kts / KtE =1.148 − 0.160η −0.0345η2 + 0.0693η3
         ・・・・・・・（2－2.b） 

 ξ = t ρ，η = ρ t，KtE = 1 + 2 t / ρ                ・・・・・・・（2－2.c） 

 

Fig. 2-6 （a）,(b)に，式（2）のKts / KtEの値を図示する． 
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Fig. 2-6 （a） and （b） Kts KtE  vs.ρ / t  or t / ρ 

 

 2・4・2 開き角の影響を考慮した V 形切欠きまたは円弧形状切欠きを有する半無限

板のKts[12]  次に，Ktsに及ぼす開き角ωの影響を調べるため，ω = 60°と同様に体

積力法による追加計算を行って得られた結果を Table2-3 に示す．Table2-1 のような

検討によって得られた Table2-3 に示すように， t / ρ＜1.0 では開き角の影響がほとん

ど表われず， 0 90ω = D D∼ の結果は有効数字 3 桁以上まで一致する．しかし， t / ρ＞

1.0 では ρ → 0に従って開き角の影響は大きく表われる．すなわち，ω = 90° → 0°
に

従ってKtsが大となる．Table2-3 で t / ρ = ∞の結果は t / ρが大きいときの結果から外

そうによって求めたものであるが有効数字 3 桁程度の精度があると考えられる．この

とき 0ω = D と 90ω = D では 17％の違いがある． ρ と t を揃えた場合，開き角

0 90ω≤ ≤D Dでは等価だ円の概念より，応力集中係数は多くの場合に大きな変化はな

いと考えられている様であるが， ρが小さい場合には注意が必要である．Table2-3 の

結果に最小 2 乗法を適用して得られた近似式の結果を Fig. 2-6 に示す．式(2－3)また

は Table2-3（および Fig. 2-7）は切欠きの開き角 0 90ω = D D∼ のKtsを誤差 1％以内

で与える． 

 

Kts / KtE =1.000 − 0.127ξ + 0.2908ξ2 − 0.1420ξ3
 

        （適応範囲 0 90ω = D D∼ ，推定誤差 0.2%以内）   ・・・（2－3.a） 
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Table 2-3  Kts / KtE  for  various  ω  
[ Kts = Kt |2 t /D→0 , Kts = 1 + 2 t / ρ ]  

 : Circular‒ arc notch 

 

({ )
( )
( )

)(

2 3 4

2 3 4 *

2 3 4 *2

2 3 4 *3

/ 1.062 0.3913 0.9886 1.088 0.4294

0.0898 1.266 4.629 6.185 2.742

0.5199 7.762 28.636 38.398 17.070

0.9099 14.280 53.087 71.325 31.728

0.3161 6.961 27.373

ts tEK K η η η η

η η η η ω

η η η η ω

η η η η ω

η η

= − + − +

+ − + − + −

+ − + − +

+ − + − + −

+ − +( ) }
)(

2 3 4 *4

2 3 4

37.494 16.828

1.107 0.1451 0.9594 1.245 0.5180

η η ω

η η η η

− +

× + − + −

 

                                （推定誤差 1%以内）    ・・・（2－3.b） 

ξ = t ρ , η = ρ t , KtE = 1 + 2 t ρ , ω * = ω 90  
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Fig. 2-7 Kts / KtE  vs. t / ρ  and ρ / t  

 

2.5 丸棒ねじり問題の浅い切欠きの応力集中係数[13] 

 

ここでは，引張問題と同様にせん断を受ける場合の浅い切欠きの応力集中係数につ
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いて考察する．円周切欠きを有する丸棒がねじりを受ける問題では，切欠きが浅くな

った極限の解としてせん断を受ける V 形切欠きを有する半無限板の応力集中係数

2 / 0ts t t DK K →= を用いる必要がある． 

 開き角を変化させて体積力法による計算を行って得られた結果を Table 2-4 に示す．

Table 2-4 に示すように， t / ρ < 1.0では開き角の影響がほとんど表われず，
t / ρ < 1.0の結果は有効数字 3 桁程度まで一致する．しかし， t / ρ > 1.0では 0ρ → に

従って開き角の影響は大きく表われる．すなわち，ω = 90° → 0°
に従ってKtsが大とな

る．Table 2-4 で t / ρ = ∞の結果は t / ρが大きいときの結果から外そうによって求めた

ものである．Table 2-4 の結果を Fig.2-8 に示す．例えば， t / ρ = 400でねじりでは

0ω = Dと 90ω = Dはその値が 2 倍程度異なるのに対して引張りでの違いは 17％である．

結局， ρが小さい浅い切欠きのねじりの場合には，引張りの場合より開き角の影響が

はるかに大きいことがわかる．等価だ円の考え方より引張りでもねじりでも ρと tを固

定すれば，開き角の影響は 0ω = D -90D程度ではさほど大きくないと考えられているよ
うであるが，注意が必要である． 

 

Table 2-4 Kts / KtE  for various ω  [Kts = Kt 2t /D→0, Kts = 1+ 2 t / ρ ] 

 

t / ρ t / ρ ω = 0° ω = 40° ω = 60° ω = 70° ω = 80° ω = 90°

0.05 
0.0625 
0.10 
0.20 
0.25 
0.30 
0.40 
0.50 
0.60 
0.70 
0.80 
0.90 
1.0 

0.224 
0.25 
0.316 
0.447 
0.5 
0.548 
0.632 
0.707 
0.775 
0.837 
0.894 
0.949 
1.0 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
1.000 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
1.000 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
0.999 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
0.999 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
0.997 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
0.994 

1.111 
1.25 
1.428 
1.666 
2 
4 
8 
16 
36 
64 
100 
225 
400 
900 
1600 
2500 

1.054 
1.118 
1.195 
1.291 
1.414 
2 

2.828 
4 
6 
8 
10 
15 
20 
30 
40 
50 
 

- 
- 
- 
- 

1.022 
1.055 
1.095 
1.138 
1.186 
1.214 
1.236 
1.269 
1.286 
- 
- 
- 
 

- 
- 
- 
- 

1.019 
1.043 
1.064 
1.078 
1.082 
1.077 
1.068 
1.044 
1.022 
- 
- 
- 

1.002 
1.004 
1.007 
1.011 
1.014 
1.028 
1.034 
1.029 
1.008 
0.983 
0.964 
0.919 
0.905 
0.821 
0.780 
0.753 
0.705 

- 
- 
- 
- 

1.011 
1.018 
1.014 
0.998 
0.962 
0.928 
0.899 
0.840 
0.795 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 

1.005 
1.004 
0.990 
0.961 
0.912 
0.870 
0.834 
0.768 
0.719 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 

0.995 
0.985 
0.960 
0.919 
0.857 
0.806 
0.764 
0.688 
0.619 
- 
- 
- 

∞∞

t / ρ t / ρ ω = 0° ω = 40° ω = 60° ω = 70° ω = 80° ω = 90°
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0.90 
1.0 
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0.25 
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0.447 
0.5 
0.548 
0.632 
0.707 
0.775 
0.837 
0.894 
0.949 
1.0 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
1.000 
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0.986 
0.984 
0.983 
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0.984 
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0.988 
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0.996 
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0.983 
0.984 
0.984 
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0.988 
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0.996 
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0.999 
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0.986 
0.984 
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0.984 
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0.988 
0.990 
0.993 
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0.997 
0.999 
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0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
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0.997 
0.997 

0.986 
0.986 
0.984 
0.983 
0.984 
0.984 
0.987 
0.988 
0.990 
0.993 
0.996 
0.997 
0.994 

1.111 
1.25 
1.428 
1.666 
2 
4 
8 
16 
36 
64 
100 
225 
400 
900 
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2500 
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1.291 
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2 
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30 
40 
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- 
- 
- 
- 

1.022 
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1.095 
1.138 
1.186 
1.214 
1.236 
1.269 
1.286 
- 
- 
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- 
- 
- 
- 
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1.043 
1.064 
1.078 
1.082 
1.077 
1.068 
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1.022 
- 
- 
- 

1.002 
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1.014 
1.028 
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0.780 
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0.705 

- 
- 
- 
- 

1.011 
1.018 
1.014 
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0.962 
0.928 
0.899 
0.840 
0.795 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 

1.005 
1.004 
0.990 
0.961 
0.912 
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0.719 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
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- 

∞∞
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Fig. 2-8 Kts / KtE  vs. ρ / t  for torsion 

 

2.6 円周切欠きを有する丸棒の応力集中係数Ktと浅い切欠きの解Ktsの関係 

 

 まず，切欠き半径ρが小さい Fig.2-1（a）のような 60°V 形切欠きに対する応力集

中係数Ktを考察する．このような鋭い切欠きの応力集中係数は，同一形状比 t / ρの V

形切欠きを有する半無限板の応力集中係数Ktsより求めることができる．Fig.2-9（a）, 

（b）, （c）は，引張，曲げ，ねじり問題の応力集中係数と 60°V 形切欠きを有する

半無限板の応力集中係数の解Ktsとの比を切欠き形状の広い範囲 (0 < ρ / a ≤10)につい

て示したものである［Fig.2-9 （a）, （b）, （c）］．なお，Fig.2-9 （a）で

ρ / a → 0の線は， ρ / aが小さい場合，たとえば ρ / aが 0.01 と 0.02 でKt / Ktsが 3

桁程度以上一致することを確認して求めている．Fig.2-9（a）, （b）, （c）より以

下の範囲でKtsによる近似が有効である． 

 

① 引張りの場合： 

（１）極端に鋭い切欠き（ ρ / a ≤ 0.1）では，Kt / Ktsの値は2t / Dの全範囲で2t / Dの

みによって決まる．従ってKtsを用いれば，この場合のKtを求めることができる． 

（２）極端に浅い切欠き（2t / D＜0.02）についてはa / ρのほぼ全範囲（∞＞a / ρ≧
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0.01）でKt / Ktsの値が2t / Dのみによって決まることから同様にKtを求めることがで

きる． 

（３）極端に浅い切欠きで切欠き半径が大きい場合（a / ρ＜0.01）は Kt =（1.001-

1.006）であるのでKt =1.003 として評価できる． 

 

②曲げの場合： 

（１）［Fig.2-9（b）］鋭い切欠き（ ρ / a ≤ 0.1）では，Kt / Ktsの値は 2t / D≦0.4 の

範囲で ほとんど2t / Dのみによって決まる．従ってKtsとこの関係を用いれば，鋭く

浅い切欠きのKtを求めることができる． 

（２）浅い切欠きで（2t / D≦0.02）では，ρが極端に大きい 場 合（2t / D ≤ 0.02）
を 除 きKt / Ktsの 値 は ほ ぼ2t / Dによって決まる狭い範 囲に分布する（ 例えば

2t / D = 0.02でa / ρ ≥ 0.02ならば,0.938 ≤ Kt / Kts ≤ 0.968）．従ってKt / Ktsのこのよ

うな性質を利用すれば，浅い切欠きのKtを求めることができる． 

（３）浅い切欠きで，ρが極端に大きい場合（2t / D ≤ 0.02かつa / ρ ≤ 0.02）では，
次節で鈍い切欠きの応力集中係数を考察した結果，Kt = (1.000 ~1.005)と見積ること

ができる．よってこの場合Kt ≅1.002として十分精度よく評価できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2-9（a） Kt / Kts  vs. 2t / D for tension 
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Fig. 2-9（b） Kt / Kts  vs. 2t / D for bending 

 

③ねじりの場合： 

（1）鋭い切欠き（ ρ / a = 0.05）では，Kt Kts の値は2t / Dのみでは決まらないが，
ρ / a = 0.05と ρ / a → 0から間の値を推測すれば，Ktを求めることができる． 

（2）浅い切欠き（2t / D≦0.02）では， ρが極端に大きい場合（ a / ρ≦0.01）を除き

Kt Ktsの値はほぼ2t / Dによって決まる狭い範囲に分布する．例えば，2t / D = 0.02の

とき，Kt Ktsの実際の数値は a / ρ = 0.01ならばKt Kts = 0.989であり， a / ρ → ∞でも

Kt Kts = 0.956であり，比較的狭い範囲に分布している．従ってKt Ktsのこのような

性質を利用すれば，浅い切欠きのKtを求めることができる． 

（3）浅い切欠きで， ρが極端に大きい場合（2t / D≦0.02かつ a / ρ≦0.01）では，次
節で鈍い切欠きの応力集中係数を考察した結果，Kt = (1.000 ~1.005)と見積もること

ができる． 

 Fig.2-9（a）,（b）,（c）より得られた結果をまとめると，引張り，曲げ，ねじり

の順にKt / Ktsの分布は狭い範囲になっていることがわかる．従って，Ktsを用いる計

算式の適用範囲が，引張り，曲げ，ねじりの順に大きくなる．つまり，Ktsによる近似

が引張り，曲げ，ねじりの順に有効となる． 
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Fig. 2-9（c） Kt / Kts  vs. 2t / D for torsion 

２．7 結  言 

 円周切欠きを有する丸棒の応力集中問題で，切欠き底の最小断面の幅もしくは直径

が無限に大きくなった極限の場合，すなわち2t / D → 0では，Fig.2-1 に示すように，

問題は半無限板の応力集中問題となる．Neuber［1］は，切欠きを有する半無限板の応

力集中の解Ktsが利用できなかったため，無限板中のだ円孔の応力集中係数の解KtEを

使用している．本章では，Neuber が使用した切欠きが浅くなった極限の解をより正確

に求めるため，切欠き深さが浅い場合の極限に相当する V 形切欠きを有する半無限板

の引張り及びねじりにおける応力集中係数Kts = Kt 2t /D→0について解析し，考察した．

さらに，Ktsに及ぼす開き角ωの影響についても体積力法による追加計算を行い開き角

の影響について考察した．結果をまとめると以下のようになる． 

（１）V 形切欠きを有する半無限板の引張り問題に対して切欠きが浅くなった場合の

極限（ 2t / D → 0）に相当する，半無限板の切欠き半径 ρ / t = 0 ~ ∞ ，開き角

ω = 0° ~ 90°に対する応力集中係数Ktsの近似式Kts
ω =0°~90°

を与えた．その応力集中係

数 Ktsは，開き角ωがω = 0° ~ 90°と増加するに従って，最大１７％まで低下する

（ ρ / t → 0のとき），その低下は， ρ / tが小さいほど顕著に表れる． 

t

D

d=
2a

ρ

t

ρ

Kts

60°

ttt

D

d=
2a

ρ

t

ρ

Kts

60°



 32

（２）V形切欠きを有する半無限板のねじり問題に対して切欠きが浅くなった場合の極

限に相当する，半無限板の切欠き半径，開き角に対する応力集中係数を求めた．その

応力集中係数は，開き角がω = 0° ~ 90°と増加するにするに従って，最大２倍程度ま

で低下する．その低下は， ρ / tが小さいほど顕著に表れる． 

（３）V形切欠きを有する半無限板のねじり問題の浅く鋭い切欠きでは引張りや曲げの

場合と大きく異なり切欠きの開き角の影響が大きく表れる． 

（４）Kt / Ktsの引張り，曲げ，ねじりの結果をまとめると，引張り，曲げ，ねじりの

順にKt / Ktsの分布は狭い範囲になっていることがわかる．従って，Ktsを用いる計算

式の適用範囲が，引張り，曲げ，ねじりの順に大きくなる．つまり，Ktsによる近似が

引張り，曲げ，ねじりの順に有効となる． 
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第３章 深い切欠きの応力集中係数とその応用 

 

3.1 緒 言  

円周切欠きを有する丸棒の応力集中問題で，切欠き底の最小断面の幅もしくは直径

が無限に大きくなった極限の場合，すなわち2t / D →1では，Fig.3-1 に示すように，

問題は深い切欠きの応力集中問題となる．Neuber[1]は，研究当時（1937 年-）Fig.3-

2（b）に示すような深い 60°V 形切欠きの応力集中の解Ktdが解析されていなかった

ため，深い切欠きの解として Fig.3-2（a）に示すような深い双曲面切欠き（および回

転双曲線切欠き）の応力集中係数の解を使用している． 

Fig.3-2（a）, （b）の両者の応力集中係数はほぼ等しいことは以下のようにして理

解できる．切欠きが深い場合の問題は，切欠き底の最小断面の寸法2aに比べて，切欠

きの深さ tが無限に大きい場合に相当する．このとき，切欠き底に生じる最大応力の与
える応力集中係数Ktは，最小断面の幅aと曲率半径 ρだけに支配され，切欠き深さに

は無関係となる．結局，Fig.3-2（b）の深い 60°V 形切欠きの応力集中係数と Fig.3-

2（a）の双曲線切欠きの応力集中係数は，応力集中係数が主にaと ρによって決まる

ため，切欠き形状による応力集中係数の違いは小さいと考えられる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                       (b) 

Fig. 3-1 (a) A round bar with a deep notch 

(b) A deep notch 
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Fig. 3-2 Stress concentration factors for （a）A hyperbolic notch, 

（b） A 60°V-shaped notch 

 

以下では，深い切欠きの解の研究に関して重要と考えられる過去の研究を述べる． 

 

３．２ 深い切欠きの解に関するこれまでの研究 

 無限に深い切欠きの解としては，双曲線切欠きや回転双曲面切欠き以外の深いＵ形

切欠きの問題が，菊川[2]によって解析されている．Table3-1 は，菊川[2]によって解

析された深い U 形切欠きの応力集中係数と Neuber[1]によって求められた回転双曲線

切欠きの応力集中係数KtHを比較したものである．また，参考のため，（ ）内の数値

は，後述する本研究によって求めた近似式による U 形切欠きの応力集中係数を示して

いる． 

Table3-1 からわかるように菊川[2]のＵ形切欠きの応力集中係数と Neuber[1]の応力

集中係数KtHの数値の違いは，切欠き形状が U 形か双曲線かの違いによるものである．

従って，本研究では深い切欠きの解として深い 60°V 形切欠きを有する丸棒の応力集

中係数Ktdをさらに精度よく求めることを試みる． 

以下では，Neuber によって求められた深い双曲線切欠き・双曲面切欠きの応力集中

係数を求める式について示す．Fig.3-3 に示すような双曲線切欠きが引張り，面内曲

げ，面外曲げを受ける場合の応力集中係数が Neuber[1]によって与えられており，以

下の式で表現される． 

  

Ktd =
2(a / ρ +1) a / ρ

(a / ρ +1)tan−1 a / ρ + a / ρ
                ・・・（3－1） 

 

 

(a) (b)

ρρ2a 2a

(a) (b)

ρρ2a 2a
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Table ３̶ １  Stress concentration factors for an U-shaped and hyperboloidal 

notch 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3-3 Hyperbolic notch 
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Ktd =
4a / ρ × a / ρ

3 a / ρ + (a / ρ −1)tan−1 a / ρ{ }                 ・・・（3－2） 
 

Ktd =
2(1 +ν ) a / ρ

(3 + ν) tan−1 a / ρ − (1 −ν ) a / ρ / (a / ρ +1)
         ・・・（3－3） 

 

 Fig.3-4 に示すような回転双曲面切欠きが引張り，曲げ，ねじり，せん断を受ける

場合の応力集中係数が Neuber[1]によって与えられており，以下の式で表現される． 

 

Ktd =
1
N

a
ρ

a
ρ

+1 + (0.5 +ν )
a
ρ

+ (1 +ν)
a
ρ

+1 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
           

N =
a
ρ

+ 2ν
a
ρ

+1 + 2                                      ・・・（3－4） 

 

Ktd =
1
N

3
4

a
ρ

+1 +1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 3

a
ρ

− (1 − 2ν )
a
ρ

+1 + 4 + ν
⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
            

N = 3
a
ρ

+ 1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ + (1 + 4ν )

a
ρ

+1 + (1+ ν) / (
a
ρ

+1 +1)           ・・・（3－5） 

 

 Ktd =
3(1+ a / ρ +1)2

4(1 + 2 a / ρ +1)
                       ・・・（3－6） 

 

 Ktd =

1
2

a
ρ

+ (1
2

+ ν)( a
ρ

+ 1 +1)

a
ρ

+1 +ν
                ・・・（3－7） 
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Fig. 3-4 Hyperboloidal notch 

 

３．３ 深い切欠きにおける開き角の影響[3] 

ここでは，切欠き半径 ρが大きく深い切欠きに対する応力集中係数を考察する．この

ような切欠きに対して深い双曲面切欠きの解が精度の高い近似式を与える．Fig.3-5は

応力集中係数Ktと深い回転双曲面切欠きの解KtHとの比を示したものである[4], [5]．

Fig.3-5では切欠き半径と切欠き深さのほぼ全範囲 0 < a( / ρ < ∞, 2t / D ≥ 0.02)につい
て， Ktと KtHとの比を示している．特に切欠き深さが大きい場合（2t/D 0.5≥ の場

合）の応力集中係数Ktは，切欠き半径 ρが大きい場合のみならず ρが小さい場合も

含めて，∞ ≥ ρ / a > 0.1の範囲で深い回転双曲面切欠きの解KtHが良い近似値を与えて

いることがわかる．また，切欠き半径 ρ が a に比べて大きい場合，たとえば

a / ρ ≤ 0.5の範囲では，切欠き深さ2t/Dのほぼ全範囲（2t / D ≥ 0.02の範囲）に対して，
KtHが良い近似値を与えている．以上のようにFig.3-5の結果は，切欠きの深い場合に

相当する回転双曲面切欠きの解が，有限深さの切欠き問題に対して切欠き形状の広い

範囲で有効であることを示している．このことを利用して，開き角ω = 0° ~ 90°の場

合について，切欠きが深くなったときの極限の解Ktdを以下のようにして求める．ま

ず，Table3-2にω = 90°で切欠きが深い場合の体積力法による計算例を示す．ここで，

Mは切欠き先端の円弧部の分割数である．Table3-2では有効数字4-5桁の精度がある

ことがわかる．次のTable 3-3もTable3-2のような検討を行って正確に数値を求めた．

ρ2a

KtHKtHKtH

ρ2a

KtHKtHKtHKtH
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Table3-3はω = 90°でのKt / KtHの値を2t / D = 0.7 ~ 0.9について，また，収束性を利

用して2t / D →1の推定値も示している． 
Table 3-3 に示すように，切欠きが深い場合すなわち2t / D = 0.7, 0.8, 0.9の応力集

中係数Ktと深い双曲面切欠きの解KtHを比較すると2t / D = 0.7 ~ 0.9と切欠きが深く

なるに従い応力集中係数Ktと深い双曲面切欠きの解KtHとの比は一定になる．同様に

して，深い V 形切欠きの解 tdK を開き角ω = 0° ~ 90°の場合について最小二乗法を適

用してパラメータ xの関数として求めた． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3-5 Kt / KtH  vs. a / ρ or ρ / a 

 

Table 3-2 Convergence of Kt  when ω = 90°  under tension 

a/  ＝ 1.0 a/  ＝ 1.0 a/  ＝ 1.0

2t/D＝0.7 2t/D＝0.8 2t/D＝0.9

　　　 20    　 　 

      　 25 

      　 30 

 1.39683 

 1.39668 
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 1.38856 
 1.38879

　　 （25-20） 

　　（ 30-25）
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 Fig. 3-3は，切欠きが深い場合の応力集中係数KtがKtdの値で近似できることを示

している．Table 3-4, 3-5は，Table3-5と同様にして求めた開き角ω = 0° ~ 90°の結

果である．Table 3-4, 3-5から得られた近似式を式（3－8）, （3－9）に示す． 

（1）引張り 

Ktd KtH

= 1.001− 0.0175x + 0.0487x2({ − 0.0576x3 + 0.0199 x4 )
+ −0.0064 + 0.0770x − 0.2469x2( +0.2622x3 − 0.0812x4 )ω *

+ 0.0288 − 0.3754x( + 1.278x2 −1.403x3 + 0.4414x4 )ω *2

+ −0.0430( + 0.5778x − 2.033x2 + 2.265x3 − 0.7149 x4 )ω *3

+ 0.0166 − 0.2445x + 0.9141x2( − 1.017x3 +0.3161x4 )ω *4}
× 1.005 − 0.0494x + 0.0512x2( −0.0077x3)

 

 

                  （推定誤差1%以内）      ・・・（3－8.a） 

 

 Table 3-3 Kt / KtH  when 2t / D →1.0  and 60ω = °under tension 

x a/ρ ρ/a 2t/D=0.7 2t/D=0.8 2t/D=0.9 2t/D1.0 

0.00  0.000 ∞ 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.10  0.100 10.000  0.999 1.000 1.000 1.000 

0.20  0.200 5.000  0.998 0.998 0.998 0.998 

0.30  0.300 3.333  0.996 0.996 0.996 0.996 

0.40  0.400 2.500  0.995 0.995 0.995 0.995 

0.50  0.500 2.000  0.996 0.995 0.995 0.995 

0.60  0.600 1.667  0.998 0.997 0.997 0.997 

0.70  0.700 1.429  0.999 0.998 0.998 0.998 

0.80  0.800 1.250  1.002 1.000 1.000 1.000 

0.90  0.900 1.111  1.004 1.003 1.002 1.002 

1.00  1.000 1.000  1.007 1.006 1.005 1.005 

1.00  1.000 1.000  1.007 1.006 1.005 1.005 

1.10  1.111 0.900  1.010 1.008 1.008 1.008 

1.20  1.250 0.800  1.014 1.012 1.012 1.012 

1.30  1.429 0.700  1.018 1.016 1.016 1.016 

1.40  1.667 0.600  1.023 1.021 1.021 1.021 

1.50  2.000 0.500  1.027 1.025 1.025 1.025 

1.60  2.500 0.400  1.032 1.030 1.030 1.030 

1.70  3.333 0.300  1.035 1.033 1.033 1.033 

1.80  5.000 0.200  1.034 1.033   1.033 

1.90  10.000 0.100  1.020     1.020 

2.00  ∞ 0.000        1.014 

 

 

t

D

d=
2a

ρ60°
2 a

ρ

ttt

D

d=
2a

ρ60°
2 a

ρ
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Table 3-4 Kt / KtH  for various ω  when 2t / D →1.0  under tension 

 

x a / ρ ρ / a ω = 0o ω = 60o ω = 70o ω = 80o ω = 90o

0.000
0.100
0.200
0.300
0.400
0.500
0.600
0.700
0.800
0.900
1.000

0.000
0.100
0.200
0.300
0.400
0.500
0.600
0.700
0.800
0.900
1.000

∞ 
10.00
5.000
3.333
2.500
2.000
1.667
1.429
1.250
1.111
1.000

 
1.000
0.998
0.996
0.994
0.993
0.992
0.991
0.992
0.993
0.994

 
1.000 
0.998 
0.996 
0.994 
0.993 
0.992 
0.993 
0.994 
0.995 
0.997

 
1.000 
0.997 
0.995 
0.994 
0.993 
0.993 
0.994 
0.995 
0.997 
0.999 

 
1.000
0.998
0.996
0.994
0.993
0.994
0.995
0.997
0.999
1.001

 
1.000 
0.998 
0.996 
0.995 
0.995 
0.997 
0.998 
1.000 
1.002 
1.005

1.000
1.100
1.200
1.300
1.400
1.500
1.600
1.700
1.800
1.900
2.000

1.000
1.111
1.250
1.429
1.667
2.000
2.500
3.333
5.000
10.00
∞ 

1.000
0.900
0.800
0.700
0.600
0.500
0.400
0.300
0.200
0.100
0.000

0.994
0.996
0.998
1.001
1.006
1.011
1.019
1.028
1.042
1.053
1.064

0.997 
0.997 
0.999 
1.003 
1.006 
1.012 
1.018 
1.026 
1.045 
1.053 
1.060 

0.999 
1.001 
1.005 
1.008 
1.014 
1.019 
1.026 
1.034 
1.041 
1.043 
1.045 

1.001
1.004
1.007
1.012
1.017
1.022
1.029
1.035
1.038
1.035
1.032

1.005 
1.008 
1.012 
1.016 
1.021 
1.025 
1.030 
1.033 
1.033 
1.020 
1.014  

 

Table 3-5 Kt / KtH  for various ω  when 2t / D →1.0  under bending 

，  

 

   

     KtH = (1 / N) (a / ρ ) a / ρ +1 + (0.5 +ν )(a / ρ ){ +(1 +ν)( a / ρ +1 +1)} 
 

     N = a / ρ + 2ν a + ρ +1 + 2  

                                                    ・・・（3－8.b） 

 

 

x a / ρ ρ / a   ω = 0o   ω =10 o  ω = 20 o   ω = 40 o  ω = 60o  ω = 90 o

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

 
10.00 
5.000 
3.333 
2.500 
2.000 
1.667 
1.429 
1.250 
1.111 
1.000

1.000 
0.999 
0.999 
1.006 
1.010 
1.015 
1.018 
1.022 
1.029 
1.035 
1.037

1.000 
0.999 
0.999 
1.002 
1.004 
1.012 
1.015 
1.019 
1.024 
1.030 
1.032

1.000 
0.999 
0.999 
1.002 
1.005 
1.007 
1.013 
1.014 
1.018 
1.022 
1.024

1.000 
0.999 
0.998 
0.999 
1.000 
1.002 
1.005 
1.008 
1.008 
1.012 
1.012

1.000 
0.999 
0.998 
0.998 
0.999 
1.000 
1.001 
1.002 
1.003 
1.004 
1.004 

1.000 
0.999 
0.997 
0.997 
0.996 
0.996 
0.996 
0.996 
0.998 
0.997 
0.998 

1.000 
1.100 
1.200 
1.300 
1.400 
1.500 
1.600 
1.700 
1.800 
1.900 
2.000

1.000 
1.111 
1.250 
1.429 
1.667 
2.000 
2.500 
3.333 
5.000 
10.00 
∞ 

1.000 
0.900 
0.800 
0.700 
0.600 
0.500 
0.400 
0.300 
0.200 
0.100 
0.000

1.037 
1.045 
1.058 
1.064 
1.070 
1.085 
1.105 
1.112 
1.123 
1.155
1.187 

1.032 
1.035 
1.041 
1.047 
1.054 
1.065 
1.076 
1.081 
1.092 
1.108 
1.124

1.024 
1.026 
1.030 
1.042 
1.049 
1.047 
1.056 
1.058 
1.070 
1.081 
1.092

1.012 
1.013 
1.016 
1.018 
1.022 
1.027 
1.031 
1.032 
1.041 
1.051 
1.061

1.004 
1.005 
1.006 
1.008 
1.010 
1.013 
1.017 
1.022 
1.028 
1.038 
1.050 

0.998 
0.998 
1.000 
1.004 
1.008 
1.007 
1.011 
1.017 
1.021 
1.023 
1.025

∞

t

D

d=
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D
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ρω 2 a
ρ

t

D
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（2）曲げ 

Ktd KtH

= 0.9984 + 0.0120x + 0.0115x2({ − 0.0170x3 + 0.0094 x4 )
+ 0.0126 − 0.0809x − 0.0651x2( +0.1607x3 − 0.0914x4 )ω *

+ −0.0357 + 0.1615x( + 0.0956x2 −0.5663x3 + 0.3142x4 )ω *2

+ 0.0465( − 0.1552x − 0.2422x2 + 0.8797x3 − 0.4306 x4 )ω *3

+ −0.0203 + 0.0523x + 0.1477x2( − 0.4090x3 +0.1849x4 )ω *4}
× 0.9979 + 0.0016x + 0.0512x2( −0.0359x3 + 0.0109x4 )

 

                                   （推定誤差1%以内） ・・・（3－9.a） 

 

KtH= 0.75(1/ N)( a / ρ +1 +1)

3a / ρ − (1 − 2ν ) a / ρ +1 + 4 + ν{ }
N = 3(a / ρ +1) + (1+ 4ν ) a / ρ +1 + (1 +ν) / ( a / ρ +1 +1)

 

・・・（3－9.b）      

 

 式（3－8），（3－9）の値をFig.3-6, 3-7に示す．Fig.3-6の引張りでは,開き角

ω = 0° → 60°と変化しても応力集中係数の変化は小さいことがわかる．開き角

ω = 0° → 60°と変化するとき，0 ≤ ρ / a ≤ 0.3の範囲では応力集中係数Ktdは減少する

が，0 ≤ a / ρ ≤ 3.333ではむしろかえって増加する．すなわち，通常，開き角の増加に

伴って応力集中係数は減少すると考えられているが，逆に増加することもあることが

わかる．Fig.3-7の曲げにおいては，開き角ω = 60° → 90°と変化した場合の応力集中

係数Ktdの減少の割合は小さいものの，全体的には，ω = 0° → 90°と変化するに従い，

Ktdも徐々に減少しており，開き角の増加に伴って応力集中係数は減少するという傾

向が表れている．Fig.3-6, Fig.3-7ともに， ρ → 0となるとω = 0°とで違いは大きく

なり，引張りで5％，曲げで16％の差が認められる． 

 

3.4 円周切欠きを有する丸棒の応力集中係数Ktと深い切欠きの解Ktdの関係 

 Fig.3-8（a）,（b）,（c）より得られた結果をまとめると，引張り，曲げ，ねじり

の順に Kt / Ktdの分布は広い範囲になっていることがわかる．従って， Ktsとは逆に

Ktdを用いる計算式の適用範囲が，ねじり，曲げ，引張りの順に大きくなる．つまり， 
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Fig. 3-6 Ktd / KtH  vs. a / ρ or ρ / a under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3-7 Ktd / KtH  vs. a / ρ or ρ / a under bending 
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Ktdによる近似がねじり，曲げ，引張りの順に有効となる．切欠き形状全範囲で考え

ると，Ktsによる近似とKtdによる近似とを有効に用いれば正確な応力集中係数を与え

る事が可能であると思われる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3-8（a） Kt / Ktd  vs. a / ρ or ρ / a round bar under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3-8（b） Kt / Ktd  vs. a / ρ or ρ / a round bar under bending 
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Fig. 3-8（c） Kt / Ktd  vs. a / ρ or ρ / a round bar under torsion 

 

3.5 結 言 

 円周切欠きを有する丸棒の応力集中問題で，鈍い切欠きまたは深い切欠きの場合，

Fig.3-1 に示すように，問題は無限に深い切欠きの応力集中問題となる．Neuber[1]は

深い切欠きの解として深い双曲面切欠きの応力集中係数の解を使用している．本章で

は，Neuber が使用した深い双曲面切欠きの応力集中係数の解をより正確に求めるため，

切欠き深さが深い場合の極限に相当する V 形切欠きを有する丸棒における応力集中係

数Ktd = Kt 2t / D→1について解析し，考察した．さらに，Ktdに及ぼす開き角ωの影響

についても体積力法による解析を行い開き角の影響について考察した．結果をまとめ

ると以下のようになる． 

（１）V 形切欠きの開き角が 60°の場合の丸棒及び帯板の引張，曲げ，ねじり問題に

ついて切欠き深さが深い場合の極限に相当する深い 60°V 形切欠きの応力集中係数

Ktd = Kt 2t / D→1を正確に計算式として求めた． 

（２）深い V 形切欠きの引張問題に対して任意の切欠き半径 a / ρ，開き角

ω = 0° ~ 90°に対する応力集中係数の近似式 0 90
tdKω= D D∼ を与えた．その応力集中係数

Ktd は， ω = 0° ~ 90° の変化に対して最大５％程度変化する．切欠き半径
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a / ρ = 0 ~ 3.3の範囲ではむしろ開き角の増加ω = 0° ~ 90°に対してKtdが増加する場

合がある． 

（３）深い V 形切欠きの曲げ問題に対して任意の切欠き半径 a / ρ，開き角

ω = 0° ~ 90°に対する応力集中係数の近似式 0 90
tdKω= D D∼ を与えた．その応力集中係数

Ktdは，ω = 0° ~ 90°の変化に対して最大１６％程度変化する． 

（４）深い V 形切欠きのねじり問題に対して任意の切欠き半径 a / ρ，開き角

ω = 0° ~ 90°に対する応力集中係数の近似式 0 90
tdKω= D D∼ を与えた．その応力集中係数

Ktdは，ω = 0° ~ 90°の変化に対して最大５％程度変化する．即ち，切欠きが深い場合

には切欠きの開き角の影響は比較的小さい． 

（５）Kt / Ktdの引張り，曲げ，ねじりの結果をまとめると，引張り，曲げ，ねじり

の順に Kt / Ktdの分布は広い範囲になっていることがわかる．従って， Ktsとは逆に

Ktdを用いる計算式の適用範囲が，ねじり，曲げ，引張りの順に大きくなる．つまり，

Ktdによる近似がねじり，曲げ，引張りの順に有効となる． 
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第４章 切欠き半径がゼロの鋭い切欠きの応力拡大係数 

 

4.1 緒 言 

これまでに述べたように，先端に曲率半径 ρを有する６０°V 形切欠き（Fig. 4-

1(a)）の問題は，金属材料の回転曲げ疲労強度の研究用試験片として重要であり，古

くから多くの解析がなされている．切欠き半径 ρ ≠ 0の場合には，体積力法を用いて

この問題の応力集中係数が正確に求められたが[1-5]，切欠き半径が小さい場合，特に

ρ → 0（Fig. 4-1(b)）の結果を解析上求めることは，当初はできなかった．すなわち

切欠き半径がゼロの鋭い切欠きでは，応力集中は無限大になるので解析が困難となる．

このことが，任意の寸法 ρ， t  に対して適用可能な応力集中係数の計算式を提案する

ため大きな困難となる．すなわち， ρ → 0の結果を知ることができると解析困難な鋭

い切欠き(ρ ≅ 0)の結果を見積る際に有用となる． 

Fig.4-2 は，６０°V 形切欠きを有する丸棒が引張りを受けた場合の応力集中係数

Ktと６０°V 形切欠きを有する半無限板の応力集中係数の解Ktsとの比を切欠き形状の

広い範囲（0 < ρ / a ≤ 10）について示したものである[6], [7]．Fig.4-2 で ρ / a → 0  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4-1 （a）A notched bar with a sharp notch whose notch radius,  

（b）A notched bar with a sharp notch, 

（c）A notched bar with a general sharp notch 
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Fig. 4-2 Kt / Kts vs. 2t / D 

 

の線は， ρ / aが小さい場合，ρ / aが 0.1 と 0.2 で３桁程度以上一致することを確認し

て求めた値である．切欠き半径 ρが小さい場合の結果から ρ → 0の結果を上記のよう

に推定することも可能であるが，厳密な解析によってその妥当性を検討する必要があ

る．また，鋭い切欠きの問題は以下に述べるように異種材料接合角部の問題の特別の

場合としても重要である．この観点から本章では Fig. 4-1(c)に示す一般的な鋭い切

欠きの問題も取り扱う． 

 

4.2 鋭い切欠き角部および異種材料接合角部に関する過去の研究について 

 鋭い切欠き角部の問題は機械構造物においてもしばしば問題になることがあるので，

その強度評価を行うためには，まず角部近傍での精密な応力解析が必要となる．この

ような切欠き角部で応力の特異性が生じることは，古くから知られている．特異性を

有する問題に数値解析の手法を適用する場合，特異性を考慮した計算法が必要となる．

このような切欠きの応力特異性や，その特異応力場に関してはこれまでに以下のよう

な研究が知られている． 

Williams [8][9]は，Fig. 4-4 に示すようなくさび形切欠きの開き角を変化させた

場合の応力特異性の指数λを系統的に求めている．平面問題では，３種類の角部の境

界条件（１）変位：自由-自由（２）固定-固定（３）固定-自由について，板の曲げ問

題では，６種類の境界条件（１）変位：支持-支持（２）固定-自由（３）支持-自由

（４）固定-支持（５）自由-自由（６）固定-固定について解析している． 
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Fig. 4-3 Stress singularities resulting from various boundary condition in 

angular corners of thin plate in plane problems and plate bending 

 

鋭い切欠きの問題より一般的に取扱った異種材料接合角部の問題に関しても複合材料

の使用の際などに重要となるので多くの研究がある．このような異種材料接合角部の

問題や鋭い切欠きの問題では，通常の破壊力学とは異なり，その特異応力場が，特異

性指数の異なる応力拡大係数の組み合わせによって表現される．V 形切欠きの頂点近

傍での応力場は，モード I の変形に対して1 / r1− λ1，モード II の変形に対して1 / r1− λ2

の特異性をもつ形で，二つのパラメータKI ,λ I
とKII, λ2 I

により一義的に記述できる（座

標軸については Fig.4-4 参照）． 

2

2

, ,
1 1( ) ( )I I

I I

I III II
ij ij ij

K K
f f

r r
λ λ
λ λσ θ θ− −= +    ( , , )ij x y xy=       ・・・（4―1） 

式（3）中の ( ), ( )I II
ij ijf fθ θ はそれぞれの変形様式および応力成分によって定まるθの関

数である． 

 以上からわかるように，V 形切欠き頂角での応力特異場を知るためには，ニ組のパ

ラメータλ1, KI ,λ1
と

22 ,, IIK λλ を求めればよいことになる． 

異材の接合部では，材料および形状の不連続のために，接合面の隅角部において集

中応力が発生し，これが原因となって接合部のき裂の発生を招き，全体的な破壊へ至

ることが多い．異材接合材料についての特異性の指数についての研究は過去に以下の

ような研究が行われている． 

Bogy-Wang[10]は，Dundurs の複合パラメータα，β，角部の開き角γを用いた特性

方程式（式（4―8），（4―9））を解くことにより Fig.4-5 に示すような接合材の角部境

界の応力特異性の指数λを求め，それぞれのコーナ点の角度γを一定として求めた特

異性の指数とα，βとの関係を示している． 

θ
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Fig. 4-4 Singular stress fields near a corner 
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Fig. 4-5 Stress singularities at interface corners in bonded dissimilar 

isotropic elastic materials 

 

さらに，陳・西谷[11] は，Fig. 4-6 に示すような二つの異材，材料１と材料２を

接合した角部での二次元応力解析を実施し，角部における応力特異性の解析を行うと

ともに，接合異材の角部近傍の一般式（4―1）を導いて，その角部での力学特性を検

討している． 
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Fig. 4-6 Stress fields near the corner of jointed dissimilar materials 

 

4.3 異種材料接合角部の特異応力場について 

 

切欠き先端の曲率半径ゼロの鋭い切欠きの特異応力場について，それを特別な場合

として含む一般化した異種材料接合角部の問題として理論的研究が行われている[8-

11]．すなわち Fig.4-7 に示す異材接合角部の問題では，き裂問題と異なり，モード

Ⅰ-モードⅢの変形モードに関係した異なる応力特異性の指数をもつ特異応力が混在し

て存在することが知られている．結局，その角部近傍の特異応力場は，次式のように

特異性の指数λ1，λ2，λ3，λ4および角部に拡張された応力拡大係数によって以下のよ

うに記述される[11,12]． 
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Fig. 4-7 Singular stress fields near a corner of jointed dissimilar materials 

 

ここで，KI ,λ1
，KII, λ2

は面内変形（xy 平面内）に対応するモードⅠ（x 軸に対称）

およびモードⅡ（x 軸に逆対称）の応力拡大係数である．また，KIII ,λ3
，KIII ,λ4

はモー

ドⅢの面外変形に対応する応力拡大係数（KIII ,λ3
：x 軸に対称な変形，KIII ,λ4

：x 軸に

逆対称な変形）である．関数 fij
Ι θ( )， fij

Π θ( )， fij
III (θ )， fij

III ,λ 3 (θ )， fij
III ,λ 4 (θ)  は式（4

―4），（4―5）は角部近傍での特異応力を表現している． 

 

f  θ ,1
 I θ( ) = λ1

2π α − β( )
λ1 α − β( )sin γ − λ1 γ − π( ){ }[

  + 1 − β( )sin λ1π( ) ]× cos λ1 +1( )θ{ }
  + λ1 +1( )α − β( )sin λ1 γ −π( ){ }[ ]× cos λ1 −1( )θ{ }

           ・・・・・（4―4） 

f  θ ,1
 II θ( ) = λ2

2π α − β( )
λ2 α − β( )sin γ − λ2 γ − π( ){ }[

  − 1 − β( )sin λ2π( ) ]× sin λ2 +1( )θ{ }
  + λ2 +1( ) α − β( )sin λ2 γ − π( ){ }[ ]× sin λ2 −1( )θ{ }

 

                                                    ・・・・・（4―5） 

 ここで， 

γ θ
ｒ

x

y

G2,ν2 G1,ν1
zγ

γ θ
ｒ

x

y

G2,ν2 G1,ν1
zγ



 53

       
α=

G2 κ 1 + 1( )− G1 κ 2 +1( )
G2 κ 1 +1( )+ G1 κ 2 +1( )

   ,    β =
G2 κ1 −1( )− G1 κ 2 −1( )
G2 κ 1 +1( )+ G1 κ 2 +1( )   ・・・・・（4―6） 

 

κ i =
3 −ν i( )
1 +ν i( )

 （for plane stress）, 

3 4iκ ν= − （for plane strain）, 

（i=1,2）                         ・・・・・ （4―7） 

 

 応力特異性の指数λ1，λ2は式（4―8），（4―9）の最小平方根である． 

 

モード I 

      

D1 α,β ,γ , λ( ) = α − β( )2 λ2 1 − cos2γ( ) + 2λ α − β( )sinγ sin λγ + sin 2π −γ( ){ }
      + 2λ α − β( )βsinγ sinλ 2π − γ( )− sin λγ{ }+ 1 −α 2( )− 1− β 2( )cos2λπ

      + α 2 − β 2( )cos 2λ γ − π( ){ }= 0
 

                                                        ・・・・ （4―8） 

モード II 

      

D2 α, β,γ ,λ( ) = α − β( )2 λ2 1 − cos2γ( ) + 2λ α − β( )sinγ sin 2π −γ( )+ sin λγ{ }
      − 2λ α − β( )βsinγ sinλ 2π −γ( )− sin λγ{ }+ 1 −α 2( )− 1 − β 2( )cos2λπ

      + α 2 − β 2( )cos 2λ γ − π( ){ }= 0
 

  ・・・・ （4―9）  

 

一方，面外変形の応力特異性は，式（4―10），（4―11）の平方根によって求められる． 

対称形での応力特異性 

 
sinλ γ − π( )

sin λπ
= +

Γ +1
Γ −1                            ・・・・ （4―10） 

 

逆対称形での応力特異性 

sinλ γ − π( )
sin λπ

= −
Γ +1
Γ −1                          ・・・・・ （4―11） 

 

このような異種材料接合角部の応力拡大係数の解析例として，これまで菱形介在物
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[13], [14], [15]，長方形介在物[16], [17], [18]，リング状介在物[19]，円柱状介

在物[20], [21]の問題が取り上げられ，その混合モードの応力拡大係数KΙ ,λ1
-KIII ,λ4

が

求められている．しかし，ある異種材料の組み合わせに対してKI ,λ1
-KIII ,λ4

が与えら

れ，その特異応力場が式（4―2），（4―3）で表現されている場合でも，接合角部の角

度が異なれば，特異性指数λ1-λ4は異なる．このようなKI ,λ1
-KIII ,λ4

およびλ1-λ4が変

化する特異応力場の破壊条件を一般的に議論することは容易でない．結局，異材境界

接合角部の強度評価を，特異応力場[式（4―2），（4―3）]に基づいて行うためには，

通常の破壊力学とは異なり，以下の２点を別個に考慮する必要がある． 

（１）その特異応力場が，特異性指数の異なる応力拡大係数の組み合わせによって表

現されること． 

（２）破壊は通常異材接合境界上（またはその極く近傍）に生じるため，材料単体の

強度のみならず，特に異材界面の接合強度が問題となること． 

 本研究で扱うような，鋭いＶ形切欠きを有する丸棒の問題(Fig.4-1(d))では，異材

接合界面が存在しないので，まず，相違点（１）に注目して，破壊条件を考察するこ

とが比較的容易である．すなわち，鋭い切欠きを有する丸棒の問題(Fig.4-1(d))は，

複合材料の強度評価などで問題となる．異種材料接合角部の強度を評価する際，従来

のき裂を扱う破壊力学と異なる点を考察する観点からも重要である． 

 

4.4 解析方法 

 

 前述のように Fig.4-1(d)のような鋭い切欠きの問題では，切欠き先端近傍の応力場

はG2 = 0であるので，式（4―12）で表される．また， 1 2 4, ,λ λ λ は次の方程式（4―

13）の根として与えられる[8,9]． 

31 2

31 2

,, ,
11 1( ) ( ) ( )IIII III II III

ij ij ij ij

KK K
f f f

r r r
λλ λ

λλ λσ θ θ θ−− −= + +   

（G1 < G2の場合）       ・・・・・（4―12） 

  モード I   ：sin λ1 2π −γ( )[ ]= −λ1 sinγ  

  モード II  ：sin λ2 2π −γ( )[ ]= λ2 sinγ  

モード III  ：sin λ4 π −γ( )[ ]= sin(λ4π )                      ・・・・・（4―13）  

 

 このような鋭い切欠きの問題に関して利用できる結果としては，これまでに両側お

よび片側に鋭い切欠きを有する帯板試験片の引張りおよび曲げの解[22]があり，それ

を用いて脆性材料の破壊条件が検討されている[23], [24], [25]．しかし，実際の試
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験片では板厚の影響がどの程度表れるか不明である．このため，Fig.4-1(d)のような

鋭い切欠きを有する丸棒曲げの問題は，従来のき裂を取扱う破壊力学を式（4―12），

（4―13）または式（4―3）のような切欠き先端近傍の応力場より一般的な特異応力場

の問題に拡張するため，従来の破壊力学とは異なる点を考慮する上でも重要となる． 

 ここでは，鋭い V 形切欠きを有する丸棒が曲げを受ける場合を例に解析方法を説明

する．曲げ問題では引張り（モード I，II のみ）やねじり（モード III のみ）とは異

なり．モード I-III の３つの特異応力場が混在する． 

 Fig.4-8 に無限体中に想定した鋭い V 形切欠きを有する丸棒となるべき仮想境界を

示す．体積力法の考え方に基づいて，問題は Fig.4-8 に示す仮想境界の無限小外側に

分布させる体積力密度を未知関数とする特異積分方程式（4―14）で表わされる． 

 

−
1
2

Fn s( ) + hnn
Fn

L∫ l ,s( )Fn l( )dl + hnn
Ft

L∫ l ,s( )Ft l( )dl

+ hnn
Fθ

L∫ l ,s( )Fθ l( )dl = − σn
∞ s( )

−
1
2

Ft s( )+ hnt
Fn

L∫ l ,s( )Fn l( )dl + hnt
Ft

L∫ l , s( )Ft l( )dl

+ hnt
Fθ

L∫ l ,s( )Fθ l( )dl = −τ n t
∞ s( )

− 1
2

Fθ s( )+ hnθ
Fn

L∫ l ,s( )Fn l( )dl + hnθ
Ft

L∫ l ,s( )Ft l( )dl

+ hnθ
Fθ

L∫ l , s( )Fθ l( )dl = −τnθ
∞ s( )

        ・・・・・（4―14） 

 

ここで，
L∫ は仮想境界上の積分を意味し，σn

∞ s( ), τn t
∞ s( )およびτnθ

∞ s( )は，無限遠で
の曲げ応力によって，仮想境界上の任意の点 s に生じる法線方向垂直応力および，接

線方向および円周方向のせん断応力である．そして，hnn
Fn l ,s( )等は，仮想境界上の点

r に法線方向（n 方向），接線方向（t 方向）または円周方向（θ方向）の単位大きさ

の集中力の輪を作用させたときに仮想境界上の任意の点 s に生じる応力である.ここで

集中力の輪とは以下の３種類をいう[1], [26]（ここでϕは力の作用する位置を表す円

周方向の角度であり，θと区別して用いる．）． 

（１）周方向にcos ϕで変化する半径方向の集中力の輪 

（２）周方向にsin ϕで変化する周方向の集中力の輪 

（３）周方向にcos ϕで変化する軸方向の集中力の輪 
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 いま，鋭いＶ形切欠き先端部分の境界条件の満たし方を例にとり解析方法を説明す

る．無限体中の鋭いＶ形切欠き先端部分となるべき仮想境界上（Fig.4-8 の BAB'）に

分布させる体積力を，Fig.4-8（b）-（e）に示すような形式の体積力分布の線形結合

によって問題を表現する．即ち，角部では，一般にモード I-モード III の変形が生じ

るので，角部での上下の仮想境界上に分布させるべき法線方向，接線方向および円周

方向の体積力に対し，角部の二等分線に対して対称形（モード I）と逆対称形（モー

ド II）および円周方向の対称形と逆対称形の４種類の分布形式を採用する．結局，

Fig.4-8（a）の BAB'部分では，Fn，FtおよびFθを基本密度関数と級数で以下のように

近似する． 

 

Fn rA( )= Fn
Ι rA( )+ Fn

Π rA( )= Wn
Ι rA( )rA

λ1 −1 + Wn
Π rA( )rA

λ 2 −1

Ft rA( )= Ft
Ι rA( )+ Ft

Π rA( )= Wt
Ι rA( )rA

λ1 −1 + Wt
Π rA( )rA

λ2 −1

Fθ rA( )= Fθ
Ι rA( )+ Fθ

Π rA( )= Wθ
Ι rA( )rA

λ3 −1 + Wθ
Π rA( )rAλ 4 −1     (λ3 = 1)

    ・・・・・（4―15） 

Wn
Ι rA( )= an

n=1

M

∑ rA
n−1, Wn

Π rA( )= bn
n =1

M

∑ rA
n−1

Wt
Ι rA( )= cn

n=1

M

∑ rA
n−1, Wt

Π rA( )= dn
n =1

M

∑ rA
n−1

Wθ
Ι rA( )= enrA

n−1

n=1

M

∑ , Wθ
Π rA( )= fn

n =1

M

∑ rA
n−1

                        ・・・・・（4―16）  

ここで，rAは角部 A から境界に沿う方向の局所座標であり，rA
λ1 −1
-rA

λ4 −1
は，切欠きに

おける切欠き角部 A での特異応力場を表現するための基本密度関数である．また，添

字 I，II は，切欠きの二等分線に対して対称形および逆対称形の体積力を作用させる

ことを意味する． 

 Fig.4-8 の BAB'以外の部分の体積力密度の表現も，式（4―15）, （4―16）とほぼ

同様であるが，対称形と逆対称形の表現を用いない点が異なる．以上のような離散化

手法を用いて特異積分方程式[16]を解くことにより，角部で定義される一般化応力拡

大係数KI ,λ1
， KII ,λ 2

，KIII ,λ 4
は，角部先端での重みの値Wn

Ι
（0）-  Wθ

� (0)から求めら

れる[27]．以下ではポアソン比ν = 0.3とした．また，θを円周方向の角度とすると，

KI ,λ1
∝ cosθ，KII, λ2

∝ cosθ，KIII ,λ 4
∝ sinθであるので，KI ,λ1

，KII, λ2
はθ = 0での値

を，KIII ,λ 4
はθ = π / 2での値を以下で議論する． 

 

4.5 丸棒問題の切欠き半径０の切欠きの応力拡大係数 
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 Fig.4-9 に示すように各々の問題での無次元化応力拡大係数 FΙ ,λ1
， FΙΙ,λ 2

は式（4―

17）-（4―19）で定義される． 

（１）引張り 

FΙ ,λ1
= KΙ, λ1

/ σ ∞ π t1− λ1 , FΙΙ,λ 2
= K ΙΙ,λ2

/ σ ∞ π t1− λ2 , 

σ ∞ =
4P
πd2 ，P = axial force                      ・・・（4―17） 

（２）曲げ 

 FI ,λ1
= KI ,λ1

/ σ ∞ π t1− λ1 , FII,λ 2
= KII,λ 2

/ σ ∞ π t1−λ 2 , 

 FIII,λ 4
= KIII ,λ 4

/ σ ∞ π t1− λ4 , σ ∞ =
32M
πd3 , M = bending moment  ・・・・（4―18） 

（３）ねじり 

 FIII,λ 4
= KIII ,λ 4

/ τ ∞ π t1− λ4 , τ ∞ =
16T
πd3 ,  T = torsional moment  ・・・・（4―19） 

4・5・１ V 形切欠き有する半無限板  初めに Fig.4-9 で2t / D→０の極限に相当す

る半無限板の V 形切欠き（Fig.4-11）の結果を示す．ここでは，この問題を２種類の

方法で解析した．方法１は Fig.4-12 （a）に示す仮想境界上に体積力を分布する場合

であり，方法２は Fig.4-12 （b）に示す仮想境界上に体積力を分布する場合である．

方法１が仮想境界が短いため精度が良いと考えられるが，Fig.4-9 の問題は Fig.4-10

の仮想境界を用いて解く必要があるのでその精度を比較検討する．方法１，２の収束

性の例を Table１に示す．Table１では方法１が有効数字５桁収束しており精度が高い

ことがわかる．しかし，方法２でも有効数字の５桁目がわずかに異なる程度で良好な

結果が得られている．よって，Fig.4-12 （b）や Fig.4-10 の仮想境界を用いても有効 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4-9 60°V-shaped notched bar under tension, bending, and torsion 
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数字５桁程度の精度の高い結果が得られるものと考えられる．なお，Table 4-１では

西谷らの論文[13]の図からの読取値も参考のため示しているが，本解析結果とよく一

致している． 
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Fig. 4-10 Prospective boundary for notched bar and boundary division 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4-11 Case when 2t / D → 0 in Fig.1 
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Fig. 4-12 Model of V-notch in a infinite plate 

Table 4-1 Covergence of FIII,λ4
 in Fig.5-3 and Fig.5-4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 4-2 は方法１で得られた結果をまとめて示しているが，方法２による結果も全

形状で有効数字４桁まで完全に一致しており５桁目が少し異なる場合がある程度であ

る． 

4・5・2 V 形切欠き有する丸棒の収束性  Table 4-3 に式（4―19）で定義される

FIII,λ 4
の収束の例を示す．ここで，M1は各区間あたりの選点数である．Table  4-3 に

示す以外の形状でも検討した結果，本解析法ではM1 =8-11 程度でθ方向の重みより得 

A
B

B'

C'

C

E

E'

D

D'

F

F'

G

G'

H

H'

I

I'

～～

～～

(a)Method 1 (b)Method 2

A
B
B'

C'

C

E'

D

D'

E

Method  1 　 β =  0°　  β=3 0°　

 M　    γ 15° 30° 60° 90° 45°

4 1.02445 1.05397 1.13513 1.26901 1.02190

5 1.02454 1.05410 1.13525 1.26916 1.02251

6 1.02454 1.05410 1.13526 1.26917 1.02250

7 1.02456 1.05412 1.13527 1.26920 1.02254

Method  2 　 β =  0°　  β=3 0°　

　 M　    γ 15° 30° 60° 90° 45°

6 1.02336 1.05315 1.13505 1.26913 1.02199

7 1.02402 1.05339 1.13517 1.26916 1.02245

8 1.02431 1.05377 1.13549 1.26916 1.02252

9 1.02430 1.05418 1.13521 1.26911 1.02259

Ref[2] 1.025 1.054 1.135 1.270

FIII ,λ 4
,

FIII ,λ 4
,
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Table 4-2 Results of V-notch in a semi-infinite plate 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 4-3 Results of V-notch in a semi-infinite plate 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

られたKIII ,λ3
の値が有効数字 4-5 桁程度まで一致し収束しており，良好な収束性を示す

ことが確認された． 

4・5・3 円周き裂を有する丸棒の解との比較  Table 4-4（a）にβ = 0°でγ =10°，

15°，30°の結果を示す．Table 4-4（a）でγ = 0°（15－ 10）等はγ =15°と 10°の

結果からγ = 0°を外挿して求めた結果であることを示す．γ = 0°（15－ 10）とγ = 0°

（30－ 15）は有効数字３桁程度一致しており，この程度まで精度があると考えられる．

Table 4-4（b）はこのようにして求めた円周き裂のねじりにおける応力拡大係数FIIIを

式（4―20）の Benthem・Koiter の近似式[28]の値と比較して示している． 

 

FIII, B(ξ) =  
3
8

ξ
−

5
2 (1+

1
2

ξ +
3
8

ξ 2 +
5

16
ξ 3 +

35
128

 ξ 4 + 0.208ξ 5 ), 

ξ  =  d / D                     ・・・・（4―20） 
 

　　

γ　 β 0° 15° 30° 45°

10° 1.0159 1.0042 0.9693 0.9103

15° 1.0245 1.0124 0.9756 0.9139

30° 1.0541 1.0399 0.9970 0.9242

45° 1.0902 1.0734 1.0225 0.9353

60° 1.1353 1.1150 1.0533 0.9453

90° 1.2692 1.2372 1.1369

FIII ,λ 4 ,Method 1

β

t

γ

　　

γ　 β 0° 15° 30° 45°

10° 1.0159 1.0042 0.9693 0.9103

15° 1.0245 1.0124 0.9756 0.9139

30° 1.0541 1.0399 0.9970 0.9242

45° 1.0902 1.0734 1.0225 0.9353

60° 1.1353 1.1150 1.0533 0.9453

90° 1.2692 1.2372 1.1369

FIII ,λ 4 ,Method 1

β

t

γ

M β 0° 15° 30° 45°
8 1.36668 1.35002 1.30046 1.21905
9 1.36676 1.35011 1.30050 1.21886
10 1.36682 1.35018 1.30055 1.21881
11 1.36683 1.35018 1.30052 1.21868

M β 0° 15° 30° 45°
8 3.74436 3.70312 3.58159 3.38597
9 3.74434 3.70312 3.58162 3.38597
10 3.74433 3.70312 3.58167 3.38604
11 3.74432 3.70311 3.58166 3.38598

F
III,λ4

, γ =60°, λ4
=0.6, λ =2t/D =0.5

F
III,λ4

, γ =30°, λ4
=0.54, λ =2t/D =0.2

M β 0° 15° 30° 45°
8 1.36668 1.35002 1.30046 1.21905
9 1.36676 1.35011 1.30050 1.21886
10 1.36682 1.35018 1.30055 1.21881
11 1.36683 1.35018 1.30052 1.21868

M β 0° 15° 30° 45°
8 3.74436 3.70312 3.58159 3.38597
9 3.74434 3.70312 3.58162 3.38597
10 3.74433 3.70312 3.58167 3.38604
11 3.74432 3.70311 3.58166 3.38598

F
III,λ4

, γ =60°, λ4
=0.6, λ =2t/D =0.5

F
III,λ4

, γ =30°, λ4
=0.54, λ =2t/D =0.2
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 Fig.4-5 にその比を示す．Fig. 4-5 より Benthem・Koiter の近似式は誤差 1％程度

以内で FIIIを近似できることがわかる．より正確な近似式を求めるため，Fig.4-5 の

FIII,(15−10 ) / FIII , Bの比に最小２乗法を用いて近似式を作製し，得た結果を式（4―21）に

示す．このFIII,(15−10 ) / FIII , Bと式（4―20）を比較した結果，式（4―20）,（4―21）は誤

差 0.2％程度以内で円周き裂のFIIIを与えると考えられる． 

 

Table 4-4 Results of a circumferential crack in a round bar under torsion

（a）(1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
,λ = 2t / D ,（b）FIII  and Benthem・Koiter’s value 

 
4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

2 /t Dλ =  10γ = °  15γ = °  30γ = ° (15 10)0γ −= ° (30 15)0γ −= °  

0.01 0.9798 0.9797 0.9789 0.98 0.9805 

0.02 0.9574 0.9578 0.9568 0.9566 0.9588 

0.05 0.8961 0.8964 0.8954 0.8955 0.8974 

0.10 0.8064 0.8067 0.8062 0.8058 0.8072 

0.20 0.6617 0.6625 0.664 0.6601 0.661 

0.30 0.549 0.5504 0.554 0.5462 0.5468 

0.40 0.4576 0.4596 0.4635 0.4536 0.4557 

0.50 0.3812 0.3837 0.3912 0.3762 0.3762 

0.60 0.3148 0.3177 0.3267 0.309 0.3087 

0.70 0.2545 0.2576 0.2676 0.2483 0.2476 

0.80 0.196 0.1992 0.2095 0.1896 0.1889 

0.90 0.1322 0.1352 0.1449 0.1262 0.1255 

2 /t Dλ =  

,(15 10)

0
IIIF

γ
−

= °
 

,(30 15)

0
IIIF

γ
−

= ° ,III BF  

,(15 10)

,/
III

III

F

F
−

B

 
,(30 15)

,/
III

III

F

F
−

B

 

0.01 1.01 1.0105 1.0099 1.0001 1.0006 

0.02 1.0164 1.0187 1.0194 0.9971 0.9993 

0.05 1.0445 1.0467 1.0509 0.9949 0.996 

0.10 1.1053 1.1072 1.1145 0.9917 0.9934 

0.20 1.2893 1.291 1.2972 0.9939 0.9952 

0.30 1.5924 1.5942 1.593 1.000 1.0008 

0.40 2.1 2.1097 2.0899 1.0048 1.0095 

0.50 3.0096 3.0096 2.9834 1.0088 1.0088 

0.60 4.8281 4.8234 4.777 1.0107 1.0097 

0.70 9.1693 9.1704 9.09 1.0087 1.0088 

0.80 23.7 23.613 23.437 1.0112 1.0075 

0.90 126.2 125.5 125 1.0096 1.004 
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eqn (4-21)

FIII = KIII / τ π t

τ = 16T /(πD3)

2t/Dλ=

FIII,B (ξ)  =  3
8

ξ−
5
2 (1 + 1

2
ξ + 3

8
ξ 2 + 5

16
ξ3

+
35
128

 ξ 4 + 0.208ξ 5 ), ξ = d / D

FIII / FIII ,B =1.0009 − 0.19064λ +1.2326λ2 −2.7484λ3
 

 +2.7081λ4 −1.0024λ5, λ = 2t / D                             ・・・・（4―21） 

 

 曲げについても同様に，Table 4-6 と Fig. 4-6 は，き裂の結果を Benthem・Koiter

の値と比較して示している．曲げの Benthem・Koiter の近似式（4―22）は誤差３％程

度であることがわかる．そこで，最小二乗法を用いて正確な近似式を提案した．式（4

―22）, （4―23）は，誤差 0.3％程度以内で正確な値を与える． 

 

FI ,B =
3
8

ξ−5/ 2 1+
1
2

ξ +
3
8

ξ 2 +
5
16

ξ 3 +
35
128

ξ 4 + 0.531ξ 5⎧ ⎨ ⎩ 
⎫ ⎬ ⎭ ,  

                             ξ = d / D                      ・・・・（4―22） 

 

FI / FI ,B = 1.0002 − 0.5226λ + 3.1062λ2 − 6.7504λ 3  

    +6.5459λ 4 − 2.3794λ5 , λ = 2t / D                      ・・・・（4―23） 

 

 4・5・4 疲労試験片における鋭い 60°V 形切欠きの結果  切欠き半径ρの 60°V

形切欠きを有する丸棒は，しばしば疲労試験片として用いられている． 

 Table 4-6 は，引張りにおける2ρ / D = 0.03, 0.05の時のKt / Kt λ =2t /D→0 の値を鋭い

場合の結果と比較して示す．λ = 2t / D ≤ 0.7の範囲の結果は，誤差１％以内で一致し

ている． 
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Fig. 4-5 ,/III IIIF F B  vs.λ = 2t / D  under torsion 
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Table 4-5 Results of a circumferential crack in a round bar under bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4-6 FIII / FIII ,B  vs. λ = 2t / D under bending. 

 

Table 4-6 Kt / Kts (Kts = Kt λ→0 )  of a notched bar with a root radius ρ  under 

tension 
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Table 4-7 Kt / Kts (Kts = Kt λ→0 )  of a notched bar with a root radius ρ  under 

bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

このことより，切欠き半径が小さい場合の結果から正確な応力拡大係数を推定可能で

ある．Table 4-7 は，曲げの結果を示している．曲げの場合， 2 / 0.6t Dλ = ≤ の範囲

の結果は誤差１％以内で一致している．  

 

 4・5・5 一般的な 60°V 形切欠きの結果  Fig.4-7（a）, （b）, （c）に丸棒

ねじり問題の傾き角 β ＝０°で開き角γを 15°-90°まで変化させたときの

(1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
と切欠き深さ2t / Dの関係を示す．Fig.4-7（a）より，γが変

化しても，2t / Dが同一であれば，(1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
の値の変化は小さいことが

わかる．Fig. 4-7（b）, （c）には，それぞれγ＝１５°（Table 4-8（A））とγ＝９

０°（Table 4-8（E））の場合に，βを変化させたときの (1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
の値

を示す．Fig. 4-7（b）, （c）よりγ＝１５°の場合（Fig. 4-7（b））では，βの変

化に対する (1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
の変化はごく小さく，γ＝９０°（Fig. 4-7

（c））の場合においても，その変化はγ＝１５°の場合よりはやや大きいものの一般

に小さいことがわかる． 

 Fig. 4-8（a）に丸棒曲げにおける傾き角β＝０°で開き角γを 15°-90°まで変化

させたときの(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
と切欠き深さ2t / Dの関係を示す．4-8（a）より，

γが変化しても，2t / Dが同一であれば，(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
の値の変化は小さいこ

とがわかる．4-8（b）, （c）には，γ＝１５°の場合に，βを変化させたときの

(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
, (1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0

の値を示す．Fig. 4-8（b）, （c）よ
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り (1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
の 場 合 （ 4-8 （ c ）） で は ， β の 変 化 に 対 す る

(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
の変化は小さく，(1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0

（4-8（c））の場合にお

いても，その変化は小さいことがわかる．以上述べた通り，Fig.4-7（a）, （b）, 

（c）4-8（a）, （b）, （c）より，開き角γ傾き角βが変化しても，切欠き深さ

2t / D が 同 一 で あ れ ば ， 応 力 拡 大 係 数 の 相 対 値 (1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
，

(1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0
の変化は一般に小さいことがわかる．これより，種々の寸法に

対する結果を精度よく求めることができる．
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                  （a）                                 （b）                                     （c） 

 

Fig. 4-7 Results of torsion: （a） (1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
 vs. 2t / D for β = 0°, （b） (1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0

 vs. 2t / D 

for γ = 15° , （c）(1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
 vs. 2t / D for γ = 90°  
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               （a）                                    （b）                                    （c） 

 

Fig. 4-8 Results of bending: （a）(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0
 vs. 2t / D for β = 0°, （b）(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0

 vs. 2t / D for 

γ = 15° , （c） (1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0
 vs. 2t / D for γ = 15°  

 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2t/D

γ=90
=60
=45
=30
=15

°

°
°
°
°

°

 =0β

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

γ=15 °

2t/D

β=0
=15
=30
=45°

°
°

°

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

γ=15 °

2t/D

β=15
=30
=45°

°
°

t

γ

D

d t

γ

D

d t

γ

D

d



 68

Table 4-8 Results of V-notched bar under torsion: （A） γ = 15° , （B）

γ = 30° ,（C）γ = 45° ,（D）γ = 60° ,（E）γ = 90°  

 

2 /t Dλ =  4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

15γ = °  0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.01 0.980 0.980 0.979 0.978 

0.02 0.958 0.958 0.957 0.956 

0.05 0.896 0.896 0.896 0.896 

0.10 0.807 0.807 0.807 0.808 

0.20 0.663 0.663 0.665 0.669 

0.30 0.550 0.551 0.554 0.561 

0.40 0.460 0.461 0.464 0.472 

0.50 0.384 0.385 0.388 0.396 

0.60 0.318 0.319 0.322 0.329 

0.70 0.258 0.259 0.262 0.268 

0.80 0.199 0.200 0.202 0.207 

0.90 0.135 0.136 0.137 0.140 

30γ = °  0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.01 0.979 0.979 0.979 0.979 

0.02 0.957 0.957 0.957 0.957 

0.05 0.895 0.895 0.896 0.897 

0.10 0.806 0.806 0.808 0.811 

0.20 0.664 0.665 0.668 0.675 

0.30 0.554 0.555 0.560 0.570 

0.40 0.465 0.467 0.472 0.483 

0.50 0.391 0.393 0.398 0.409 

0.60 0.327 0.328 0.333 0.343 

0.70 0.268 0.269 0.273 0.281 

0.80 0.209 0.210 0.214 0.221 

0.90 0.145 0.146 0.148 0.153 

（Continued on next page） 
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Table 4-8（Continued） 

2 /t Dλ =  4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

 45γ = °  0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.979 0.979 0.978 0.978

0.02 0.956 0.956 0.956 0.957

0.05 0.895 0.897 0.895 0.897

0.10 0.807 0.807 0.808 0.814

0.20 0.666 0.668 0.672 0.683

0.30 0.559 0.561 0.567 0.582

0.40 0.473 0.475 0.482 0.498

0.50 0.401 0.403 0.410 0.425

0.60 0.338 0.340 0.346 0.360

0.70 0.280 0.281 0.287 0.299

0.80 0.222 0.233 0.228 0.238

0.90 0.157 0.158 0.161 0.168

 60γ = ° 0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.978 0.978 0.978 0.978

0.02 0.956 0.956 0.956 0.957

0.05 0.895 0.895 0.896 0.899

0.10 0.807 0.808 0.811 0.819

0.20 0.670 0.671 0.678 0.696

0.30 0.565 0.568 0.577 0.600

0.40 0.482 0.485 0.495 0.519

0.50 0.412 0.415 0.425 0.448

0.60 0.351 0.354 0.363 0.383

0.70 0.295 0.297 0.305 0.322

0.80 0.237 0.239 0.246 0.260

0.90 0.172 0.173 0.178 0.188

（Continued on next page） 
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Table 4-8（Continued） 

 2 /t Dλ = 4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

 90γ = °  0β = ° 15β = ° 30β = °

0 1.000 1.000 1.000

0.01 0.977 0.977 0.977

0.02 0.955 0.955 0.956

0.05 0.895 0.895 0.898

0.10 0.810 0.812 0.820

0.20 0.681 0.685 0.702

0.30 0.585 0.590 0.611

0.40 0.509 0.515 0.537

0.50 0.446 0.451 0.472

0.60 0.390 0.395 0.414

0.70 0.336 0.341 0.357

0.80 0.281 0.258 0.299

0.90 0.214 0.217 0.228
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Table 4-9 Results of V-notched bar under tension: （A） 15γ = ° , （B） 30γ = ° ,
（C） 45γ = ° ,（D） 60γ = °,(E) 90γ = °  

 2 /t Dλ =  1 1

3
, , 0(1 ) /I IF Fλ λ λλ →−

 2 2

3
, , 0(1 ) /II IIF Fλ λ λλ →−

 
 15γ = °  0β = °  15β = °  30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.987 0.990 0.995 1.002 0.000 0.970 0.966 0.967

0.02 0.973 0.975 0.982 0.989 0.000 0.955 0.950 0.952

0.05 0.930 0.933 0.939 0.948 0.000 0.907 0.905 0.904

0.10 0.857 0.858 0.862 0.867 0.000 0.844 0.840 0.840

0.20 0.725 0.726 0.727 0.727 0.000 0.720 0.719 0.723

0.30 0.613 0.613 0.612 0.605 0.000 0.622 0.624 0.633

0.40 0.518 0.518 0.514 0.504 0.000 0.543 0.543 0.555

0.50 0.436 0.435 0.429 0.419 0.000 0.468 0.471 0.483

0.60 0.362 0.360 0.354 0.346 0.000 0.398 0.400 0.413

0.70 0.293 0.291 0.286 0.279 0.000 0.328 0.331 0.343

0.80 0.225 0.223 0.219 0.214 0.000 0.256 0.260 0.271

0.90 0.150 0.149 0.146 0.143 0.000 0.176 0.180 0.189

 30γ = °  0β = °  15β = °  30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.984 0.987 0.992 1.000 0.000 0.985 0.980 0.972

0.02 0.972 0.976 0.980 0.988 0.000 0.969 0.965 0.958

0.05 0.930 0.934 0.938 0.947 0.000 0.919 0.918 0.911

0.10 0.856 0.860 0.861 0.868 0.000 0.847 0.845 0.842

0.20 0.725 0.728 0.729 0.733 0.000 0.719 0.719 0.719

0.30 0.614 0.617 0.615 0.617 0.000 0.614 0.617 0.621

0.40 0.519 0.519 0.518 0.520 0.000 0.528 0.531 0.540

0.50 0.437 0.436 0.435 0.436 0.000 0.451 0.454 0.467

0.60 0.363 0.362 0.361 0.363 0.000 0.378 0.384 0.402

0.70 0.293 0.293 0.293 0.294 0.000 0.310 0.317 0.339

0.80 0.225 0.225 0.225 0.226 0.000 0.242 0.252 0.274

0.90 0.151 0.151 0.151 0.151 0.000 0.170 0.181 0.199

 45γ = °  0β = °  15β = °  30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.982 0.984 0.985 1.001 0.000 0.984 0.978 0.980

0.02 0.971 0.972 0.975 0.998 0.000 0.968 0.965 0.972

0.05 0.929 0.930 0.933 0.939 0.000 0.920 0.918 0.914

0.10 0.855 0.856 0.858 0.863 0.000 0.848 0.845 0.841

0.20 0.725 0.725 0.727 0.735 0.000 0.717 0.714 0.715

0.30 0.614 0.614 0.616 0.627 0.000 0.610 0.608 0.613

0.40 0.519 0.520 0.522 0.535 0.000 0.516 0.518 0.530

0.50 0.437 0.437 0.440 0.455 0.000 0.434 0.438 0.461

0.60 0.363 0.364 0.368 0.382 0.000 0.360 0.368 0.400

0.70 0.294 0.295 0.299 0.312 0.000 0.292 0.306 0.343

0.80 0.225 0.227 0.231 0.241 0.000 0.230 0.248 0.285
0.90 0.151 0.152 0.155 0.162 0.000 0.168 0.185 0.216

（Continued on next page） 
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Table 4-9（Continued） 

2 /t Dλ =  
(1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0

 (1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0
 

 60γ = ° 0β = °  15β = °  30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000

0.01 0.983 0.983 0.984 0.990 0.000 0.992 0.983 0.982

0.02 0.970 0.972 0.971 0.978 0.000 0.972 0.967 0.966

0.05 0.928 0.929 0.931 0.936 0.000 0.930 0.917 0.916

0.10 0.854 0.855 0.857 0.864 0.000 0.847 0.842 0.842

0.20 0.724 0.729 0.731 0.745 0.000 0.707 0.703 0.715

0.30 0.613 0.608 0.613 0.646 0.000 0.600 0.597 0.615

0.40 0.519 0.516 0.523 0.562 0.000 0.502 0.505 0.536

0.50 0.437 0.436 0.446 0.485 0.000 0.417 0.426 0.470

0.60 0.363 0.364 0.375 0.411 0.000 0.342 0.359 0.414

0.70 0.294 0.296 0.308 0.337 0.000 0.278 0.303 0.361

0.80 0.226 0.229 0.240 0.262 0.000 0.224 0.252 0.309

0.90 0.152 0.155 0.162 0.178 0.000 0.172 0.198 0.247

 90γ = °  0β = °  15β = °  30β = °  0β = ° 15β = ° 30β = °   
0 1.000 1.000 1.000   0.000 1.000 1.000   

0.01 0.985 0.985 0.983   0.000 0.984 0.982   

0.02 0.971 0.972 0.971   0.000 0.970 0.967   

0.05 0.927 0.928 0.928   0.000 0.921 0.919   

0.10 0.852 0.854 0.856   0.000 0.843 0.840   

0.20 0.722 0.724 0.736   0.000 0.701 0.703   

0.30 0.612 0.616 0.640   0.000 0.578 0.591   

0.40 0.518 0.525 0.558   0.000 0.472 0.503   

0.50 0.434 0.446 0.485   0.000 0.385 0.434   

0.60 0.365 0.375 0.414   0.000 0.320 0.382   

0.70 0.298 0.309 0.345   0.000 0.276 0.341   

0.80 0.233 0.242 0.273   0.000 0.248 0.310   

0.90 0.161 0.168 0.189   0.000 0.229 0.282   
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Table 4-10 Results of V-notched bar under bending: （A） 15γ = ° , （B） 30γ = ° ,（C） 45γ = ° ,（D） 60γ = °,(E) 90γ = °  
2 /t Dλ =  1 1

3
, , 0(1 ) /I IF Fλ λ λλ →−

 2 2

3
, , 0(1 ) /II IIF Fλ λ λλ →−

 4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−

 
 15γ = °  0β = °  15β = ° 30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000      

0.02 0.940 0.944 0.959 0.971 0.000 0.932 0.921 0.904 0.000 0.206 0.381 0.484

0.05 0.869 0.872 0.879 0.896 0.000 0.849 0.843 0.839 0.000 0.205 0.375 0.485

0.10 0.765 0.767 0.772 0.794 0.000 0.739 0.737 0.725 0.000 0.207 0.378 0.485

0.20 0.608 0.609 0.615 0.634 0.000 0.584 0.577 0.570 0.000 0.229 0.416 0.534

0.30 0.495 0.495 0.497 0.515 0.000 0.480 0.474 0.465 0.000 0.278 0.505 0.644

0.40 0.408 0.407 0.406 0.424 0.000 0.411 0.401 0.388 0.000 0.370 0.670 0.848

0.50 0.337 0.335 0.331 0.348 0.000 0.358 0.347 0.329 0.000 0.539 0.982 1.236

0.60 0.276 0.274 0.267 0.282 0.000 0.293 0.304 0.282 0.000 0.895 1.645 2.062

0.70 0.222 0.219 0.208 0.215 0.000 0.254 0.272 0.248 0.000 1.833 3.400 4.270

0.80 0.170 0.166 0.148 0.140 0.000 0.226 0.252 0.226 0.000 5.478 10.27 13.11

0.90 0.113 0.106 0.085 0.045 0.000 0.231 0.222 0.217 0.000 44.77 79.38 100.7

 30γ = °  0β = °  15β = ° 30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000       

0.02 0.938 0.945 0.954 0.964 0.000 0.932 0.927 0.925 0.000 0.264 0.479 0.609

0.05 0.869 0.873 0.874 0.890 0.000 0.854 0.855 0.845 0.000 0.254 0.461 0.583

0.10 0.762 0.768 0.769 0.787 0.000 0.742 0.742 0.733 0.000 0.247 0.454 0.573

0.20 0.608 0.611 0.614 0.632 0.000 0.579 0.577 0.573 0.000 0.264 0.486 0.615

0.30 0.495 0.497 0.500 0.520 0.000 0.462 0.465 0.466 0.000 0.313 0.574 0.731

0.40 0.407 0.410 0.412 0.431 0.000 0.378 0.386 0.391 0.000 0.393 0.743 0.958

0.50 0.336 0.339 0.339 0.357 0.000 0.304 0.327 0.334 0.000 0.538 1.076 1.399

0.60 0.276 0.279 0.277 0.289 0.000 0.241 0.282 0.291 0.000 0.827 1.798 2.361

0.70 0.222 0.225 0.219 0.219 0.000 0.181 0.249 0.262 0.000 1.518 3.734 4.996

0.80 0.170 0.174 0.159 0.139 0.000 0.117 0.231 0.248 0.000 3.770 11.72 15.82

0.90 0.113 0.120 0.087 0.035 0.000 0.020 0.242 0.257 0.000 12.33 100.4 130.5

（Continued on next page） 
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Table 4-10（Continued） 

2 /t Dλ =    1 1

3
, , 0(1 ) /I IF Fλ λ λλ →−

 
  2 2

3
, , 0(1 ) /II IIF Fλ λ λλ →−    4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

45γ = °  0β = °  15β = ° 30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °

0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000      

0.02 0.937 0.939 0.942 0.951 0.000 0.932 0.928 0.929 0.000 0.360 0.645 0.797

0.05 0.868 0.869 0.871 0.882 0.000 0.854 0.851 0.846 0.000 0.334 0.599 0.737

0.10 0.763 0.764 0.767 0.781 0.000 0.739 0.735 0.733 0.000 0.319 0.573 0.706

0.20 0.607 0.608 0.613 0.634 0.000 0.569 0.569 0.574 0.000 0.330 0.594 0.740

0.30 0.493 0.496 0.502 0.526 0.000 0.444 0.454 0.470 0.000 0.371 0.684 0.873

0.40 0.406 0.410 0.417 0.441 0.000 0.348 0.371 0.398 0.000 0.452 0.870 1.144

0.50 0.336 0.340 0.348 0.365 0.000 0.272 0.309 0.346 0.000 0.616 1.242 1.688

0.60 0.276 0.281 0.288 0.294 0.000 0.209 0.260 0.310 0.000 0.987 2.063 2.901

0.70 0.222 0.228 0.232 0.221 0.000 0.156 0.223 0.286 0.000 1.994 4.239 6.263

0.80 0.170 0.176 0.175 0.140 0.000 0.105 0.197 0.276 0.000 6.706 13.25 20.17

0.90 0.114 0.119 0.106 0.038 0.000 0.055 0.195 0.291 0.000 59.94 112.5 168.6

60γ = ° 0β = °  15β = ° 30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = ° 45β = °
0 1.000 1.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000 1.000      

0.02 0.937 0.935 0.938 0.946 0.000 0.933 0.933 0.932 0.000 0.538 0.949 1.124

0.05 0.867 0.868 0.870 0.880 0.000 0.854 0.850 0.848 0.000 0.480 0.842 1.002

0.10 0.762 0.762 0.766 0.784 0.000 0.735 0.733 0.736 0.000 0.444 0.783 0.933

0.20 0.605 0.608 0.616 0.648 0.000 0.560 0.562 0.581 0.000 0.439 0.782 0.959

0.30 0.492 0.496 0.508 0.546 0.000 0.435 0.447 0.482 0.000 0.484 0.878 1.126

0.40 0.405 0.410 0.427 0.464 0.000 0.342 0.360 0.413 0.000 0.594 1.100 1.472

0.50 0.335 0.341 0.361 0.390 0.000 0.278 0.296 0.362 0.000 0.864 1.559 2.172

0.60 0.276 0.281 0.302 0.320 0.000 0.237 0.245 0.325 0.000 1.470 2.546 3.718

0.70 0.222 0.226 0.249 0.251 0.000 0.215 0.200 0.298 0.000 3.402 5.069 7.896

0.80 0.171 0.173 0.196 0.178 0.000 0.214 0.157 0.277 0.000 13.10 14.37 24.41

0.90 0.115 0.112 0.131 0.098 0.000 0.269 0.131 0.258 0.000 137.7 88.20 178.8

（Continued on next page） 
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Table 4-10（Continued） 

2 /t Dλ =  
 (1 − λ)3 FI ,λ1 / FI ,λ1 λ→ 0

   (1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0
   

4 4

3
, , 0(1 ) /III IIIF Fλ λ λλ →−  

 
90γ = °  0β = °  15β = ° 30β = ° 45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °  45β = ° 0β = ° 15β = ° 30β = °   

0 1.000 1.000 1.000   0.000 1.000 1.000        

0.02 0.940 0.940 0.938   0.000 0.932 0.930   0.000 2.399 3.996   

0.05 0.866 0.867 0.869   0.000 0.843 0.844   0.000 1.918 3.202   

0.10 0.759 0.761 0.771   0.000 0.720 0.725   0.000 1.629 2.733   

0.20 0.601 0.607 0.634   0.000 0.540 0.560   0.000 1.476 2.543   

0.30 0.490 0.498 0.534   0.000 0.427 0.458   0.000 1.580 2.825   

0.40 0.405 0.414 0.452   0.000 0.367 0.397   0.000 2.004 3.625   

0.50 0.338 0.346 0.383   0.000 0.342 0.360   0.000 3.067 5.391   

0.60 0.281 0.286 0.321   0.000 0.341 0.335   0.000 5.735 9.378   

0.70 0.230 0.233 0.264   0.000 0.350 0.312   0.000 13.48 20.03   

0.80 0.179 0.181 0.210   0.000 0.355 0.285   0.000 44.82 59.96   

0.90 0.124 0.126 0.146   0.000 0.312 0.260   0.000 307.6 401.4   
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4.6 結 言 

 60°V 切欠きの曲率半径がゼロの鋭い切欠きでは，応力集中は無限大になるので解

析が困難となる．このことが，任意の寸法 ρ， t  に対して適用可能な応力集中係数の

計算式を提案するため問題となる． 

 本章では，体積力法の特異積分方程式を利用して鋭い V 形切欠きを有する丸棒引張

り，曲げ，ねじりの特異応力場の強さKI , λ1
, KII , λ2

, KIII , λ4
を開き角γ，傾き角β，切欠

き深さλを変化させ解析した．その結果，以下のような結論が得られた． 

（１）体積力法の特異積分方程式の数値解析として，境界をいくつかの基本区間に分

割し，それぞれの基本区間で体積力密度（未知関数）を基本密度関数と級数の積で近

似する離散化手法を検討した．その結果，解析した範囲で，有効数字 3-5 桁程度収束

した結果が得られ，解法の有効性が確認された． 

（ ２ ） Table 4-8-10 よ り ， 無 次 元 化 し た (1 − λ)3 FIII,λ 4 / FIII,λ 4 λ → 0
，

(1 − λ)2 FI ,λ 1 / FI ,λ 1 λ →0
， (1 − λ)3 FII,λ 2 / FII, λ2 λ→ 0

の値は切欠きの開き角γと傾き角βが

変化しても切欠き深さλが同一であれば変化は小さい．その結果，これらの無次元化

した値より全形状の応力拡大係数を推定可能である． 

（３）円周き裂を有する丸棒曲げの Benthem・Koiter の近似式の誤差は 3％以下であ

る．本論文に提案した近似式は，誤差 0.3％程度以内で評価できる． 

（４）切欠き半径 ρの 60°V 形切欠きを有する丸棒は，しばしば疲労試験片として用

いられている．引張りにおける 2ρ / D = 0.03, 0.05の時の Kt / Kt λ =2t /D→0 の値と鋭い

場合の結果は，λ = 2t / D ≤ 0.7の範囲で誤差１％以内で一致している．その結果，切

欠き半径が小さい場合の結果から正確な応力拡大係数を推定可能である． 
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第 5 章 切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

  

5.1 丸棒引張り，曲げ，ねじりの応力集中係数の性質について 

 本章では，２，３章において作製した切欠きが浅い場合や深い場合の近似式および

体積力法の解析結果を基に丸棒引張，曲げ，ねじり問題において物理的考察を行い，

Fig.5-1 に示すような切欠き半径ρが極端に大きい円弧形切欠き，及び切欠き半径ρ

が極端に小さい 60°V 形切欠きを含めた，切欠き形状の全範囲に対して正確な応力集

中係数を与える高精度の計算式を提案する．そこで，前章までに述べた以下の点を利

用する． 

 鋭い切欠きまたは浅い切欠きの応力集中係数  切欠きが鋭いかまたは切欠き半径

ρが小さい 60°V 形切欠きに対する応力集中係数Ktは，同一形状比 t / ρの V 形切欠き

を有する半無限板の応力集中係数Ktsより精度良く求めることができる[1]．鋭い切欠

きについては，４章で述べている． 

 鈍い切欠きまたは深い切欠きの応力集中係数  切欠き半径 ρが大きく深い切欠き

に対する応力集中係数Ktは，深い双曲線切欠きの解Ktdより精度良く求めることがで

きる． 

 以上の議論から，切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与えるための適用範

囲を丸棒引張り，曲げ，ねじりについて Fig. 5-2,3,4 に示す．これらの図より，浅い 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-1 Round specimens with a V-shaped notch 
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Fig. 5-2 Classification of notch shape when round bar under tension 

Region 1:Sharp or Shallow notch
Region 2:Deep notch
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Region 3:Blunt notch
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Fig. 5-3 Classification of notch shape when round bar under bending 

Region 1:Sharp and Shallow notch
Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
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Region 6:Shallow notch
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Fig. 5-4 Classification of notch shape when round bar under torsion 

Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
Region 5:Ordinary notch
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Region 1:Sharp and Shallow notch

Region 7:Blunt and Shallow notch  

切欠きの解Ktsの適用範囲は，引張り，曲げ，ねじりの順に大きくなっており，深い切

欠きの解Ktdの適用範囲は，逆に引張り，曲げ，ねじりの順に小さくなっていることが

わかる．また，その時必要となる線図と近似式を各々の問題についてまとめて以下に

示す． 

 

5.2 丸棒引張りの切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

 

 5・2・1 半無限板の 60°V 形切欠きまたは円弧形状切欠きのKts[2]（Fig. 5-1 で

ρ， tが有限で d, D→∞ のときKt→Kts） 

Kts / KtE =1.000 − 0.127ξ + 0.2908ξ 2 − 0.1420ξ 3
            ・・・・・・・（5-1.a） 

Kts / KtE =1.148 − 0.160η −0.0345η2 + 0.0693η3
            ・・・・・・・（5-1.b） 

ξ = t ρ，η = ρ t，KtE =1 + 2 t / ρ                   ・・・・・・・（5-1.c） 

 

Fig. 5-5 （a）に，式（5-1）のKts / KtEの値を図示する． 

 

 



 82

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-5 （a） and （b） Kts KtE  vs.ρ / t  or t / ρ 

 

5・2・2 鋭い切欠きまたは浅い切欠きのKt（Fig. 5-2 の領域１： ρ / a≦0.1 かつ

2t / D≦0.8 またはa / ρ≧0.01 かつ2t / D≦0.02） 
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                                                       ・・・・・・・（5-2） 

Fig. 5-6 に，式（5-2）のKt /Ktsの値を図示する． 

5・2・3 鈍く浅い切欠きのKt（Fig. 5-2 の領域 6：a / ρ≦0.01 かつ2t / D≦0.02） 

Kt ≅ 1.003                                           ・・・・・・・（5-3） 

5・2・4 深い 60°V 形切欠きのKtd （Fig. 5-1 で a, ρが有限で t→∞ のときKt→

Ktd） 

2 3/ 1.0011 0.025485 0.015727 0.006131td tHK K χ χ χ= − + +   ・・・・・・・（5-4.a） 

 

 ・・・・・・・・（5-4.b） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-6 Kt / Kts  vs. 2t / D  

KtH = 1 / N( ) a / ρ( ) a / ρ +1 + 0.5 +ν( ) a / ρ( ){
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                                                   ・・・・・・・・（5-4.c） 

Fig. 5-7 は，式（5-4）のKtd / KtHの値を線図にしたものである． 

5・2・5 鋭く深い切欠きのKt（Fig. 5-2 の領域 2： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≧0.8） 

Kt /Ktd ≅ 1.002                                        ・・・・・・・・（5-5）                  

5・2・6 深い切欠きのKt  （Fig. 5-2 の領域 3：2t / D≧0.3 かつa / ρ≦10（0≦x≦

1.9）） 

2 3

2 3

2 3 2

2 3 3

/ 1.0003 0.004428 0.0091157 0.0045697

(0.11519 0.46435 0.63297 0.28290 )
(0.010653 0.34748 0.85221 0.49036 )
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                                                  ・・・・・・・・・・（5-6） 

Fig. 5-8 は，式（5-6）のKt / Ktdの値を線図にしたものである． 

 

 

Fig. 5-7 Ktd / KtH  vs. a / ρ  or ρ / a  
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Fig. 5-8 Kt / Ktd  vs. a / ρ  or ρ / a  

 

5・2・7 鈍い切欠きのKt（ Fig. 5-2 の領域 4：a / ρ≦0.5（0≦x≦0.5）かつ 0.02

≦2t / D≦0.3） 
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Fig. 5-9 は，式（5-7）のKt / Ktdの値を線図にしたものである． 
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Fig. 5-9 Kt / Ktd  vs. a / ρ  

 

5・2・8 その他の切欠き Kt  （Fig. 5-2 の領域 5：0.1≦ ρ / a≦2.0 かつ 0.02≦

2t / D≦0.3） 

                                                   ・・・・・・・・・（5-8.a） 

Kt / Kts a/ ρ =1.0 =1.0046 −1.7334λ +1.1221λ2 + 4.9028λ3

−17.228λ4 +20.570λ5 −8.6378λ6
 

                                                 ・・・・・・・・・・（5-8.b） 

Fig. 5-10 は，式（5-8.a）の(Kt / Kts ) / (Kt / Kts a/ ρ=1.0 )の値を線図にしたものである． 

 

Kt / Kts = {(0.99750 − 0.009307(ρ / a) + 0.0082361(ρ / a) 2

− 0.0021749 (ρ / a )3)
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Fig. 5-10 (Kt / Kts ) / ([Kt / Kts ]ρ/ a=1.0 ) vs. 2t / D   

 

 以上の式および線図を利用することにより全範囲の応力集中係数Ktが求まる． 

 

5.3 丸棒曲げの切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

 5・3・1 半無限板の 60°V 形切欠きまたは円弧形状切欠きのKts[2]（Fig. 5-１で

ρ， tが有限で d, D→∞ のときKt→Kts） 

Kts / KtE =1.000 − 0.127ξ + 0.2908ξ 2 − 0.1420ξ 3
           ・・・・・・・（5-9.a） 

Kts / KtE =1.148 − 0.160η −0.0345η2 + 0.0693η3
           ・・・・・・・（5-9.b） 

ξ = t ρ，η = ρ t，KtE =1 + 2 t / ρ                   ・・・・・・・（5-9.c） 

 5・3・2 鋭い切欠きのKt（Fig. 5-3 の領域１： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≦0.4） 

Kt / Kts =1.0000 −3.4188λ +14.016λ2 − 69.430λ3

+284.03λ4 − 780.07λ5 +1342.0λ6 −1382.7λ7

+779.25λ8 −184.65λ9

           ・・・・・・・（5-10） 

Fig. 5-11 に，式（5-10）のKt / Ktsの値を図示する． 
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Fig. 5-11 Kt / Kts  vs. 2t / D  

 

 5・3・3 深い 60°V 形切欠きのKtd（Fig. 5-1 で a，ρ が有限で t→∞のときKt

→Ktd）     

Ktd KtH = 0.99744 + 0.014732x − 0.024870x 2

+ 0.014924x3
           ・・・・・・・・（5-11.a） 

{3(a / ρ) − (1− 2ν ) a / ρ +1 + 4 + v}                    ・・・・・・・・（5-11.b） 

 

N = 3 a ρ +1( )+ 1 + 4ν( ) a ρ +1

+ 1 +ν( ) a ρ +1 +1( )                           ・・・・・・（5-11.c） 

Fig. 5-12 は，式（5-11）のKtd / KtHの値を線図にしたものである． 

 

 

 

 

 

 

eqn (5-10) 

(0≦ρ/a≦0.1) 

 eqn (5-16.b) 

(ρ/a=0.6) 
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 Fig. 5-12 Ktd / KtH  vs. a / ρ  or ρ / a  

 

 5・3・4 鋭く深い切欠きのKt（Fig. 5-3 の領域２：2t / D≦0.1 かつa / ρ≧0.4） 

0≦x≦0.997                                            ・・・・・・・（5-12） 

 5・3・5 深い切欠きのKt［Fig. 5-3 の領域３：2t / D≧0.2 かつa / ρ≦10（0≦x

≦1.9）］ 

Kt / Ktd = 0.99583 + 0.00027062λ + 0.012355λ2 + 0.13037λ3

−0.30457λ4 + 0.16578λ5

+ 0.24827 − 2.6149λ +12.449λ2 − 27.871λ3(
+28.293λ4 −10.502λ5)x
+ −0.69237 + 7.7422λ − 37.365λ2 +81.715λ3(
−80.203λ4 + 28.797λ5)x 2

+ 0.59961 − 6.4408λ + 30.561λ2 − 65.732λ3(
+63.410λ4 −22.393λ5)x3

+ −0.18234 +1.8160λ − 8.1768λ2 +17.016λ3(
−16.033λ4 + 5.5587λ5 )

  ・・・・・・（5-13） 

 

Fig. 5-13 は，式（5-13）のKt / Ktdの値を線図にしたものである． 

  

―Eqn (5-11.a) 

○BFM 
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Fig. 5-13 Kt / Ktd  vs. a / ρ  or ρ / a  

 

 5・3・6 鈍く浅い切欠きのKt（Fig.5-3 の領域 7：a / ρ≦0.02 かつ2t / D≦0.02） 

Kt ≅ 1.002                                          ・・・・・・・（5-13） 

 5・3・7 浅い切欠きのKt［Fig. 5-3 の領域６：0.02≦a / ρ≦0.8（0≦x≦0.8）か

つ2t / D≦0.02］ 
Kt / Kts =1.0000

− 0.96873 + 32.614x − 233.80x2(
+811.76x3 −1423.4x 4 +1222.9x5

−410.16x6 )λ

                         ・・・・・・・（5-14） 

 5・3・8 鈍い切欠きのKt［Fig. 5-3 の領域４：a / ρ≦0.8（0≦x≦0.8）かつ 0.02

≦2t / D≦0.2］ 

Kt / Ktd =1.0000 − 0.014793λ + 0.070689λ2

+ 0.095073 −1.1067λ + 2.9132λ2( )x
+ −0.42518 + 6.8626λ − 22.079λ2( )x 2

+(0.26412 − 4.8073λ +15.994λ2 )x3

  

                                                 ・・・・・・・・・・（5-15） 

Fig. 5-14 に，式（5-15）のKt / Ktdの値を図示する． 
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Fig. 5-14 Kt Ktd  vs. a / ρ  

 

 5・3・9 その他の切欠きのKt［Fig. 5-3 の領域５：0.1≦ρ / a≦1.2 かつ2t / D≦

0.2］ 

2

3 4

2

3 4

2

3 4

/

1.0002 0.0026876( / ) 0.0070447( / )
0.0061187( / ) 0.0017046( / )
(0.18110 0.75835( / ) 4.7083( / )
6.3820( / ) 2.5438( / ) )
( 5.0005 8.5836( / ) 76.517( / )
105.46( / ) 42.876( / ) )

t tsK K

a a
a a

a a
a a

a a
a a

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ λ

ρ ρ

ρ ρ

=

− +

− +

+ + −

+ +

+ − − +

− + 2

2

3 4 3

/ 0.6

(15.016 26.229( / ) 237.78( / )
333.28( / ) 136.89( / ) )

([ / ] )t ts a

a a
a a

K K ρ

λ

ρ ρ

ρ ρ λ

=

+ + −

+ −

 

                                                        ・・・・・・（5-16.a） 

[Kt / Kts ]ρ/ a=0.6 = 0.99826 −3.3823λ +14.184λ2

−51.123λ3 +118.36λ4 −160.19λ5

+114.63λ6 − 33.480λ7

 

                                                ・・・・・・・・・・（5-16.b） 
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Fig. 5-15 に，式（5-16.a）の Kt Kts( ) Kt Kts[ ]ρ a=0.6( )の値を図示する． 
 以上の式および線図を利用することにより全範囲の応力集中係数Ktが求まる．Fig. 

5-16 は，Ktの値を線図にしたものである．これは，著者らが以前に作製した線図と比

べて利用範囲が広い． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-15 Kt Kts( ) Kt Kts[ ]a ρ=0.6( )vs. 2t / D   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-16 Kt vs. ρ / d  
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○

5.4 丸棒ねじりの切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

 5・4・1 半無限板のV形切欠きまたは円権形状切欠きのKts（Fig.5-1で ρ， t  が有

限で，のとき） 

（1）0 ≤ ξ ≤1.0 
Kts KtE =1.000 −0.089464ξ + 0.13872ξ 2 − 0.050088ξ 3

        ・・・・・（5-17.a） 

（2）0 ≤η ≤ 0.05 
Kts KtE = 0.70516 −0.77340η + 200.235η2 −2106.840η3

      ・・・・・（5-17.b） 

（3）0.05＜η＜1.0  
Kts KtE = 0.81595 + 2.0675η − 7.2824η2 +12.045η3

−9.6241η4 + 2.9783η5
          ・・・・・（5-17.c） 

ξ = t ρ , η = ρ t , KtE =1+ t ρ                         ・・・・・（5-17.d） 
Fig. 5-17 に，式（5-17）のKts KtEの値を図示する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-17 Kts KtE vs. t / ρ  and ρ / t  

 

- Eqn(5-17.a) 

○ BFM 

- Eqn(5-17.b,c) 

○BFM 
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ρ

 5・4・2 鋭い切欠きのKt（Fig. 5-4 の領域 1： ρ / a≦0.05かつ2t / D≦0.4） 
Kt Kts = 1.0002 + 0.065000(ρ a) − 0.46000(ρ a)2

+{−2.3204 + 41.027(ρ a) − 272.908(ρ a)2}λ

+{4.9383 −1051.719(ρ a) + 7281.060(ρ a)2}λ2

+{−14.354 + 9977.270(ρ a) − 69683.800(ρ a)2}λ3

+{57.094 − 47562.010(ρ a) + 334477.80(ρ a)2}λ4

+{−189.604 +128887.31(ρ a) − 911641.40(ρ a)2}λ5

+{398.124 − 207815.03(ρ a) +1476793.4(ρ a)2}λ6

+{−487.188 +197560.60(ρ a) −1409226.4(ρ a)2}λ7

+{317.414 −102277.81(ρ a) + 731834.20(ρ a)2}λ8

+{−85.103 + 22240.230(ρ a) −159561.00(ρ a)2}λ9
 

・                    ・・・・（5-18） 

Fig. 5-18 に，式（5-18）の値を図示する． 

 5・4・3 深い V形切欠きの（Fig.5-1 でa， ρが有限で t → ∞のとき） 

Ktd KtH =1.0004 −0.0054166x + 0.031712x2

−0.034608 x3 +0.013315x4
                 ・・・・（5-19） 

Fig. 5-19 は，式（5-19）のKtd KtHの値を図示したものである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. 5-18 Kt Kts  vs. 2t / D  

 

- Eqn (5-2) 
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Fig. 5-19 Ktd / KtH  vs. a / ρ  or ρ / a  

 

 5・4・4 鋭く深い切欠きのKt（Fig. 5-4の領域2： ρ / a≦かつ2t / D≧0.9） 
Kt Ktd ≅ 0.997                                            ・・・・・（5-20） 
 5・4・5 深い切欠きのKt［Fig. 5-4の領域3：2t / D≧0.2かつa / ρ≦20（0≦ x≦

1.95）］ 

Kt Ktd = (1.2732 −5.2256λ + 41.037λ2 −173.861λ3 + 436.177λ4

−666.588λ5 + 609.405λ6 −306.425λ7 + 65.207λ8 )
+ ( − 3.9187 + 74.205λ − 573.456λ2 + 2380.186λ3 − 5824.853λ4

 

+8649.916λ5 − 7658.407λ6 + 3718.693λ7 − 762.3645λ8 )x

+ (11.100 −210.828λ +1633.779λ2 − 6808.307λ3 +16762.089λ4

−25112.854λ5 + 22504.266λ6 −11095.586λ7 + 2316.340λ8 )x 2

+ (−10.339 +196.614λ −1527.889λ2 + 6393.566λ3 −15824.185λ4

+23855.548λ5 − 21525.758λ6 +10690.755λ7 − 2248.312λ8 )x 3

+ ( 2.9974 − 57.230λ + 445.993λ2 −1871.177λ3 + 4643.677λ4

−7020.090λ5 + 6351.932λ6 −3462.667λ7 + 666.564λ8)x4
 

・                    ・・・・（5-21） 

 5・4・6 鈍く浅い切欠きのKt（Fig. 5-4の領域7：a / ρ≦0.01かつ2t / D≦0.02） 
Kt ≅ 1.001                                               ・・・・・（5-22） 

-  eqn (5-19) 

○ BFM 
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 5・4・7 浅い切欠きのKt［Fig. 5-4の領域6：0.01≦a / ρ≦20（0.01≦ x≦1.95）

かつ2t / D≦0.02］ 
Kt Kts =1.000 − (1.0552 +1.8464 x +1.9736x 2

− 8.2590x3 + 6.1096x 4 −1.3570x5)                  ・・・・（5-23） 

 5・4・8 鈍い切欠きのKt［Fig. 5-4 の領域 4：a / ρ≦2.0（0≦ x≦1.5）かつ 0.02

≦2t / D≦0.2］ 
Kt Ktd = (1.0016 −0.070219λ + 0.77019λ2 − 2.3148λ3 )

+ ( − 0.040827 + 2.2659λ − 26.359λ2 +80.467λ3 )x

+ ( − 0.14433 −1.7471λ + 46.228λ2 −169.806λ3 )x2

+ ( 0.22594 + 0.033869λ − 36.720λ2 +153.290λ3)x3

+ ( − 0.098744 + 0.48288λ +8.4604λ2 − 41.490λ3 )x4
 

・                    ・・・・（5-24） 

 5・4・9 その他の切欠きのKt［Fig. 5-4 の領域 5：0.05≦ ρ / a≦0.5（1.5≦ ρ / a

≦1.95）かつ 0.02≦ x≦0.2］ 
Kt Kts = {(1.0005 + 0.0051162(ρ a) − 0.11705(ρ a)2

+0.60862(ρ a)3 −1.2770(ρ a)4 + 0.95132(ρ a)5)

+ (0.046366 − 2.8738(ρ a) + 41.066(ρ a)2

−206.252(ρ a)3 + 423.882(ρ a)4 −309.132(ρ a)5)λ  
+ (−5.7618 +64.791(ρ a) − 516.761(ρ a)2

+2384.219(ρ a)3 − 4832.939(ρ a)4 + 3527.542(ρ a)5 )λ2

+ (21.719 − 235.937(ρ a) +1785.138(ρ a)2

−7871.300(ρ a)3 +15633.377(ρ a)4 −11306.862(ρ a)5 )λ3}
([Kt Kts ]ρ a=0.2 )

 

                                                          ・・・・（5-25.a） 

[Kt Kts]ρ a= 0.2 = 1.0019 − 0.96607λ − 23.944λ2 + 254.767λ3

−1220.738λ4 + 3272.556λ5 − 5196.867λ6

+ 4851.327λ7 − 2457.932λ8 + 520.795λ9
 

                                                          ・・・・（5-25.b） 

 以上の式および線図を利用することにより全範囲の応力集中係数が求まる． 

 

5.5 修正 Neuber 三角則との比による切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与え

る計算式 
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 以上を示した式で切欠きの寸法の全範囲に対して応力集中係数が与えられた．但し，

それらの式はそれぞれの切欠き寸法の範囲のみで有効であり，やや不便である．そこ

で，上述の式から得られる値をさきに提案した修正 Neuber の三角則KtNとの比で整理

する．そして最小二乗法を適用することによって寸法の全範囲に対して誤差１％以内

を目標とする簡便な近似式を以下のように得た．それらの式を丸棒引張り・曲げ・ね

じりの順に以下に示す． 

 

(1) 引張り 

KtN = (Kts − 1)(Ktd − 1) / (Kts − 1)2.8 + (Ktd − 1)2.8( )1/2.8{ }+ 1 

 

                                                  ・・・・（5-26） 

（2）曲げ 

K tN = K ts − 1( ) K td − 1( ) K ts − 1( )2.8
+ K td −1( )2 .8{ }

1 2.8⎡ 
⎣ 

⎤ 
⎦ + 1

 

(1) 0 ≤ x ≤ 1.0  

Kt KtN = 1.0007 − 0.0061187x + 0.00019231x2( )
+ 0.032136 + 0.99308x −1.3017x2( )λ
+ −1.2472 − 7.8148x +17.571x2( )λ2

+ 10.760 + 21.099x − 96.522x2( )λ3

+ −42.163 − 9.0602x + 283.69x 2( )λ4

+ 88.539 − 63.407x − 482.22x2( )λ5

+ −103.01 +133.10x + 474.10x 2( )λ6

+ 62.562 −105.45x − 250.04x2( )λ7

+ −15.472 + 30.559x + 54.712x2( )λ8

      ・・・・（5-27.a） 

Kt / KtN = (1.0001+ 0.0036x − 0.0065x2 + 0.0021x3)

+(0.0116 +1.404x −1.285x2 + 0.1799x3 )λ

+(−0.1311 − 8.165x + 9.687x2 − 2.124x3)λ2

+(0.4240 +16.94x − 22.77x2 + 5.618x3 )λ3

+(−0.5156 −15.07x + 21.71x2 − 5.571x3 )λ4

+(0.2112 + 4.890x − 7.332x2 +1.896x3 )λ5
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(2)1.0 ≤ x ≤ 1.9  

A = x −1.0

Kt KtN = 0.99533 − 0.0035974A + 0.0051222A2( )
+ −0.32401 −1.2760A − 0.83101A2( )λ
+ 9.9470 + 22.740A + 4.1519A2( )λ2

+ −78.130 −145.14A − 0.32590A2( )λ3

+ 288.43 + 463.53A − 36.046A2( )λ4

+ −578.45 − 825.96A + 91.919A2( )λ5

+ 647.76 + 836.06A −100.76 A2( )λ6

+ −380.88 − 450.51A + 52.837A2( )λ7

+ 91.652 +100.57A −10.954A2( )λ8

              ・・・・（5-27.b） 

(3)1.9 ≤ x ≤ 1.99  

B = 10 x −1.90( )
Kt KtN = 0.99540 − 0.0054492B + 0.0060139B2( )

+ −1.9557 + 0.65302B − 0.34860B2( )λ
+ 29.326 −10.901B + 3.2846B2( )λ2

+ −175.64 + 78.343B − 31.852B2( )λ3

+ 555.91 − 254.28B +107.53B2( )λ4

+ −1010.7 + 413.27B −143.87B2( )λ5

+ 1059.8 − 340.54B + 51.147B2( )λ6

+ −595.49 +127.03B + 41.581B2( )λ7

+ 138.76 −13.576B − 27.476B2( )λ8

              ・・・・（5-27.c） 

(4) 1.99 ≤ x ≤ 1.999  

     

C = 100 x −1.990( )
Kt KtN

= 0.99195 + 0.0014095C + 0.0010083C2 + 0.0014459C3( )
+ −1.0217 − 0.11317C + 0.40147C2 − 0.66757C3( )
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+ 8.8740 −1.0204C − 2.5041C2 + 3.2927C3( )
+ −31.384 + 6.0540C + 7.3248C2 − 7.8197C3( )λ3

+ 52.354 −11.900C −11.175C2 +10.153C3( )λ4

+ −41.343 +10.217C + 8.5027C2 − 6.8543C3( )λ5

+ 12.528 −3.2355C − 2.5540C2 +1.8930C3( )λ6

          ・・・・（5-27.d） 

(5)1.999 ≤ x ≤ 2.0  

 

 

（3）ねじり 

KtN = (Kts −1)(Ktd −1) / (Kts −1)2.6 + (Ktd −1)2.6( )1/ 2.6{ }+1
 

 

（１） 0 < x ≤ 1.95  
Kt / KtN = 0.99999 − 0.0026822x + 0.0053295x2 − 0.0016953x3

+ (0.0026579 − 0.32756x + 0.031522x2 − 0.081859x3 )λ

+ (−0.0076275 + 6.1229x − 4.8157x2 + 2.3235x3 )λ2

+ (−0.23987 − 30.899x + 30.141x2 − 12.484x 3)λ3

+ (1.0501 + 63.622x − 66.952x2 + 26.072x3)λ4

+ (−1.4274 − 57.780x + 63.046x2 − 23.742x3 )λ5

+ (0.62212 +19.268x − 21.460x2 + 7.9153x3 )λ6
 

・・・・（5-28.a） 

 

（2） 1.95 < x ≤ 1.99  
Kt / KtN = 1.0025 − 0.0093115A − 0.0058186A2 + 0.025526A3

+ (−1.1232 + 0.77408A + 0.76457A2 −1.5432A3)λ

+ (10.849 − 5.3371A − 6.5696 A2 +12.729A3) λ2

+ (−38.451 + 23.186A + 9.7978A2 − 98.794A3)λ3

+ (63.849 − 53.490A + 9.3650 A2 + 285.633A3)λ4

+ (−50.412 + 56.678A − 27.335A2 − 328.903A3 )λ5

+ (15.286 − 21.788A +13.972A2 +130.778A3)λ6
 

・・・・（5-28.b） 
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Kt / KtN = 0.99192 + 0.00011120B + 0.0033482B2 + 0.0013571B3

+ (−0.18992 + 0.41943B − 0.32590B2 − 0.54245B3)λ

+ (1.5804 − 5.6709B +1.6900B2 + 5.3873B3) λ2

+ (−4.6494 + 21.058B − 4.1818B2 −19.802B3)λ3

+ (5.5040 − 28.913B + 4.0856B2 + 27.079B3 )λ4

+ (−2.2419 +13.113B − 1.2682B2 −12.130B3)λ5
 

 

A = 10 (x −1.95)                                           ・・・・（5-28.c） 
（3） 1.99 < x ≤ 2.0  
Kt / KtN = 0.99192 + 0.00011120B + 0.0033482B2 + 0.0013571B3

+ (−0.18992 + 0.41943B − 0.32590B2 − 0.54245B3)λ

+ (1.5804 − 5.6709B +1.6900B2 + 5.3873B3) λ2

+ (−4.6494 + 21.058B − 4.1818B2 −19.802B3)λ3

+ (5.5040 − 28.913B + 4.0856B2 + 27.079B3 )λ4

+ (−2.2419 +13.113B − 1.2682B2 −12.130B3)λ5
・・・（5-28.d） 

B = 100 (x − 1.99)                                          ・・・（5-28.e） 

 

ねじり問題では２章に示すように引張り[3]や曲げ[4]と異なり，切欠きが鋭い場合

ρ → 0（即ち x → 2）の近似はあまり良くない．このことと関連して式（5-28）に示
すように近似式を３つに分ける必要がある．Fig.5-20, 21, 22に，ねじりのKt KtN の

値を図示する．Fig.5-23は，丸棒ねじりのKtの値を線図にしたものである． 
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Fig.5-20 Kt KtN  vs. 2t / D  
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Fig.5-21 Kt KtN  vs. 2t / D  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.5-22 Kt KtN  vs. 2t / D  

-Eqn(5-28) 



 102

 

1

2

3

4

5

6

0 0.1 0.2 0.3

D/d=2.00
   =1.30
   =1.20
   =1.15

D/d=1.10
   =1.07
   =1.04
   =1.02
   =1.01

K
t
 

/dρ

D

60

ρ

2
a

t

/dρ
1

2

3

4

5

6

0 0.1 0.2 0.3

D/d=2.00
   =1.30
   =1.20
   =1.15

D/d=1.10
   =1.07
   =1.04
   =1.02
   =1.01

K
t
 

/dρ

D

60

ρ

2
a

t

D

60

ρ

2
a

t

/dρ /dρ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5-23 Kt vs ρ / d 

 

5.6 結  言 

 本章では，切欠きが浅い場合や深い場合の近似式および体積力法の解析結果を基に

丸棒引張り，曲げ，ねじり問題において物理的考察を行い，切欠き半径ρが極端に大

きい円弧形切欠き，及び切欠き半径ρが極端に小さい60°V形切欠きを含めた，切欠き

形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高精度の計算式を提案した．得ら

れた結論をまとめると以下のようになる． 

（１）Kt /KtsとKt / Ktdの引張り，曲げ，ねじりの応力集中係数の特徴を考慮して，

すべての切欠き形状に対して誤差１％程度で応力集中係数を与える近似式を提案した． 

（２）簡便な近似式を作製するため，提案した修正 Neuber の三角則KtNとの比に最小

二乗法を適用する方法を用いた．その結果，丸棒引張・曲げ・ねじりの各々の問題に

おいて，寸法の全範囲に対して誤差１％程度を与える簡便な近似式を得た． 

（3）切欠きを有する丸棒のねじり問題では，浅い切欠きの解による近似は極めて悪い

けれども深い切欠きの解による近似は引張問題と比べて良好である． 
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第 6 章 V 形切欠きを有する帯板問題の切欠き形状の全範囲に対し

て応力集中係数を与える計算式 

 

6.1 緒  言 

 Fig.6-１に示すような両縁に切欠きを有する帯板の問題は，円周切欠きを有する丸

棒の問題と同様に強度研究用試験片としてもしばしば用いられる．その応力集中評価

のため Neuber の提案した三角則[1]は，過去 70 年以上にわたってよく用いられてきた．

これは，Neuber 公式が簡便であるにもかかわらず切欠き形状の全範囲に対してある程

度の精度で応力集中係数を与えるたいへん便利なものであったためである．円周切欠

きを有する丸棒の問題と同様にこの問題に対しても Neuber 公式には無視できない程度

の誤差が存在するためさきに体積力法によって得られた高精度の解析結果を基に，

Neuber の三角則による近似式に修正係数をかけることによって精度の高い計算式を提

案した[2]．しかし，前章までに述べたように丸棒の問題に対して与えたような切欠き

半径ρが極端に大きい円弧切欠き［Fig.6-１（a）］や切欠き半径ρが極端に小さい鋭

い切欠き［Fig.6-１（c）］をも含めた，切欠き寸法のすべての範囲に対して応力集中

係数を与える計算式[3], [4]を与えてはいなかった．そこで，本章ではこの方法を応

用し，帯板の引張り，曲げの問題では切欠き寸法のすべての範囲に対して正確な応力

集中係数を求める計算式を提案する． 
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Fig. 6-1Flat specimens with circular-arc and V-shaped notches 
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 すなわち，本章では，丸棒引張，曲げ問題と同様に，帯板引張り，曲げ問題におい

て，切欠きが浅い場合や深い場合の厳密解ならびに体積力法によって得られた解析結

果[5]を基に物理的考察を行い，切欠き形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与

える高精度の計算式を提案することを目的とする．切欠きを有する帯板の問題では，

切欠きを有する丸棒の問題と異なり，段の高さが浅い場合の解や深い場合の解を利用

できる範囲が異なるので注意が必要である． 

 以下では，まず前章で提案した近似式[2]の結果を図示して考察する（Fig.6-2 の実

線）．なお一部については体積力法の追加計算を行った（Fig.6-2 の破線）．その際切

欠き深さのパラメータとしては主に 2t / Dを用い，切欠き半径のパラメータとしては
主にa / ρ（またはρ / a）を用いて整理する． 

 

6.2 浅い切欠きの応力集中係数 

 まず，切欠き半径ρが小さい Fig.6-1（c）のような 60°V 形切欠きに対する応力集

中係数Ktを考察する．このような鋭い切欠きの応力集中係数は，同一形状比 t / ρの V

形切欠きを有する半無限板の応力集中係数Ktsより求めることができる． 

Fig.6-2 は，応力集中係数Ktと 60°V 形切欠きを有する半無限板の応力集中係数の 
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(b)Flat bar under bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        (c)Round bar under tension 

                         Fig. 6-2 Kt / Kts  vs.  2t / D  

 

t

D

d=
2a

ρ60°
t

ρ

Ktst

D

d=
2a

ρ60°

tt

D

d=
2a

ρ60°
t

ρ

Kts

t

ρ

Kts

t

ρ

Kts

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2t/D

a/ =0.1(10)ρ

=1.0(1.0)

=0.6(1.67)
=0.4(2.5)

=0.8(1.25)

=0.2(5.0)

/a=0.8ρ

0.0

=0.2
=0.4

=0.6

→

a/ =0.02( /a=50)ρK
t
/K

ts ρ

Ref[2]

BFM

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

K /Kt ts

2t/D

a/ =0.01ρ

=0.2
=0.4
 =0.6
 =0.8
 =1.0

/a=0.8

=0.6

=0.4
=0.2
0.0

ρ

BFM

Ref[2]
→

a/ =0.1ρ

t

ρ

Kts

D

6
0 ρ

t2a

6
0

t

ρ

Kts

6
0
6
0

t

ρ

Kts

D

6
0 ρ

t2a

6
0

t

ρ

Kts

6
0
6
0



 107

解 Ktsとの比を切欠き形状の広い範囲 (0 < ρ / a ≤ 10)について示したものである

［Fig.6-2（a）］．ここで，参考のため丸棒引張りの場合も示した［Fig.6-2（c）］．な

お，Fig.6-2（a）で ρ / a → 0の線は， ρ / aが小さい場合，たとえば ρ / aが 0.01 と 

0.02 でKt / Ktsが 3桁程度以上一致することを確認して求めている． 

 Fig.6-2 より帯板引張りの場合［Fig.6-2（a）］のKt / Ktsの値は，丸棒引張りの場

合［Fig.6-2（c）］よりもかなり揃っていることがわかる．従って，Ktsを用いる計算

式の適用範囲が，引張りの場合よりも広範囲になる．結局，Fig.6-2（a）に示すよう

なKt / Ktsの値の検討から，以下のことがわかる． 

（１）帯板引張りの場合［Fig.6-2（a）］, ρ / a≧0.6, 2t / D≦0.9 の範囲で, 帯板

の面内曲げの場合[６],ρ/ａ≦0.1, 2t/D≦0.6 の範囲で,Kt / Ktsの値,ほとんど

2t / Dのみによって決まる．従ってKtsとこの関係を用いれば，鋭く浅い切欠きのKt

を求めることができる． 

（２）Kt Ktsの存在範囲は引張りの場合が曲げの場合より狭い範囲に存在する．また，

切欠きを有する丸棒と帯板を比べると切欠きを有する帯板の方が狭い範囲に存在し，

tsK による近似が有効である． 

（3）切欠きを有する帯板の引張りおよび曲げの両者とも浅い切欠き（引張り：2t / D
≦0.05，曲げ： 2t / D≦0.02）では，ρが極端に大きい場合（ a / ρ≦0.01）を除き

Kt / Ktsの値はほぼ2t / Dによって決まる狭い範囲に分布する． 

（4）切欠きを有する帯板の引張りおよび曲げの両者とも浅い切欠きで，ρが極端に大

きい場合（引張り：2t / D≦0.05 かつa / ρ≦0.01，曲げ：2t/D≦0.02 かつａ/ρ≦

0.02）では，次節で鈍い切欠きの応力集中係数を考察した結果，引張りで Kt =

（1.000-1.005），曲げでKt =（1.000-1.008）と見積ることができる．よってこの場

合，引張りのKt =1.002，曲げのKt =1.004 として十分精度よく評価できる． 

 

6.3 鈍い切欠きまたは深い切欠きの応力集中係数 

 ここでは，切欠き半径ρが大きいかまたは深い切欠きに対する応力集中係数を考察

する．このような切欠きに対して切欠きの深い場合に相当する回転双曲面切欠きの解

が，有限深さの切欠き問題に対して広い範囲で有効（すなわちKt / KtH ≅ 1）であるこ

とは，丸棒引張り，曲げについての前論文[3]，[4]より明らかである．そこで本論文

では，帯板引張，曲げ問題についても同様に，切欠きが深い場合の応力集中係数をさ

らに精度良く求めることを試みる． 

 Table 6-1(a)は，帯板引張問題における切欠きが深い場合すなわち 2t / D =0.7，0.8，
0.9 での応力集中係数Ktと深い双曲面切欠きの解KtH を比較したものである．Table 
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6-1 において 2t / D =0.7→0.9 と切欠きが深くなるに従い応力集中係数Ktと深い双曲

面切欠きの解KtH との比は一定になる． 2t / D→1.0 のとき Kt / KtH →1.0 ではなく

Kt / KtH→（0.989-1.061）となるのは，切欠き形状が 60°V 形であるか，双曲面であ

るかの違いによるものと考えられる．そこで，まず Table6-1 (a)の収束性を利用して

2t / D→1.0 の極限値Ktdを求めて Table6-1 (a)に示す．Table6-1 (a)で ρ / aが小さ

く切欠きが深い場合には極値計算が困難であるが，この場合にも異なるKt / KtH の値

の結果から 2t / D→1.0 の収束性を確認して極限値を正確に求めた．そして，深い
60°V 形切欠きの解Ktdを Table6-1 (a)の結果より最小二乗法を適用してパラメータ x

の関数として求めた．Table6-1 (a)の Ktdの値で a / ρ→∞の値は外挿値であるが，

a / ρ =3.333 とa / ρ =5 の外挿値とa / ρ =5 とa / ρ =10 の外挿値が３桁程度一致すること

から十分正確な値であると考えられる．帯板曲げ問題においても同様の方法を用いて

Table 6-1(b)の数値より深い 60°V 形切欠きの解Ktdを求めた．Fig.6-3 は，切欠きが

深い場合の応力集中係数Kt［Fig.6-3（a）］がKtd［Fig.6-3（b）］の値で近似できる

ことを示している． 

深い 60°V 形切欠きの Ktd 

①帯板引張り［Fig.6-3（b）］（Fig.6-1 で a，ρが有限で t→∞のとき Kt→ Ktd）  

Ktd KtH = 1.0015 − 0.054409x + 0.092227x2 − 0.071641x3 + 0.047665x4 − 0.012184x5

                                              ・・・・・・・・（6-１.a） 

KtH =
2(a / ρ + 1) a / ρ

(a / ρ + 1) tan−1 a / ρ + a / ρ
                 ・・・・・・・・（6-１.b） 

Table6-1   Kt / KtH  when  2t / D →1.0  

(a) Flat bar with notch under tension 

   x  c a/ρ   ρ/a 2t/D＝0.7 2t/D=0.8 2t/D=0.9 2t/D→1.0

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

∞
10.00 
5.000 
3.333 
2.500 
2.000 
1.667 
1.429 
1.250 
1.111 
1.000 

 
0.999 
0.996 
0.996 
0.999 
1.003 
1.008 
1.012 
1.018 
1.023 
1.027

 
0.999 
0.995 
0.992 
0.994 
0.995 
0.999 
1.003 
1.008 
1.012 
1.016

 
0.999 
0.995 
0.992 
0.992 
0.991 
0.993 
0.995 
1.000 
1.003 
1.007

 
0.999 
0.995 
0.992 
0.990 
0.989 
0.991 
0.994 
0.997 
1.000 
1.004

1.000 
1.100 
1.200 
1.300 
1.400 
1.500 
1.600
1.700 
1.800 
1.900 
2.000

1.000 
1.111 
1.250 
1.429 
1.667 
2.000 
2.500 
3.333 
5.000 
10.00 
　∞ 

1.000 
0.900 
0.800 
0.700 
0.600 
0.500 
0.400 
0.300 
0.200 
0.100 
0.000 

1.027 
1.031 
1.036 
1.041 
1.046 
1.052 
1.057 
1.061 
1.061 
1.054 
 

1.016 
1.021 
1.026 
1.031 
1.037 
1.044 
1.050 
1.056 
1.059 
1.058 
 

1.007 
1.011 
1.016 
1.021 
1.027 
1.035 
1.042 
1.050 
1.056 
 
 

1.004 
1.009 
1.014 
1.018 
1.026 
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(b) Flat bar with notch under bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   Fig. 6-3 Kt  and Ktd  with V-shaped notches  

 

②帯板曲げ（Fig.6-1 で a，ρが有限で t→∞のとき Kt→ Ktd） 

 Ktd KtH = 0.99907 − 0.020546x + 0.062738x2 − 0.052069x3 +0.015923x 4
 

                       ・・・・・（6-2.a） 

 KtH =
4a / ρ × a / ρ

3{ a / ρ + (a / ρ −1)tan −1 a / ρ}
          

・・・・（6-2.b） 

Fig.6-4(a),(b)は，式（6-1）,( 6-2)のKtd / KtH の値を線図にしたものである． 
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 (a) flat bar under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) round bar under bending 

Fig.6-4 Ktd / KtH  vs. a / ρ  or ρ / a 

 

 次に，Ktと式（6-1）,( 6-2)より求めたKtdとの比で整理した結果を Fig.6-5 に示

す．ここで，帯板引張りの場合［Fig.6-5（a）］と，丸棒引張りの場合［Fig.6-5

（b）］について比較，検討する．それによると帯板引張りの場合［Fig.6-5（a）］での

Kt / Ktdの値は，丸棒引張りの場合［Fig.6-5（b）］ほど揃っていないことがわかる．

従って，Ktdを用いる計算式の適用範囲が，丸棒引張りの場合よりも限定されることに

なる． 

Fig.6-5 に示すようなKt / Ktdの値の検討から，以下に示す範囲でKtdによる近似が

有効であることがわかる． 

（１）曲げの場合［Fig.6-5（b）］でのKt / Ktdの値は，引張りの場合［Fig.6-5（a）］
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よりもかなり揃っていることがわかる．これは，Ktdについての近似が，引張りの場合

よりも広範囲にわって利用できることを示している．結局，［Fig.6-5(a),（b）］とそ

の数値的検討より（２），（３），（４）に示す範囲で，数％の範囲の中でKtdで近似でき

ることがわかる（このKtdの有効範囲は最終的にはKtsによる近似の有効範囲との兼ね

合いも含めて総合的に決めている）．また，切欠きを有する丸棒と帯板を比べると切欠

きを有する帯板の方が広い範囲に存在し， tdK による近似は丸棒問題ほど有効ではな

いことがわかる． 

(２)切欠きの曲率半径ρが大きく（引張り：0≦a / ρ≦10，曲げ：0≦a / ρ≦10），切
欠きが深い場合（引張り：0.7≦2t / D≦1.0, 曲げ：0.6≦2t / D≦1.0）の t tdK K の

値は,引張りおよび曲げの両者とも，ほぼ１付近に分布する．従って，この範囲で tdK

とこの関係を用いれば，切欠きが深い場合のKtを求めることができる． 

(３)切欠きの曲率半径ρが大きい場合（引張り：0.05≦2t / D≦0.7 で 0≦a / ρ≦0.5,  
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                            (b) Flat bar under bending 
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                            (c)Round bar under tension 

                         Fig. 6-5  Kt / Ktd  vs. /a ρ  or / aρ  

 

曲げ：0.02≦2t / D≦0.6 で 0≦a / ρ≦1.25）の t tdK K の値は,引張りおよび曲げの

両者とも，ほぼ１付近に分布する．従って，この範囲で tdK とこの関係を用いれば，

切欠きが深い場合のKtを求めることができる． 

 (４)切欠きが深い場合（引張り：2t / D≧0.9, 10≦a / ρ≦∞，曲げ：2t / D≧0.6, 

10≦a / ρ≦∞）の t tdK K の値を考察した結果，引張りでは /t tdK K =（0.999-1.000），

曲げでは /t tdK K =（0.997-1.005）と見積ることができる．よって引張りの場合

1.000t tdK K ≅ ，曲げの場合 0.999t tdK K ≅ として十分精度よく評価できる． 

 

6.4 その他の切欠きの応力集中係数 

 6.4.1 帯板引張り  ここでは，前節 まで 示して ない 範囲（引張り：0.6≦

ρ / a≦2.0，0.05≦2t / D≦0.7，曲げ：0.1≦ρ/ａ≦0.8，0.02≦2t/D≦0.6）の応

力集中係数の評価方法を提案する．Fig. 6-2 より，このような範囲では，Kt / Ktsの

値がほぼ 2t / Dのみによってきまり，狭い範囲に存在していることがわかる．そこで，

高精度の近似式を作るため，引張りの場合 Kt / Kts[ ]ρ/a=1.0，曲げの場合[Kt / Kts ]ρ / a= 0.5

の値を基準にしてKt / Ktsとの比をとる．その結果を Fig.6-6(a),(b)に示す．Fig.6-

6(a)の引張りの結果より Kt / Kts[ ]ρ/a=1.0とKt / Ktsの比は 0.05≦2t / D≦0.7 の範囲で

（0.97-1.04）の狭い範囲にあることがわかる．また， Fig.6-6(b)の曲げの結果より

[Kt / Kts ]ρ / a= 0.5とKt / Kts の比は 0.02 ≦2t/D≦ 0.6 の範囲で（0.87-1.09）の狭い範囲

にあることがわかる． 

6.5 切欠き形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

 以上の議論から，切欠きを有する帯板の引張り，曲げにおいて切欠き形状の全範囲
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に対して応力集中係数を与えるためその存在領域を６つに分けたものを Fig.6-7 に示

す．そして必要となる線図と近似式をまとめて以下に記す． 

 6・5・1 半無限板の 60°V 形切欠きまたは円弧形状切欠きのKts [2]（Fig.6-1 でρ，

tが有限で d,D→∞のときKt→Kts) 

  Kts / KtE =1.000 − 0.127ξ + 0.2908ξ2 − 0.1420ξ 3
 

                                     ・・・・（6-3.a） 

  Kts / KtE =1.148 − 0.160η − 0.0345η2 + 0.0693η3
 

                                        ・・・・（6-3.b） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 6-6 Kt / Kts[ ]ρ/a=1.0, [Kt / Kts ]ρ / a= 0.5 vs. 2 /t D  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a /ρ ρ /a
∞

0.5

1.667

∞

2.0

0.60

0.0

2t /D
1.00.0

Region 1:Sharp and Shallow notch
Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
Region 5:Ordinary notch

Region 3:Deep notch

0.000.00

0.5

1.4

2.0

x

0.80.05 0.7

Region 6:Blunt and Shallow notch

0.01 0.01 100

Re 1 Re 2

Re 3

Re 4

Re 5

Re 6

0.90

1.00

1.10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ref[2]

BFM

=0.5

=0.6
=0.8

=1.0

=0.8

=0.6

→0.0

0.95

1.05

2t/D

ρa/

ρ/a

Kt / K ts
[Kt /K ts]ρ / a=1.0

0.88

1.00

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

=0.8
=0.7
=0.6
=0.5

=0.4
=0.3
=0.2
=0.1
 0.0

2t/D

Kt / Kts

[Kt / Kts]ρ /a=0.5

1.10

1.05

0.95

0.90

0.85

ρa/

ρ/a

→

D

60 ρ

t2a

606060

D

60 ρ

t2a

606060



 114

a /ρ ρ /a
∞

1.250

∞

0.8

0.0

2t /D
1.00.0

Region 1:Sharp and Shallow notc h
Region 2:Sharp and Deep notc h

Region 4:Blunt notch  
Region 5:Ordinary notc h

Region 3:Deep notc h

Region 6:Blunt and Shallow notc h

0.000.00

1.2

2.0

x

0.60.02

0.02 0.02 100

1.9 10 0.1
Re 1

Re 3

Re 4

Re 6

Re 2

Re 5

Region 1:Sharp and Shallow notch
Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
Region 5:Ordinary notch

Region 3:Deep notch

Region 6:Blunt and Shallow notch

a /ρ ρ /a
∞

1.250

∞

0.8

0.0

2t /D
1.00.0

Region 1:Sharp and Shallow notc h
Region 2:Sharp and Deep notc h

Region 4:Blunt notch  
Region 5:Ordinary notc h

Region 3:Deep notc h

Region 6:Blunt and Shallow notc h

0.000.00

1.2

2.0

x

0.60.02

0.02 0.02 100

1.9 10 0.1
Re 1

Re 3

Re 4

Re 6

Re 2

Re 5

Region 1:Sharp and Shallow notch
Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
Region 5:Ordinary notch

Region 3:Deep notch

Region 6:Blunt and Shallow notch

Region 1:Sharp and Shallow notch
Region 2:Sharp and Deep notch

Region 4:Blunt notch
Region 5:Ordinary notch

Region 3:Deep notch

Region 6:Blunt and Shallow notch

 

Fig.6-7 Classification of notch shape (a) flat bar under tension, 

(b) flat bar under bending 

 

  ξ = t / ρ , η = ρ / t , KtE =1 + 2 t / ρ  
                               ・・・・・・（6-3.c） 

 6・5・2 鋭い切欠きまたは浅い切欠きの Kt 

①帯板引張り（Fig.6-7(a)の領域１：ρ/ａ≦0.6 かつ 2t/D≦0.7 またはａ/ρ≧

0.01 かつ 2t/D≦0.05 またはρ/ａ≦0.1 かつ 0.7≦2t/D≦0.9） 

Kt Kts = 0.99438 − 0.69611λ − 4.5236λ2 + 21.368λ3 − 43.643λ4 + 41.675λ5 − 15.175λ6

                                   ・・・・・・・（6-4.a） 

②帯板曲げ（Fig.6-7(b)の領域１：ρ/ａ≦0.1 かつ 0.02≦2t/D≦0.7 またはａ/

ρ≧0.02 かつ 2t/D≦0.02） 

  Kt Kts =1.0000 − 2.1513λ − 6.2293λ2 + 93.865λ3
 

     −418.36λ4 + 918.20λ5 −1003.5λ6 + 436.18λ7
 

                                ・・・・・（6-4.b） 

Fig.6-8(a),(b)に，式（6-4.a）,( 6-4.b)のKt / Ktsの値を図示する． 

 6・5・4 鋭く深い切欠きの Kt 

①帯板引張り（Fig.6-7(a)の領域２：ρ/ａ≦0.1 かつ 2t/D≧0.9） 

Kt Ktd ≅ 1.000                                      ・・・・・・・（6-5.a） 
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(a) flat bar under tension      (b) flat bar under bending 

Fig.6-8 /t tsK K vs. 2 /t D  (a) flat bar under tension, (b) flat bar under 

bending 

 

②帯板曲げ（Fig.6-7(b)の領域２：ρ/ａ≦0.1 かつ 2t/D≧0.6） 

 Kt / Ktd ≅ 0.999                      ・・・・・・（6-5.b） 
 ６・5・５ 深い切欠きの Kt 

①帯板引張り［Fig.6-7(a)の領域３：2t/D≧0.7 かつa / ρ≦10（0≦x≦1.9）］ 

Kt Ktd = 2.5930 − 7.3660λ + 12.437λ2 − 9.1519λ3 + 2.4874λ4

+ (4.4448 − 22.823λ + 44.839λ2 − 39.076λ 3 + 12.615λ 4 )x
+ (−7.5560 + 36.835λ − 67.535λ2 + 54.879λ 3 − 16.623λ 4 )x2

 

                                                ・・・・・・（6-6.a） 

②帯板曲げ（Fig.6-7(b)の領域３：2t/D≧0.6 かつρ/ａ≦10（0≦x≦1.9）） 

 

Kt Ktd = 0.75109 +1.2297λ − 2.1909λ2 +1.6677λ3

−0.45760λ4

+(12.082 − 61.227λ +114.16λ2 − 92.990λ3

+27.976λ4 )x

+(−11.035 + 50.431λ − 83.295λ2 + 58.845λ3

−14.946λ4 )x 2

+(5.8099 − 24.521λ + 36.519λ2 − 22.340λ3

+4.5317λ4 )x3

+(−1.9742 +8.9624λ −14.925λ2 +10.845λ3
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                                      ・・・・・（6-6.b） 

Fig.6-9(a),(b)は，式(6-6)のKt Ktd の値を線図にしたものである． 

 6・5・6 鈍く浅い切欠きの Kt 

①帯板引張り（Fig.6-7(a)の領域６：a / ρ≦0.01 かつ 2t/D≦0.05） 

   Kt ≅ 1.003                                        ・・・・・・・（6-7.a） 

②帯板曲げ（（Fig.6-7(b)の領域６：ａ/ρ≦0.02 かつ 2t/D≦0.02） 

 Kt ≅ 1.004                         ・・・・・・（6-7.b） 
 6・5・7 鈍い切欠きの Kt 

①帯板引張り［Fig.6-7(a)の領域４： a / ρ≦0.5（0≦x≦0.8）かつ 0.05≦2t/D≦

0.7］ 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) flat bar under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) flat bar under bending 

Fig.6-9 Kt / Ktd  vs. a / ρ  or ρ / a 
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Kt Ktd = 2.5930 − 7.3660λ + 12.437λ2 − 9.1519λ3 + 2.4874λ4

+ (4.4448 − 22.823λ + 44.839λ2 − 39.076λ 3 + 12.615λ 4 )x
+ (−7.5560 + 36.835λ − 67.535λ2 + 54.879λ 3 − 16.623λ 4 )x2

 

                                        ・・・・・・・・・・（6-8.a） 

②帯板曲げ（Fig.6-７(a)領域４：ａ/ρ≦1.25（0≦x≦1.2）かつ 0.02≦2t/D≦

0.6） 

 

2 3

4 5 6 7

2 3

4 5 6 7

2 3

4

/ 1.0107 0.16098 0.12751 8.0266

51.065 134.42 165.65 78.637
( 0.21235 6.7374 74.326 435.71
1515.9 3112.8 3448.7 1575.6 )
(0.075304 4.1035 42.268 209.58
656.95 135

t tdK K

x
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λ λ λ λ
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λ λ λ λ

λ λ λ
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= − + +

+ + − +

+ − + − +

− + − +

+ − + −

+ − 5 6 7 2

2 3

4 5 6 7 3

7.0 1614.5 803.28 )
( 0.030717 1.4458 16.882 101.26
381.42 881.45 1095.7 549.30 )

x

x

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ

+ −

+ − + − +

− + − +

 

                 ・・・・（6-8.b） 

Fig.6-10(a),(b)に，式（6-7）,(6-8)のKt Ktd の値を図示する． 

 6・5・8 その他の切欠きの Kt 

①帯板引張り［Fig.6-７(a)の領域５：0.6≦ ρ / a≦2.0 かつ 0.05≦2t/D≦0.7］ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (a) flat bar under tension       (b) flat bar under bending 

Fig.6-10 Kt / Ktd  vs. a / ρ  or ρ / a 

0.95

0.97

0.99

1.01

1.03

1.05

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x

eqn(8.a)

K
t
/K

td

=0.4
=0.5
=0.6

2t/D=0.7
=0.05
=0.1

=0.2
2t/D=0.3

0.88

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

1.02

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
x

2t/D=0.6 
    =0.5
    =0.4
    =0.3

2t/D=0.2  
    =0.1
    =0.05
    =0.04
    =0.03
    =0.02

K
t
/K

td

eqn(8.b)Eqn (6-8.a) Eqn (6-8.b) 



 118

Kt Kts = 3.8276 − 16.379(ρ / a) + 37.717(ρ / a)2 − 44.164(ρ / a)3 + 27.753(ρ / a)4{
− 8.9125(ρ / a)5 + 1.1487(ρ / a)6 + (−49.154 − 271.97(ρ / a) − 589.36(ρ / a)2

+ 638.12(ρ / a)3 − 362.87(ρ / a)4 + 102.76(ρ / a)5 − 11.324(ρ / a)6 )λ
+ (+345.16 − 1895.8(ρ / a) + 4035.3(ρ / a)2 − 4216.6(ρ / a)3 + 2248.9(ρ / a)4

− 569.65(ρ / a)5 − 51.323(ρ / a)6 )λ2 + ( − 1674.1− 9420.3(ρ / a) + 20735(ρ / a)2

− 22625(ρ / a)3 + 12792(ρ / a)4 + 3529.3(ρ / a)5 − 367.20(ρ / a)6 )λ 3

+ (−3956.6 − 22481(ρ / a) + 50227(ρ / a)2 − 55836(ρ / a)3 + 32299(ρ / a)4

− 9174.8(ρ / a)5 + −994.08(ρ / a)6 )λ 4 + (−4192.5 + 23884(ρ / a) + 53615(ρ / a)2

+ 59837(ρ / a)3 + 34655(ρ / a)4 + 9810.5(ρ / a)5 − 1051.6(ρ / a)6 )λ5

+ (1698.2 − 9683.5(ρ / a) + 21791(ρ / a)2 − 24339(ρ / a)3 + 14051(ρ / a)4

+3938.0(ρ / a)5 − 413.19(ρ / a)6 )λ6}( Kt Kts[ ]a /ρ=1.0
)

  

                                                        ・・・・・・（6-9.a） 

Kt Kts[ ]a /ρ=1.0
= 1.0071− 1.2335λ + 1.0062λ2 − 1.2169λ 3 + 0.65870λ 4  

                                                       ・・・・・・・（6-9.b） 

②帯板曲げ（Fig.6-7(b)の領域５：0.1≦ρ/ａ≦0.8 かつ 0.02≦2t/D≦0.6） 

Kt Kts ={1.0310 − 0.34246(ρ / a) +1.5454(ρ / a)2 − 3.7371(ρ / a)3

+5.1403(ρ / a)4 − 3.7829(ρ / a)5 +1.1508(ρ / a)6

+(−0.52691+ 5.0283(ρ / a) − 23.006(ρ / a)2 + 58.227(ρ / a)3

−82.097(ρ / a)4 + 61.078(ρ / a)5 −18.666(ρ / a)6)λ

+(0.68178 − 9.9640(ρ / a) + 50.889(ρ / a)2 −130.57(ρ / a)3

+184.37(ρ / a)4 −136.77(ρ / a)5 + 41.614(ρ / a)6)λ2

 

   ([Kt Kts]ρ / a=0.5 ) 

                                 ・・・・・（6-10.a） 

[Kt Kts]ρ / a=0.5 =1.0041 − 2.1388λ − 6.7332λ2 +104.66λ3

−477.84λ4 +1070.0λ2 −1192.1λ3 + 528.00λ4
 

                               ・・・・・・（6-10.b） 

Fig.6-11(a),(b)に，式（6-9.a）,(6-10.a)の (Kt Kts ) / ( Kt Kts[ ]ρ /a=1.0
)の値を図示す

る． 
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 (a) flat bar under tension       (b) flat bar under bending 

                       Fig.6-11 (Kt / Kts ) / ( Kt / Kts[ ]ρ / a=1.0 ) vs. 2t / D 

 

以上の式および線図を利用することにより Fig.6-12 に示すような全範囲の応力集中

係数Ktが求まる． 

 

６.６  結  言 

 

本章では切欠きを有する帯板引張り，曲げ問題の（Fig.6-1）の応力集中係数Ktを

切欠き形状の全範囲で正確に与えることを目的とした．そのため，特に切欠きが深い

場合（Fig.6-3）の応力集中係数Ktdを誤差 0.2%程度以内で計算式として求め利用した． 

（１）丸棒引張り，帯板引張り，曲げ問題のKtをKtsを用いて精度良く求めることの

できる範囲は，Fig.6-2 に示すように丸棒問題より帯板問題が広い．また，各々の問

題においても曲げ問題より引張問題の方が広い範囲でKtsによる近似が有効である． 

（２）丸棒引張り，帯板引張り，曲げ問題のKt をKtdで近似できる範囲は，Fig.6-4

に示すように帯板問題より丸棒問題が広い．また，丸棒の問題，帯板の問題の両者に

おいて，引張問題より曲げ問題の方が広い範囲でKtdによる近似が有効である． 

 以上のような曲げ応力集中係数の特徴を考慮して，すべての切欠き形状に対して誤

差 1％程度以内で応力集中係数を与える計算式を提案した． 
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(a) flat bar under tension      (b) flat bar under bending 

                           Fig.6-12 Kt   vs. ρ / d   
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第 7 章 フィレット部を有する段付丸棒問題のフィレットの寸法の

全範囲に対して正確な応力集中係数を与える計算式 

 

7.1 緒  言 

 

 フィレット部を有する丸棒の応力集中問題に関しては、今までにもいくつかの研究

はあるものの，切欠き問題に比べ精度の高い研究の解析結果は少ない[1]．これは，切

欠きに比べてフィレットの問題では，生じる最大応力の位置がフィレット部の寸法ρ，

t に依存して変化するので解析困難であるということが大きな理由の一つと考えられ

る．しかし，フィレット部を有する丸棒の応力集中の研究は，特に軸や強度研究用の

試験片の設計などにおいて問題となるばかりでなく，現在の軽量かつ強度を追求する

構造物の設計において最も重要なものの一つであると言える．そのため，実際に設計

や研究に利用する際には応力集中係数を簡便に利用できる近似式や線図の形式にして

示しておくことが望まれる．著者は先に切欠きに対する Neuber 三角則[2]と同様な考

え方に基づいて，応力集中係数を評価できる近似公式を提案し，さらにその値を修正

することによってフィレット部の広範囲の形状寸法に対して応力集中評価に便利な近

似式を与えた[3],[4]．しかし，この場合，体積力法による計算結果を基にしているた

めフィレット部の寸法のすべての範囲に対して応力集中係数を与えることはできなか

った． 

 そこで本章では，フィレット部を有する丸棒の引張，曲げ問題（Fig.7-１）を取り

扱う．具体的には，まず，フィレットの段の高さが大きい場合の極限の応力集中係数 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7-1 Round specimens with fillet 
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Ktdを正確に求め，先に求めたフィレットの段の高さが小さい場合の極限の解Kts [3]

とあわせて利用する．そして，Fig.7-1 の問題について体積力法によって得られた結

果を基に，詳しい物理的考察を行う．そして，最終的にはフィレット形状の全範囲に

対して精度の高い応力集中係数を与える計算式と線図を提案することを目的とする．

フィレット部を有する丸棒の問題では，切欠きを有する丸棒の問題と異なり，段の高

さが浅い場合の解や深い場合の解を利用できる範囲が異なるので注意が必要である． 

 

7.2 フィレットの段の高さが小さいときの応力集中係数 

 まず，曲率半径ρが小さい Fig.7-1（c）のようなフィレットに対する応力集中係数

Ktを考察する．フィレットの問題に対してはフィレット部が浅い場合の応力集中係数

tsK として，Fig. 7-2(a)に示すフィレット部を有する半無限板の応力集中係数 tsK を

用いる．Fig. 7-2 は tsK [ Fig. 7-2(a)]が近似的に[Fig. 7-2(d)]で評価できることを

説明している．ここで， tHK はだ円孔を有する一様引張りを受ける無限板中のだ円孔

の片縁に表面力σ が作用する場合の応力集中 1 /tEK t ρ= + である．Fig. 7-2(a)の問

題は半無限板の自由縁で 0xyτ = となるため，Fig. 7-2(b)の縁をまるめた長方形穴の

問題に近似的に等価となる．Fig. 7-2(b)の問題は長方形穴が荷重軸方向に無限に長い

ものであるため，長方形穴の下縁で応力を解放することの影響を無視できる．このた

め長方形穴の下縁に表面力σ が作用する問題[ Fig. 7-2(c)]に置き換えられる． Fig. 

7-2(c)の問題は，等価だ円の概念より Fig. 7-2(d)の問題に置き換えられる．このた 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                  (b)                   (c)                   (d) 

Fig. 7-2 SCF of a fillet in a semi-infinite plate tsK  can be approximated by 
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め，穴縁で応力自由のだ円孔の応力集中 1 2 /tEK t ρ= + ではなく 1 /tEK t ρ= +   

がよい近似となる．その結果を式(1.a),(1.b)と Fig. 7-3(a),(b)に示す． 

フィレット部を有する半無限板の tsK [2]）  （Fig.7-１でρ， tが有限で d,D→

∞ のときKt→Kts） 

 Kts / KtE =1.000 + 0.159ξ − 0.127ξ2 + 0.050ξ 3
                    ・・・（7-1.a） 

 Kts / KtE =1.106 + 0.016η − 0.059η2 + 0.019η3
                    ・・・（7-1.b） 

ξ = t / ρ ，η = ρ / t，KtE = 1 + t / ρ                      ・・・・（7-1.c） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7-3 /t tEK K  vs. /t ρ  or / tρ  
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このような曲率半径が小さいときの応力集中係数が，同一形状比 t / ρの段の高さが

小さいフィレットを有する半無限板の応力集中係数Kts [3]（Fig.7-1 で2t / D→0に相

当）を利用して効率良く求められることを確認している[5，6]．Fig.7-4(a),(b)は，

フィレット部を有する丸棒の引張り，曲げにおける応力集中係数Ktと段の高さが小さ

いフィレット部を有する半無限板の応力集中係数の解Ktsとの比をフィレットの広い

範囲（ 0 < ρ / a ≤ 10）について示したものである［Fig.7-4（a），(b),］[7]．また，

比較のため，Fig.7-4(c)に 60°V 形切欠きを有する丸棒の引張問題の /t tsK K の値も示

す[8]．なお，Fig.7-3 で ρ / a → 0の線は， ρ / aが小さい場合，たとえば ρ / aが 

0.10 と 0.11 でKt Ktsが 3桁程度以上一致することを確認して求めている． 

 Fig.7-4 より曲げの場合［Fig.7-4（b）］のKt Ktsの値は，引張りの場合［Fig. 7-

4（a）］ほど揃っていないことがわかる．従って，Ktsを用いる計算式の適用範囲が，

引張りの場合よりも限定されることになる．結局，［Fig. 7-4］に示すようなKt Kts

の値の検討から，以下のことがわかる． 

（１）フィレット部を有する丸棒の引張りおよび曲げの両者とも［Fig. 7-4（a）］曲

率半径が小さいフィレット（ ρ / a≦0.1）では，Kt Ktsの値は 2t / Dのほぼ全範囲で

ほとんど2t / Dのみによって決まる．従ってKtsとこの関係を用いれば，曲率半径ρが

小さいときのフィレットのKtを求めることができる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Round bar with shoulder fillet under tension 
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              (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     (c) Round bar with notch under tension 

                     Fig. 7-4 Kt / Kts  vs.  2t / D  
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（２）Kt Ktsの存在範囲は引張りの場合が曲げの場合より狭い範囲に存在する．また，

切欠きを有する丸棒とフィレット部を有する丸棒を比べるとフィレット部を有する丸

棒の方が狭い範囲に存在し， tsK による近似が有効である． 

（３）段の高さが小さい場合のフィレット（ 2t / D≦0.02）では，ρが極端に大きい
場合（a / ρ≦0.02）を除きKt Ktsの値はほぼ2t / Dによって決まる狭い範囲に分布す

る（例えば 2t / D＝0.02 でa / ρ≧0.02 ならば，0.981≦ Kt Kts ≦0.994）．従って

Kt Kts のこのような性質を利用すれば，段の高さが小さいときのフィレットのKtを

求めることができる． 

（４）フィレットの段の高さが小さく，ρが極端に大きい場合（ 2t / D≦0.02 かつ
a / ρ≦0.02）では，次節で曲率半径が大きいフィレットの応力集中係数を考察した結

果，Kt =（1.000-1.008）と見積ることができる．よってこの場合Kt ≅ 1.004 として十

分精度よく評価できる． 

 

7.3 フィレットの曲率半径が大きいときまたは段の高さが大きい場合の応力集中係数 

 

 ここでは，曲率半径ρが大きいかまたはフィレットの段の高さが大きいときに対す

る応力集中係数を考察する．著者は先に，このようなフィレットに対しては深い回転

双曲面切欠きの解KtHが引張りを受ける場合の解が，有限深さのフィレット問題に対

して広い範囲で有効（すなわちKt / KtH ≅ 1）であることを確認している[2]．ここで

は，寸法の全範囲で有効な計算式を求めるため，フィレットの段の高さが無限に大き

い場合［Fig.7-5］の応力集中係数をさらに精度良く求めることを試みる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7-5 tK  and tdK  with fillets 
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 Table7-1(a)はフィレット部を有する丸棒引張問題のフィレットの段の高さが大きい

場合すなわち2t / D=0.7，0.8，0.9 での応力集中係数Ktと深い双曲面切欠きの解KtH

を比較したものである．Table7-1(a)において2t / D=0.7→0.9 とフィレットの段の高
さが大きくなるに従い応力集中係数Ktと深い双曲面切欠きの解KtHとの比は一定にな

る．そこで，まず Table7-1(a)の収束性を利用して2t / D→1.0 の極限値Ktdを求めて

Table7-1(a)に示す．Table7-1(a)で ρ / a＜0.3 では2t / D→1.0 のときの収束性がやや

悪くなり，また体積力法による計算も困難になるので2t / D→1.0 の極限値を求めるこ

とが難しくなる．しかし，この場合にも2t / D =0.7-0.9 の範囲で追加計算を行い，

2t / D→1.0 の最終的な値を外そうや推定するなどして求めた．Table7-1(a)の2t / D

→1.0 の値は，0≦x≦1.7 で有効数字３桁程度，1.8≦x≦2.0 で誤差１-２％程度以内

［Table7-1 (a)の（ ）の値］で得られているものと考えている．そして，段の高さ

が大きいフィレットの解Ktdを Table7-1(a)の結果より最小二乗法を適用してパラメー

タ x の関数として求めた．結局，フィレットの段の高さが大きい場合（2t / D≧0.7）
の応力集中係数 Ktは，このようにして求めたフィレットの段の高さ t が∞の場合

（2t / D→1）のKtdの値で近似できる（Fig.7-5）． 

 同様にフィレット部を有する丸棒曲げ問題[Fig. 7-5]においても, Table7-１(b)か

ら，Ktdの近似式を作製した．その結果を式(7-1.a),( 7-1.b)と Fig. 7-6(a),(b)に示

す．  

 段の高さが大きいフィレットのKtd［Fig.7-5］（Fig.7-1 でa，ρが有限で t  →∞の

ときKt→Ktd） 

①丸棒張り 

2

3 4 5

/ 1.0007 0.10457 0.12152

0.11645 0.08214 0.023524
td tHK K x x

x x x

= − +

− + −
 

                                                           ・・・・・（7-2.a） 

{ }(1/ ) ( / ) / 1 (0.5 )( / ) (1 )( / 1 1)tHK N a a a aρ ρ ν ρ ν ρ= + + + + + + +  

                          ・・・・・・・・・（7-2.b） 

/ 2 / 1 2N a aρ ν ρ= + + +                              ・・・・・・・・（7-2.c） 

②丸棒曲げ 

2 3/ 0.99891 0.067502 0.051582 0.019304td tHK K x x x= − + −  

・・・（7-3.a） 

{ }(1/ )(3/ 4)( / 1 1) 3( / ) (1 2 ) / 1 4tHK N a a aρ ρ ν ρ ν= + + − − + + + ・・・・・（7-3.b） 
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N = 3(a ρ +1) + (1 + 4ν) a ρ +1 +(1 + ν) / (1+ a ρ +1)   ・・・・・・・・（7-3.c） 
 

Fig.7-6(a), (b)は，式（7-2）, （7-3）のKtd / KtHの値を線図にしたものである． 

次に，フィレット部を有する丸棒の引張り，曲げにおける応力集中係数Ktと式（7-

2）,( 7-3)より求めたKtdとの比で整理した結果を Fig. 7-7(a), (b)に示す．また，

比較のため，Fig.7-7(c)に 60°V 形切欠きを有する丸棒の引張問題の /t tdK K の値も示

す．結局，［Fig. 7-7］に示すような t tdK K の値の検討から，以下のことがわかる． 

（１）曲げの場合［Fig.7-7（b）］でのKt / Ktdの値は，引張りの場合［Fig.7-5（a）］

よりもかなり揃っていることがわかる．これは，Ktdについての近似が，引張りの場合 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

Fig. 7-6 /td tHK K  vs. /a ρ  or / aρ  
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Table7-1   Kt / KtH  when  2t / D →1.0  

(a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

(b) Round bar with shoulder fillet under bending   

X a/ρ ρ/a 2t/D=0.7 2t/D=0.8 2t/D=0.9 2t/D→1.0

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

 
10.00 
5.000 
3.333 
2.500 
2.000 
1.667 
1.429 
1.250 
1.111 
1.000

 
0.994 
0.988 
0.988 
0.981 
0.975 
0.975 
0.974 
0.971 
0.971 
0.968

 
0.992 
0.988 
0.987 
0.979 
0.973 
0.974 
0.973 
0.970 
0.969 
0.967

 
0.991 
0.986 
0.986 
0.979 
0.973 
0.973 
0.972 
0.968 
0.967 
0.966

1.000 
0.991 
0.986 
0.986 
0.979 
0.973 
0.973 
0.972 
0.967 
0.965 
0.965

1.000 
1.100 
1.200 
1.300 
1.400 
1.500 
1.600 
1.700 
1.800 
1.850 
1.900 
2.000

1.000 
1.111 
1.250 
1.429 
1.667 
2.000 
2.500 
3.333 
5.000 
6.667 
10.00 

 

1.000 
0.900 
0.800 
0.700 
0.600 
0.500 
0.400 
0.300 
0.200 
0.150 
0.100 
0.000

0.968 
0.968 
0.967 
0.965 
0.961 
0.954 
0.949 
0.943 
0.932 
0.922 
0.909 

 

0.967 
0.966 
0.964 
0.962 
0.957 
0.951 
0.946 
0.942 
0.933 
0.923 
0.913 

 

0.966 
0.964 
0.962 
0.959 
0.954 
0.948 
0.944 
0.941 
0.933 
0.926 
0.919 

 

0.965 
0.962 
0.960 
0.956 
0.952 
0.945 
0.943 
0.941 
0.933 
0.929 
(0.924)
(0.915)∞

∞

 

 

よりも広範囲にわたって利用できることを示している．結局，［Fig.7-7(a),（b）］と

その数値的検討より（２），（３），（４）に示す範囲で，数％の範囲の中でKtdで近似で

きることがわかる（このKtdの有効範囲は最終的にはKtsによる近似の有効範囲との兼

ね合いも含めて総合的に決めている）．また，切欠きを有する丸棒とフィレット部を有

する丸棒を比べるとフィレット部を有する丸棒の方が広い範囲に存在し， tdK による

近似は切欠き問題ほど有効ではないことがわかる． 

X a/ρ ρ/a 2t/D=0.7 2t/D=0.8 2t/D=0.9 2t/D→1.0

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

0.000 
0.100 
0.200 
0.300 
0.400 
0.500 
0.600 
0.700 
0.800 
0.900 
1.000

 
10.00 
5.000 
3.333 
2.500 
2.000 
1.667 
1.429 
1.250 
1.111 
1.000

 
0.993 
0.986 
0.977 
0.973 
0.969 
0.967 
0.964 
0.964 
0.964 
0.964

 
0.992 
0.984 
0.979 
0.972 
0.967 
0.965 
0.963 
0.963 
0.961 
0.961

 
0.992 
0.984 
0.979 
0.972 
0.967 
0.965 
0.962 
0.962 
0.961 
0.961

 
0.992 
0.984 
0.979 
0.972 
0.967 
0.965 
0.962 
0.962 
0.961 
0.961

1.000 
1.100 
1.200 
1.300 
1.400 
1.500 
1.600 
1.700 
1.800 
1.850 
1.900 
2.000

1.000 
1.111 
1.250 
1.429 
1.667 
2.000 
2.500 
3.333 
5.000 
6.667 
10.00 

 

1.000 
0.900 
0.800 
0.700 
0.600 
0.500 
0.400 
0.300 
0.200 
0.150 
0.100 
0.000

0.964 
0.962 
0.962 
0.961 
0.961 
0.959 
0.957 
0.950 
0.934 
0.920 
0.901 

 

0.961 
0.962 
0.962 
0.961 
0.961 
0.961 
0.958 
0.953 
0.939 
0.928 
0.910 

 

0.961 
0.960 
0.961 
0.961 
0.960 
0.961 
0.959 
0.955 
0.943 

 
 
 

0.961 
0.960 
0.961 
0.961 
0.960 
0.961 
0.959 
0.956 
(0.946)
(0.938)
(0.928)
(0.908)∞

X a/ρ ρ/a 2t/D=0.7 2t/D=0.8 2t/D=0.9 2t/D→1.0
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1.250 
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0.993 
0.986 
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0.969 
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0.964 
0.964 
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                     (a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

                     (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (c) Round bar with notch under tension 

Fig. 7-7 Kt / Kts  vs.  2t / D  
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(２)フィレット部の曲率半径ρが大きく（引張り：0≦a / ρ≦10，曲げ：0≦a / ρ≦

10），フィレットの段の高さが大きい場合（引張り：0.4≦2t / D≦1.0, 曲げ：0.2≦
2t / D≦1.0）の t tdK K の値は,引張りおよび曲げの両者とも，ほぼ１付近に分布する．

従って，この範囲で tdK とこの関係を用いれば，フィレットの段の高さが大きい場合

のKtを求めることができる． 

(３) フィレット部の曲率半径ρが大きい場合（引張り：0.02≦2t / D≦0.4 で 0≦

a / ρ≦0.5, 曲げ：0.02≦2t / D≦0.2 で 0≦a / ρ≦0.8）の t tdK K の値は,引張りお

よび曲げの両者とも，ほぼ１付近に分布する．従って，この範囲で tdK とこの関係を

用いれば，フィレットの段の高さが大きい場合のKtを求めることができる． 

(４)フィレットの段の高さが大きい場合（2t / D≧0.9, 10≦a / ρ≦∞）の t tdK K の

値を考察した結果，引張りでは /t tdK K =（0.987-1.000），曲げでは /t tdK K =（0.994-

1.000）と見積ることができる．よって引張りの場合 0.994t tdK K ≅ ，曲げの場合

0.997t tdK K ≅ として十分精度よく評価できる． 

 

7.4 その他のフィレットの応力集中係数 

ここでは，前節まで示してない範囲（引張り：0.1≦ ρ / a≦2.0，0.02≦2t / D≦0.4，

曲げ：0.1≦ ρ / a≦1.25，0.02≦2t / D≦0.2）の応力集中係数の評価方法を提案する．
Fig.7-4 より このような範囲では，Kt / Ktsの値がほぼ2t / Dのみによってきまり，狭

い範囲に存在していることがわかる．そこで，高精度の近似式を作るため，引張りの

場合 Kt / Kts[ ]ρ / a=1.0，曲げの場合 / 1.0[ / ]t ts aK K ρ = の値を基準にしてKt / Ktsとの比をとる．

引張りの場合の結果を Fig.7-8(a)に曲げの結果を Fig.7-8(b)に示す．Fig.7-8(a)の引

張りの結果より， Kt / Kts[ ]ρ / a=1.0とKt / Ktsの比は 0.02≦2t / D≦0.4 の範囲で（1.00-

1.02）の狭い範囲にあることがわかる．また， Fig.7-8(b)の曲げの結果より，

/ 1.0[ / ]t ts aK K ρ = とKt / Ktsの比は 0.02≦2t / D≦0.2 の範囲で（0.988-1.02）の狭い範囲

にあることがわかる． 

 

7.5 フィレット形状の全範囲に対して応力集中係数を与える計算式 

 以上の議論から，フィレット部を有する丸棒の引張り，曲げにおいてフィレット形

状の全範囲に対して応力集中係数を与えるためその存在領域を６つに分けたものを

Fig.7-9(a),(b)に示す．そして必要となる線図と近似式をまとめて以下に記す． 

 7.5.1 フィレット部を有する半無限板の tsK [2]）  （Fig.7-１でρ， t  が有限

で d,D→∞ のときKt→Kts） 

 Kts / KtE =1.000 + 0.159ξ − 0.127ξ2 + 0.050ξ 3
                    ・・・（7-4.a） 
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(a)Round bar with shoulder fillet         (b)Round bar with shoulder 

fillet under tension                           under bending 

Fig. 7-8 / 1.0( / ) /([ / ] )t ts t ts aK K K K ρ =  vs. 2t / D  
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 (a) Round bar with shoulder fillet under tension 
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(b) Round bar with shoulder fillet under bending 

Fig.7-9 Classification of fillet shape 

 

 Kts / KtE =1.106 + 0.016η − 0.059η2 + 0.019η3
 

                                         ・・・・・（7-4.b） 

ξ = t / ρ ，η = ρ / t，KtE = 1 + t / ρ                    ・・・・（7-4.c） 

7.5.2 フィレットの曲率半径が小さいときまたは段の高さが小さいときの応力集中

係数Kt  

①丸棒張り 

（Fig.7-9(a)の領域１： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≦0.90 またはa / ρ≧0.02 かつ2t / D

≦0.02） 

2 3 4 4/ 0.99883 0.46411 7.6027 67.298 283.92 650.13t tsK K λ λ λ λ λ= − − + − +  

6 7 8829.06 553.08 150.46λ λ λ− + −                     ・・・・・（7-5.a） 

②丸棒曲げ 

（Fig.7-9(b)の領域１： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≦0.80 またはa / ρ≧0.02 かつ2t / D

≦0.02） 
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2 3 4

5 6 7 8

/ 1.000 1.8239 8.0835 45.476 156.38

315.99 366.28 224.06 55.607
t tsK K λ λ λ λ

λ λ λ λ

= − + − +

− + − +
 

                                       ・・・・（7-5.b） 

Fig.7-10(a), (b)に，式（7-5.a）, （7-5.b）の /t tsK K の値を図示する． 

 7.5.3  段の高さが大きいフィレットのKtd［Fig.7-5］（Fig.7-１でa，ρが有限

で t →∞のときKt→Ktd） 

①丸棒張り 

2

3 4 5

/ 1.0007 0.10457 0.12152

0.11645 0.08214 0.023524
td tHK K x x

x x x

= − +

− + −
                   ・・・・（7-6.a） 

{ }(1/ ) ( / ) / 1 (0.5 )( / ) (1 )( / 1 1)tHK N a a a aρ ρ ν ρ ν ρ= + + + + + + +  

                             ・・・・・・・・（7-6.b） 

/ 2 / 1 2N a aρ ν ρ= + + +                              ・・・・・・・・（7-6.c） 

②丸棒曲げ 

2 3/ 0.99891 0.067502 0.051582 0.019304td tHK K x x x= − + −  

・・・・・（7-7.a） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)Round bar with shoulder fillet         (b)Round bar with shoulder 

fillet under tension                           under bending 

Fig. 7-10 /t tsK K  vs. 2t / D  
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KtH = 1 N( )(3 / 4)( a ρ +1 +1) 3(a ρ) − 1− 2ν( ) a ρ +1{
 

    +4 +ν}                               ・・・・・・・・・・・・・（7-7.b） 
N = 3(a ρ +1) + (1 + 4ν) a ρ +1  

     +(1 + ν) / (1+ a ρ +1)                           ・・・・・・・・（7-7.c） 

7.5.3 フィレットの曲率半径が小さく段の高さが大きいときのKt  

①丸棒張り[Fig.7-9(a),(b)の領域２： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≧0.9] 
Kt / Ktd ≅0.994                                   ・・・・（7-8.a） 

②丸棒曲げ[Fig.7-9(a),(b)の領域２： ρ / a≦0.1 かつ2t / D≧0.8] 
Kt / Ktd ≅0.9998                                 ・・・・（7-8.b） 

7.5.5 段の高さが大きいフィレットのKt  

①丸棒張り［Fig.7-9(a)の領域３：2t / D≧0.4 かつa / ρ≦10（0≦x≦1.9）］ 
2 3

2 3

2 3 2

2 3 3

2

/ 0.98726 0.013259 0.037656 0.038056

(0.34671 0.90519 0.57452 0.015761 )
( 0.26004 0.27256 1.9405 1.4056 )
(0.069415 0.89735 2.4565 1.4891 )
( 0.04792 0.15813 0.54481 0.3

t tdK K

x
x
x

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
λ λ λ

λ λ

= + + −

+ − + −

+ − − + −

+ + − +

+ − − + − 3 43913 )xλ

 

                                                        ・・・・・（7-9.a） 

②丸棒曲げ［Fig.7-9(b)の領域３：2t / D≧0.2 かつa / ρ≦10（0≦x≦1.9）］ 
2 3 4 5

2 3 4 5

2 3 4 5 2

2

/ 1.0319 0.36284 1.7370 3.6759 3.5262 1.2564

( 0.69087 6.9549 27.799 51.712 44.798 14.621 )
(1.2402 12.042 47.880 89.864 79.071 26.285 )
( 0.50869 4.6585 17.974 33.

t tdK K

x
x

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ

= − + − + −

+ − + − + − +

+ − + − + −

+ − + − + 3 4 5 3285 29.154 9.6926 )xλ λ λ− +

 

                                                       ・・・・・（7-9.b） 

Fig.7-11(a),(b)は，式（7-9.a）,（7-9.b）のKt / Ktdの値を線図にしたものである． 

 7.5.6  フィレットの段の高さが小さく曲率半径が大きいときのKt（Fig.7-9 の領

域６：a / ρ≦0.02 かつ2t / D≦0.02） 

①丸棒張り 

Kt ≅ 1.004                                               ・・・・（7-10.a） 

②丸棒曲げ 

 Kt ≅ 1.004                                              ・・・・（7-10.b） 

7.5.6 曲率半径が大きいフィレットのKt  

①丸棒張り［Fig.7-9(a)の領域 4：a / ρ≦0.5（0≦x≦0.5）かつ 0.02≦2t / D≦0.4］ 



 136

2 3

2 3

2 3 2

3 3

/ 1.0008 0.013066 0.0611 0.085109

(0.071204 0.81013 4.7083 6.5 )
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+ − + −

 

          ・・・・・（7-11.a） 

②丸棒曲げ［Fig.7-9(b)の領域 4：a / ρ≦0.8（0≦x≦0.8）かつ 0.02≦2t / D≦0.2］  
2

2

2 2

3

/ 1.01018 0.0851006 0.518204

( 0.0692355 1.95439 10.5417 )
( 0.856066 0.712286 10.9346 )
(0.0567806 0.0970325 4.81553)

t tdK K

x
x

x

λ λ

λ λ

λ λ
λ

= − +

+ − + −

+ − − +

+ + −

 

           ・・・・・（7-11.b） 

Fig.7-12(a),(b)に，式（7-11.a）,( 7-11.b)の /t tdK K の値を図示する．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

Fig. 7-11 /t tdK K  vs. /a ρ  or / aρ  
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 (a)Round bar with shoulder fillet   (b) Round bar with shoulder fillet 

under tension                            under bending 

Fig. 7-12 /t tdK K  vs. /a ρ  or / aρ  

 

7.5.7 その他のフィレットのKt  

①丸棒張り［Fig.7-9(a)の領域５：0.1≦ ρ / a≦2.0 かつ 0.02≦2t / D≦0. 4］ 

{ 2 3

2 3

2 3 2

2

/ 0.99864 0.0033094( / ) 0.0029078( / ) 0.00070844( / )

(0.090052 0.17954( / ) 0.10613( / ) 0.020694( / ) )
(0.13636 0.62649 0.69145( / ) 0.18773( / ) )

( 0.42858 0.96788 0.7725( / ) 0.

t tsK K a a a

a a a
a a

a

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ λ
λ ρ ρ λ

λ ρ

= + − +

+ − − −

+ − + −

+ − + − + }3 3
/ 1.019886( / ) ) ([ / ] )t ts aa K K ρρ λ =

 

                                                            ・・（7-12.a） 

2 3 4 5
/ 1.0[ / ] 0.99696 0.2997 11.814 98.442 402.36 906.05t ts aK K ρ λ λ λ λ λ= = − − + − +  

6 7 81142.2 754.8 203.65λ λ λ− + − （平均誤差=0.163％）          ・・・（7-12.b） 

②丸棒曲げ［Fig.7-9(b)の領域５：0.1≦ ρ / a≦1.25 かつ 0.02≦2t / D≦0.2］ 
2 3

2 3

2 3 2

2

/ 0.99991 0.000075129( / ) 0.00063833( / ) 0.00061872( / )

( 0.21884 1.2851( / ) 2.8694( / ) 1.8442( / ) )
(1.7696 12.486( / ) 26.209( / ) 15.821( / ) )
( 4.8880 30.952( / ) 60.641( / ) 3

t tsK K a a a

a a a
a a a

a a

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ λ

ρ ρ ρ λ

ρ ρ

= + − +

+ − + − +

+ − + −

+ − + − + [ ]3 3
/ 1.0

5.158( / ) ) /t ts a
a K K

ρ
ρ λ

=

 

                                                          ・・・（7-13.a） 

[ ] 2 3
/ 1.0

/ 1.0006 1.4719 1.9733 1.3492t ts a
K K

ρ
λ λ λ

=
= − + −  

                                                          ・・・（7-13.b） 

Fig.7-13(a)に，式（7-12.a）の / 1.0( / ) /([ / ] )t ts t ts aK K K K ρ = の値を図示する．また，
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Fig.7-13(b)に，式（7-13.a）の Kt Kts( ) Kt Kts[ ]ρ a= 0.6( )の値を図示する． 
 以上の式および線図を利用することにより全範囲の応力集中係数 Ktが求まる．

Fig.7-14(a), (b)は Ktとフィレットの評価に拡張された Neuber の三角則との比

Kt / KtNを示す．フィレットの曲率半径が小さい場合は応力集中の厳密な数値解析が困

難となるが，本論文の近似式はそれの評価が可能である．Fig.7-15(a), (b)は，Ktの

値を線図にしたものである．これは，著者らが以前に作製した線図[2]と比べて利用範

囲が広い． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

Fig. 7-13 / 1.0( / ) /([ / ] )t ts t ts aK K K K ρ = , / 0.6( / ) /([ / ] )t ts t ts aK K K K ρ =  vs. 2 /t D  
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(a) Round bar with shoulder fillet under tension 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (b) Round bar with shoulder fillet under bending 

Fig. 7-14 */
tNtK K vs. 2 /t D  

 

7.6  結  言 

 

 本章ではフィレット部を有する丸棒引張り，曲げ(Fig.7-1）の応力集中係数Ktを切

欠き形状の全範囲で正確に与えることを目的とした．そのため，特にフィレット部が 
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(a)Round bar with shoulder fillet     (b) Round bar with shoulder fillet 

under tension                          under bending 

Fig. 7-15 tK  vs. / dρ  

 

浅い場合の応力集中係数 tsK （Fig.7-2）と深い場合の応力集中係数Ktdを計算式とし

て求め利用した． 

（１）Kt Ktsの存在範囲は引張りの場合が曲げの場合より狭い範囲に存在する．また，

切欠きを有する丸棒とフィレット部を有する丸棒を比べるとフィレット部を有する丸

棒の方が狭い範囲に存在し， tsK による近似が有効である． 

（２） t tdK K の存在範囲は曲げの場合が引張りの場合より狭い範囲に存在する．また，

切欠きを有する丸棒とフィレット部を有する丸棒を比べると切欠きを有する丸棒の方

が狭い範囲に存在し， tdK による近似が有効である． 

 以上のようなフィレット部を有する丸棒問題の応力集中係数の特徴を考慮して，す

べてのフィレット形状に対して誤差１-２％程度以内で応力集中係数を与える計算式を

提案した. 
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第８章 結 論 

 

 構造物の破壊は多くの場合応力集中部を起点として生じるので，実際の設計におい

て応力集中係数を正しく評価することは，大変重要である．しかし，材料の降伏や破

壊は一点の応力だけでは決まらないので，一般に，応力集中部を有する部材の強さを，

平滑材の強さから，応力集中係数のみを用いて，直接予想することはできない．した

がって，種々の応力集中部を有する実物の強さを正確に予測し，材料を安全かつ経済

的に使用するためには，切欠き半径 ρ を０から無限大まで広範囲に変化させて，材料

の挙動に関するマスターカーブを作成する必要がある．その様な実験に際し，最も便

利であり，最も広く用いられる試験片は，円周切欠きを有する丸棒試験片である．こ

のように，試験片の強さから実物の強さを予測するためには，まず試験片の応力集中

係数を正確に求める必要がある． 

これまで円周切欠きを有する丸棒の応力集中評価には，Neuber の提案した三角則が，

過去７０年以上にわたってよく用いられてきた．これは，Neuber 公式が簡便であるに

もかかわらず，切欠き形状の全範囲に対してある程度の精度で応力集中係数を与える，

大変便利なものであったためである．著者らは，初期の研究において，体積力法によ

って得られた高精度の解析結果を基にして，Neuber の三角則による近似式に修正係数

をかけることによって精度の高い近似式を提案した．しかし，この場合，体積力法に

よる解析結果を基にしているため，切欠き寸法のすべての範囲に対して応力集中係数

を与えることはできなかった．一般にどのような解析方法を用いても，切欠き形状全

範囲の応力集中係数を精度良く求めることは数値計算上たいへん難しい． 

そこで，本研究では，切欠きが浅い場合や深い場合の近似式および体積力法の解析

結果を基に，丸棒引張り，曲げ，ねじりの各問題において物理的考察を行い，切欠き

半径ρが極端に大きい円弧形切欠き，及び切欠き半径ρが極端に小さい 60°V 形切欠

きを含めた，切欠き形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高精度の計算

式を提案した．とくに Neuber が使用した切欠きが浅くなった極限の解，つまりだ円孔

を有する無限板の解をより正確に求めるため，切欠き深さが浅い場合の極限に相当す

る V 形切欠きを有する半無限板の引張り，ねじりにおける応力集中係数

Kts = Kt 2t /D→0を近似式として使用した．また，切欠きが深くなった極限の解，つま

り回転双曲面切欠きの解KtHをより正確に求めるため，切欠き深さが深い場合の極限

に相当する深い 60°V 形切欠きの応力集中係数 2 / 1td t t DK K →= を提案し，近似式とし

て使用した．これらの切欠きが浅い場合や深い場合の応力集中係数を求めるための近
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似式を用いることにより切欠き形状の全範囲に対して正確な応力集中係数を与える高

精度の計算式を作製することが可能となった． 

得られた結論はすでに各章の終わりに示したが，それらを要約すると次のようにな

る． 

 

（１） 60°V 形円周切欠きを有する丸棒引張り，曲げ，ねじり問題の応力集中係

数Ktと，60°V 形切欠きを有する半無限板の応力集中係数Ktsの比Kt / Kts

について比較検討した．切欠き深さが浅い場合には，引張り，曲げ，ねじ

りの順にKt / Ktsの分布は狭い範囲に存在する．つまり，Ktsによる近似が

引張り，曲げ，ねじりの順に有効となることを明らかにした． 

 

（２） 60°V 形円周切欠きを有する丸棒引張り，曲げ，ねじり問題の応力集中係

数Ktと，深い 60°V 型円周切欠きの応力集中係数Ktdとの比Kt / Ktdにつ

いて比較検討した．切欠き深さが深い場合には，ねじり，曲げ，引張りの

順にKt / Ktdの分布は狭い範囲に存在する．つまり，Ktdによる近似がね

じり，曲げ，引張りの順に有効となることを明らかにした． 

 

（３） 円周切欠きを有する丸棒問題のKt /KtsとKt / Ktdの比について総合的に考

察した．その結果，例えば丸棒引張り問題では，切欠き形状の全範囲に対

してKt /Ktsの分布の範囲は狭く，Ktsによる近似が広い範囲で有効である

ことが示された．一方，丸棒ねじり問題ではKt / Ktdの分布の範囲は狭く，

Ktdによる近似が有効であることがわかった．この特徴を考慮して，切欠

き深さが中間の場合についても近似式の考察を行い，すべての切欠き寸法

に対して誤差１％程度で応力集中係数を与える近似式を提案した． 

 

（４） すべての切欠き寸法に対する，簡便な近似式を作製するため，切欠きを有

する丸棒の応力集中係数 tK と提案した修正 Neuber の三角則 KtNとの比

/t tNK K に最小二乗法を適用する方法を提案した．その結果，切欠きをも

つ丸棒の引張・曲げ・ねじりの各々の問題において，切欠き寸法の全範囲

に対して誤差１％程度以内の応力集中係数を与える簡便な近似式を作製す

ることに成功した． 

 

（５） 切欠きを有する帯板の応力集中問題について，切欠きを有する丸棒と同様
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な観点から考察を行った．切欠きが浅い場合の極限である tsK による近似

を，帯板問題と丸棒問題で比較すると， /t tsK K の値は，丸棒問題より帯

板問題の方が狭い範囲に存在することがわかった．よって，帯板問題では

tsK による近似がより有効である．また， tdK による近似を，帯板問題と

丸棒問題で比較検討すると， /t tdK K の値は切欠きを有する丸棒問題より

帯板問題の方が広い範囲に存在する．よって，帯板問題では近似は丸棒問

題ほど有効ではない．このような帯板問題の特徴を利用して，帯板の引張

りおよび曲げ問題に対して，切欠き寸法の全範囲に対して誤差１％程度以

内の応力集中係数を与える簡便な近似式を作製することに成功した． 

 

（６） フィレット部を有する段付丸棒の応力集中問題について，切欠きを有する

丸棒・帯板と同様な観点から考察を行った．フィレット部の段が浅い場合

の極限に相当する tsK による近似を，フィレットと切欠きの問題で比較す

ると， /t tsK K の値はフィレットの方が切欠きより狭い範囲に存在する．

よって，フィレットの問題では tsK による近似がより有効である．また，

tdK による近似を，フィレットと丸棒切欠きの問題で比較すると，

/t tdK K の値はフィレットの問題が切欠き問題より広い範囲に存在する．

よって， tdK による近似は切欠きを有する丸棒問題ほど有効ではない．こ

のようなフィレットの問題の特徴を利用して，フィレット部を有する段付

丸棒の引張りおよび曲げ問題に対して，フィレット部寸法の全範囲に誤差

１％程度以内の応力集中係数を与える簡便な近似式を作製することに成功

した． 
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付 録 

1. 60°V 形切欠きを有する丸棒引張・曲げ・ねじり問題の応力集中係数線図 

1.1 60°V 形切欠きを有する丸棒引張問題 
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（b） 

Fig. A1-1 SCF of a V-shaped notch in round bar under tension 
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1.2 60°V 形切欠きを有する丸棒曲げ問題 
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（b） 

Fig. A1-2 SCF of a V-shaped notch in round bar under bending 
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1.3 60°V 形切欠きを有する丸棒ねじり問題 
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（b） 

Fig. A1-3 SCF of a V-shaped notch in round bar under bending 
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2. 60°V 形切欠きを有する帯板引張・曲げ問題の応力集中係数計算式 

2.1 丸棒引張問題 

KtN = (Kts − 1)(Ktd − 1) / (Kts − 1)2.8 + (Ktd − 1)2.8( )1/2.8{ }+ 1 

 

・・・・（A―1） 

2.2 丸棒曲げ問題 

( ){ }1/ 2.02.0 2.0( 1)( 1) / ( 1) ( 1) 1tN ts td ts tdK K K K K= − − − + − +  

2 3

2 3

2 3 2

2 3 3

2 3 4

/ (1.0005 0.0017 0.0091 0.003

( 0.0033 0.2641 0.0659 0.2135 )
(0.0244 2.1933 0.6457 1.0659 )
( 0.046 5.2855 2.5264 2.1247 )
( 0.0281 4.9557 2.8001 1.9485 )
( 0.0033 1.

t tNK K x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

λ

λ

λ

λ

= + − +

+ − + + −

+ − + +

+ − + − −

+ − − + +

+ − + 2 3 55985 0.9791 0.6783 )x x x λ− −

 

・・・・（A―2） 

2.3 丸棒ねじり問題 

KtN = (Kts − 1)(Ktd − 1) / (Kts − 1)2.8 + (Ktd − 1)2.8( )1/2.8{ }+ 1 

2 3

2 3

2 3 2

2 3 3

2

/ (1.0004 0.017467 0.020929 0.0066230

( 0.0055464 0.0073035 0.59040 0.15373 )
(0.034864 1.8095 4.3812 1.4366 )
( 0.0072596 10.055 15.008 6.3947 )
( 0.21221 21.408 25.748

t tNK K x x x

x x x
x x x

x x x
x x

λ

λ

λ

= − + −

+ − − − +

+ + + −

+ − − − +

+ − + + − 3 4

2 3 5

2 3 6

13.109 )
(0.33539 20.005 21.267 12.161 )
( 0.14558 6.8634 6.7186 4.1586 )

x
x x x

x x x

λ

λ

λ

+ − − +

+ − + + −

 

          ・・・・（A―3） 

Kt / KtN = (1.0001+ 0.0036x − 0.0065x2 + 0.0021x3)

+(0.0116 +1.404x −1.285x2 + 0.1799x3 )λ

+(−0.1311 − 8.165x + 9.687x2 − 2.124x3)λ2

+(0.4240 +16.94x − 22.77x2 + 5.618x3 )λ3

+(−0.5156 −15.07x + 21.71x2 − 5.571x3 )λ4

+(0.2112 + 4.890x − 7.332x2 +1.896x3 )λ5
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3. 60°V 形切欠きを有する帯板引張・曲げ問題の応力集中係数線図 

3.1 60°V 形切欠きを有する帯板引張問題 
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（b） 

Fig. A2-1 SCF of a V-shaped notch in flat bar under tension 
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3.2 60°V 形切欠きを有する帯板曲げ問題 
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（b） 

Fig. A2-2 SCF of a V-shaped notch in flat bar under bending
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4. 60°V 形切欠きを有する帯板引張・曲げ問題の応力集中係数計算式 

4.1 帯板引張問題 

KtN = (Kts −1)(Ktd −1) / (Kts −1)2.0 + (Ktd −1)2.0( )
1/2.0{ }+ 1 

Kt KtN =

(1.0009 − 0.003561x + 0.001841x2 )
+(0.2424 + 0.722x − 0.4555x2 )λ
+(−1.741 − 1.660x + 1.767x2 )λ2

+(4.113 + 1.121x − 2.943x2 )λ 3

+(−4.0762 + 0.0762x + 2.354x2 )λ 4

+(1.462 − 0.2603x − 0.7221x2 )λ5

 

・・・・（A―4） 

 

4.2 帯板曲げ問題 

KtN = (Kts −1)(Ktd −1) / (Kts −1)2.0 + (Ktd −1)2.0( )
1/2.0{ }+ 1 

Kt KtN =

(1.0005 − 0.001828x + 0.0007x2 )
+(0.09368 + 0.04880x − 0.02401x2 )
+(−0.5977 − 0.2138x + 0.4545x2 )λ2

+(1.427 − 0.2510x − 1.029x2 )λ 3

+(−1.456 + 1.066x + 0.7642x2 )λ 4

+(0.5334 − 0.6513x − 0.1648x2 )λ5

 

・・・・（A―5） 
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5.フィレットを有する丸棒の引張り・曲げの応力集中係数線図 

5.1 フィレットを有する丸棒引張問題 
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（b） 

Fig. A3-1 SCF of a fillet in round bar under tension 
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5.2 フィレットを有する丸棒曲げ問題 
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（b） 

Fig. A3-2 SCF of a fillet in round bar under bending 
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6. フィレットを有する丸棒の引張り・曲げの応力集中係数計算式 

6.1 フィレットを有する丸棒引張問題 

KtN = (Kts −1)(Ktd −1) / (Kts −1)1.8 + (Ktd −1)1.8( )
1/1.8{ }+ 1 

Kt KtN

= (1.0002 − 0.0001x + 0.00003x2 )
+(0.1866 + 0.2231x − 0.1534x2 )λ
+(−1.261 + 0.3102x + 0.3829x2 )λ2

+(2.995 − 3.420x + 0.3724x2 )λ 3

+(−3.017 + 5.402x − 1.453x2 )λ 4

+(1.097 − 2.516x + 0.8515x2 )λ5

 

・・・・（A―6） 

6.2 フィレットを有する丸棒曲げ問題 

KtN = (Kts −1)(Ktd −1) / (Kts −1)1.6 + (Ktd −1)1.6( )
1/1.6{ }+ 1 

2

2

2 2

2 3

2 4

2 5

/ 1.0005 0.0017219 0.0010527

(0.16467 0.19626 0.031310 )
( 1.1176 0.87011 0.68405 )
(2.6857 1.0239 1.9163 )
( 2.6520 0.22573 2.0113 )
(0.91873 0.12401 0.74777 )

t tNK K x x

x x
x x

x x
x x
x x

λ

λ

λ

λ

λ

= + −

+ + −

+ − − +

+ + −

+ − − +

+ − −

 

・・・・（A―7） 
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7 フィレットを有する帯板の引張りの応力集中係数線図 

7.1 フィレット引張問題 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（a） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（b） 

Fig. A4-1 SCF of a fillet in flat bar under tension 
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8. フィレットを有する帯板の引張りの応力集中係数計算式 

8.1 フィレットを有する帯板引張問題 

KtN = Kts −1( ) Ktd −1( )/ Kts −1( )1.6
+ Ktd −1( )1.6( )1/1.6⎧ ⎨ ⎩ 

⎫ ⎬ ⎭ 
+1
 

Kt / KtN = 1.0001+ 0.0010812x − 0.00060452x2

+ 0.25406 − 0.2786x + 0.1575x2( )λ

+ −1.2949 + 3.5075x − 1.6332x2( )λ2

+ 2.5378 − 9.4629x + 4.3688x2( )λ 3

+ −2.2499 + 9.9393x − 4.6004x2( )λ 4

+ 0.75284 − 3.704x + 1.7068x2( )λ5

 

・・・・（A―8） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


